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Résume
Dans cet exposé, hous montrons comment cer-
tains algorithmes répartis auto-stabilisants peuvent
étre étudiés via une équation de point fixe matri-
cielle.
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1. Auto-stabilisation et convergence
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1.1 Etude d’un algorithme réparti

B Réseau
topologie, liens de communication (registres), etc.
B Processeurs
traitements + communications
m Algorithme local
liste des traitements locaux
m Algorithme réparti
ensemble des traitements locaux interagissant
B Systeme réeparti
réseau + algorithme réparti + hyp. de synchronisation

un algorithme peut étre correct avec certaines
hypotheses de synchronisation, et faux avec d’autres.
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1.2 Auto-stabilisation

Ducourthial

B Fautes temporaires
e faute ~ modification d’'une donnée

e registres, RAM susceptibles d’étre corrompues
e ROM et code non altérables

- algorithme cablé

- code réinitialisé depuis une ROM

B Auto-stabilisation
e une fois les fautes terminées, le systeme re-

trouve un état correct en temps fini  [Dijkstra 74,
Schneider 93]
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1.3 Applications

B Applications de l'auto-stabilisation
e corruption de données
debranchement/rebranchement
redéemarrage d’'une machine
suppression des initialisations
adaptation aux changements dans le réseau...
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1.4 Convergence

B Temps de convergence
e valeur erronée sur un noceud
~ tous ses descendants peuvent étre affectés
e délai de correction
e exemple calcul de forét :
- si absence de circuits, O(D)
- topologie quelconque O(D + [S|)
m Probleme

B Solutions
e tolérance aux défaillances :
frequence des fautes
e algorithmes adaptatifs :
~» moyennes mobiles, seuil d’alerte, etc.

Etude de la convergence globale ?
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2. Modélisation des calculs locaux
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2.1 Algorithme local

B Type d’algorithme
e taches statiques :
le résultat global est une configuration souhaitée
e calcul de distance, de tables de routage, de
foréts de diffusion...
e sur chaque processeur, stabilisation vers un
résultat local
m Algorithme local

vers les
descendants

en provenance
des antécédants

, . . . 0 61}
e operateur binaire : reg,, « regy, ¢ --- <o reg.
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2.2 Hypotheses de synchronisation

m Démon synchrone
tous les processeurs actifs au méme moment et

- lisent les valeurs de tous leurs antécédants

- calculent un nouveau résultat
- écrivent le résultat dans le registre de sortie
m Démon réparti
certains processeurs actifs et
- lisent les valeurs de tous leurs antécédants
- calculent un nouveau résultat
- écrivent le résultat dans le registre de sortie
B Démon totalement réparti
certains processeurs sont actifs et
- lisent les valeurs de tous leurs antécédants
- calculent un nouveau résultat
- écrivent plus tard le résultat
m Déemon lecture-écriture
un processeur est actif et lis ou écrit
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2.2 Quel opérateur ?

m Parametres de I'algorithme (i.e. opérateurs F) ?
e tache silencieuse
l.e., convergence vers une configuration
e auto-stabilisante
l.e., convergence en dépis des pannes
e conforme aux spécifications
distance, forét des plus court chemins
forét des chemins les plus fiables
forét des meilleurs débits
arborescence en profondeur
liste représentative des antécédants
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2.3 r-opérateurs

B s-opérateur & (infimum)

associatif (xdy) & 2z = x2&(yd2)
commutatif xr D vy yDx
idempotent r P x = =z
élément neutre r b ey = =T

B r-opérateur [SIROCC098]

< est un r-opérateur sur S s’il existe une bijection
r:S— Stelle que«is:

r-associatif (x<ay) < r(z) = xz<(y<2)
r-commutatif rlx) < gy = r(y)<zx
r-idempotent rx) < = = r(x)
neutre a droite r 4 eq =
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2.4 Utilisation

B s-opérateurs

min, max, and, or, U, N, lem, gcd, ...
Résultat du nosud v

P {ROM,,, u antécédant de v dans le réseau }

B r-opérateurs

minc(z,y) = min(z,y + 1)

minc,(xo, - .., T,) = min(zg, r1+w1, . .., Tnt+w,)
maxmul.(xg, ..., T,) = max(xg,T1 X 71, ..., Ty X
Tn)

e lexicat ((a,b,c), (a',b',c")) = (a,b,c) D (a', b, ', v)

Résultat sur le nceud v

P {rp._.(ROM,,),u antécédant de v}
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3. Intérét des r-opérateurs
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3.1 Taches statiques.

r-algebra (strictly) _
idempotent silent task

classical semi-algebra
- r(X) = X (r-algebra with r=Id) _vy_
non-idempotent r-algebra
r(x) < x

rdy =z dr(y)

X < r(x)

expansion of r

B s-opérateur
e stabilisation sur toute topologie, en I'absence de
pannes [Tel91]

B r-opérateurs
e stabilisation sur toute topologie, en I'absence de
panne, avec un r-opérateur idempotent
[SIROCCO98]
e hypothese de synchronisation la plus forte

B Topologie particulieres
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3.2 Taches statiques auto-stabilisantes.

A

>

self-stabilization

r-algebra (strictly) total order
idempotent _Lread-write atomicity

classical semi-algebra | silent task
- r(x) =X (r-algebra with r=Id) _y_
non-idempotent r-algebra
r(x) < x

rdy =z dr(y)

X < r(x)

expansion of r

B auto-stabilisation sur toute topologie malgré les
défaillances avec un r-opérateur strictement idem-
potent basé sur un ordre total <4 [DistComp00]

B Stricte idempotence nécessaire

B Hypothese de synchronisation la plus forte
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3.3 Taches statiques auto-stabilisantes

(suite).

>

r-algebra (strictly)

X <) idempotent

expansion of r

ry =z dr(y)

classical semi-algebra
- r(x) =x (r-algebra with r=Id) _y_
non-idempotent r-algebra
r(x) < X

4 Aself—stabilization

any order but
stronger synchrony
_Lhypothe5|s

silent task

B auto-stabilisation sur toute topologie malgré les
défaillances avec un r-opérateur strictement idem-
potent [SIROCCO00,TCS02]

m Plus dordre total, mais hypothese
sation moins générale
O

de synchroni-

ordre total <4 hyp. de sync. la

plus générale

ordre partiel <o | hyp. de sync. plus forte
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4. Calcul matriciel
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4.1 Modélisation matricielle.

B Hypotheses

e taches statiques, un résultat par nceud
e atomicité composite
e cOommunication par registres

B Matrice n x n de r-fonctions

p—

/

|
I v
pérateur

)]
(O]
‘O - r_
‘E# r-o
()

A=|---ruy --

sorties

B Vecteur n x 1 de valeurs initiales

|
\ '
T r-opérateur

sorties
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4.2 Calcul matriciel.

B Vecteur n x 1 résultat (= configuration)

rad |

" T\
§ Tba I = 4
= # I’—Operateur
5 . Y /\
- Xn =|Sd

sorties

m Algorithme réparti = multiplication matricielle

Xn+1: A X Xn + B

\

opérateur idempotent

application des «r-fonctions»
aux valeurs en entrée

entrées

noeud d

sorties

~» démon synchrone
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4.3 Démon réparti.

m Déemon réparti
certains processeurs P;,i € J sont activées et
- lisent les valeurs de tous leurs antécédants
- calculent un nouveau résultat
- écrivent le résultat dans le registre de sortie
B [térations asynchrones

X [i] sii¢ T,
Xntali] = ¢ (F(Xn)) [1] = |
(A®RX, ®@ B)[i] siie T,
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4.4 Déeémon totalement reparti.

m Déemon totalement réparti
certains processeurs P;,i € J sont actifs et
- lisent les valeurs de tous leurs antécédants
- calculent un nouveau résultat
- écrivent plus tard le résultat (délai D|:])
m [tération asynchrone a retard

Xny1li] =

(X, ] sii ¢ J,
¢ (FC Ep,mll, - Xp, [N ) ) [i] =

. (A® Xp,ll]s-- - Xp, W[N] @ B) [i]  siie T,
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4.6 Utilisation.

m Prouver la convergence en 'absence de panne
[Uresin et Dubois, 1990]
e F(X) = A xX @ Bestclos sur SV ;
e les itérations synchrones convergent
etX,r 1 X, Vn € N;
e F est monotone sur S
B Prouver la stabilisation en présence de panne
e les itérations synchrones convergent VX,
m |dée de preuve
° A(k):E@)@A@...@Ak
o A* =limy_ . A® sipas de circuit absorbant

e X =AF®X%X & A% 3B

e idempotence des r-opérateurs ~» A* existe
e stricte-idempotence ~ A* — Eg
° d’Ol‘JXk;—>A*><B
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5. Conclusion
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5.1 Résume.

B Auto-stabilisation
e intérét et utilisation
e convergence ?
m Calculs locaux
e sous la forme d’opérateurs
e INfimum
e r-opérateurs
B Intérét des r-opérateurs
e propriétés auto-stabilisantes
e modeélise les taches statiques
m Calcul matriciel
e atomicité composite
e taches statiques
e modeélise les taches statiques
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5.2 Contribution et perspective.

B Preuve générique courte via I'algebre max-plus :
auto-stabilisation ~» point fixe matriciel

fully distributed demon r-operators
I /
matrix and vectors
Gondran
Minoux
\4
max-plus

\ \/
asynchronous iterations

Uresin Dubois
+ e
strictly idempotent r-operators
proof

B Question ouverte
=g ordre partiel/total versus type d’atomicité
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