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Problématique 2/47

Classification supervisée par apprentissage statistique

Classification supervisée

apprendre à reconnaître la classe d’un individu observé

classifieur construit à partir d’un ensemble d’apprentissage
exemple d’apprentissage : individu étiqueté, classe connue

classification : affectation individu inconnu → classe de Ω

Fusion de classifieurs

un unique problème, un ensemble de classifieurs

tirer parti des complémentarités des classifieurs

différents types de fusion : différents objectifs
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Différents types de fusion

Classifieurs issus d’algorithmes différents

complémentarité : caractéristiques des classifieurs

exemple : systèmes de reconnaissance de caractères

Variables explicatives différentes

complémentarité : informations prises en compte

exemple : fusion multi-capteurs

Ensembles d’apprentissage différents

complémentarité dans le traitement des informations

exemples : boosting (poids des exemples d’apprentissage),
bagging (générer différents ensembles d’apprentissage)
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Problématique 4/47

Ensembles d’apprentissage plus simples

plus il y a de classes, plus le problème est difficile

certains algorithmes ont une formulation plus simple
avec un problème binaire : SVM, régression logistique

Décomposition d’un problème de classification

décomposition en sous-problèmes binaires

chaque sous-problème résolu par un classifieur

Résolution du problème initial

classifieurs ⇒ informations incomplètes, complémentaires,
définies sur référentiels 6= (simplifications référentiel initial)

combinaison des informations ⇒ solution problème initial
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Problématique 5/47

Nécessité de disposer d’un cadre théorique

Rôle du cadre théorique

modéliser les informations disponibles

interpréter les sorties d’un classifieur

intégrer un classifieur dans un ensemble

Théorie des probabilités

Cadre le plus classique

adapté à la plupart
des problèmes

plusieurs méthodes de
combinaison proposées

Théorie des fonctions de croyance

modéliser la connaissance
partielle d’une variable

gestion référentiels différents

généralise cadre probabiliste

Adapté : fusion données partielles
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Problématique

Combinaison de classifieurs binaires

problème initial ⇒ sous-problèmes binaires

classifieurs entraînés avec les exemples correspondants

classifieurs donnent mesures d’appartenance aux classes
(probabilités, fonctions de croyance)

Cadre théorique : théorie des fonctions de croyance

modéliser sorties classifieurs → connaissance partielle

combiner ces informations ⇒ résoudre problème initial
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Plan de la présentation

1 Combinaison de classifieurs binaires
Décomposition un-contre-un
Décomposition un-contre-tous
Codes correcteurs d’erreurs

2 La théorie des fonctions de croyance
Modélisation
Conditionnement
Combinaison
Grossissement

3 Combinaison par les fonctions de croyance
Décomposition un-contre-un
Décomposition un-contre-tous
Codes correcteurs d’erreurs
Réduction de la complexité
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Décomposition un-contre-un (1-1)

Définition

chaque classe opposée
à chaque autre

C2
K classifieurs Eij , j > i
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classe 1
classe 2
classe 3
classe 4

classes ignorées

Propriétés

Eij sait reconnaître Ωij = {ωi , ωj}

apprentissage du classifieur :
moins d’exemples considérés

frontière plus simple entre
deux classes

Le classifieur Eij ignore l’existence
des autres classes (ωk /∈ Ωij )

⇒ connaissance valide à condition
que x appartienne à Ωij
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Décomposition un-contre-tous (1-T)

Définition

chaque classe opposée
à toutes les autres

K classifieurs Ek , k ≤ K
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classe ω

2
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non discernées 

Propriétés

Ek sait reconnaître {ωk} et {ωk}

problème binaire, totalité des
exemples d’apprentissage

la frontière entre {ωk} et {ωk}
peut être complexe

Classifieur Ek incapable de
discerner les classes ωi ∈ {ωk}

⇒ connaissance moins fine de
l’appartenance de x à Ω
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Décomposition par codes correcteurs d’erreurs (CCE)

Définition
deux ensembles de
classes θ+

i et θ−i
opposés l’un à l’autre
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Matrice de codes

ke ligne : code associé à ωk

ie colonne : ens. appr. de Ei




0 +1 +1 −1 +1
+1 −1 −1 −1 +1
−1 0 −1 0 −1
−1 0 −1 +1 −1





Propriétés

Ei ne reconnaît que θ+
i et θ−i

Ei ne discerne pas les classes
ωk ∈ θ+

i , ni ωl ∈ θ−i
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Le schéma CCE généralise les schémas 1-1 et 1-T

Décomposition 1-1 : classes ignorées




+1 +1 +1 0 0 0
−1 0 0 +1 +1 0

0 −1 0 −1 0 +1
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Décomposition 1-T : classes non discernées
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La théorie des fonctions de croyance

Définition

Formalisme de représentation

modéliser la connaissance de
la classe d’un individu

représenter les informations
imprécises, incertaines

gérer des croyances définies
sur des référentiels différents

Un modèle général

théorie des 
possibilités 

théorie des 
probabilités 

théorie des fonctions de croyance 
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Modélisation par une fonction de masse de croyance

Connaissance partielle de la classe d’un individu évalué
modélisée par une fonction de masse de croyance (FMC)

Définition (fonction de masse)

Application mΩ : 2Ω → [0; 1]
vérifiant

∑
A⊆Ω mΩ(A) = 1

Modélisation

E classifieur, sait reconnaître Ω
⇒ sortie modélisée par FMC mΩ

E

E probabiliste : mΩ
E Bayésienne,

E possibiliste : mΩ
E consonante

2Ω : ensemble des
sous-ensembles de Ω

mΩ(A) croyance en A ⊆ Ω

Notations

m
E
Ω(A) 

cadre de discernement 
                  (référentiel)

source         
(classifieur)

élément focal 
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Modélisation par une fonction de plausibilité

Définition (degré de plausibilité)

Degré total de croyance en des
sous-ensembles compatibles avec A

mΩ et plΩ biunivoques

plΩ obtenue à partir de mΩ par :

plΩ(A) =
∑

B∩A 6=∅

mΩ(B) pl(A) =
m(A) + m(B) + m(C)
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Exhaustivité du cadre de discernement

Hypothèse du monde ouvert

« La classe de l’individu évalué
peut ne pas appartenir à Ω »

mΩ
E FMC sous-normale

mΩ
E (∅) ≥ 0 croyance que x /∈ Ω

Hypothèse du monde clos

« L’individu évalué appartient
toujours à une classe de Ω »

mΩ
E FMC normale : contrainte

mΩ
E (∅) = 0 ⇔ plΩE (Ω) = 1

Normalisation d’une FMC
Normalisation : passage d’un
monde ouvert à un monde clos

mΩ ∗
E (A) =

mΩ
E (A)

1 − mΩ
E (∅)

, A 6= ∅

mΩ ∗
E (∅) = 0

La normalisation induit une
perte d’information :

mΩ(∅)?
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Prise de décision

Utilisation / traitement des croyances pour classer l’individu

Choix : classe la plus probable

transformation pignistique
de mΩ en BetP : Ω → [0 : 1]

choix de ω⋆ telle que
BetP(ω⋆) maximale

Choix : classe la plus plausible

calcul des plausibilités
plΩ({ωk}) à partir de mΩ

choix de ω⋆ telle que
plΩ({ω⋆}) maximale
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Fonction de masse conditionnelle

FMC conditionnelle

Connaissance valide
à condition qu’une
hypothèse soit vérifiée

mΩ, croyance sur la classe de x

hypothèse : x appartient à B

Croyance, supposant x ∈ B : mΩ[B]

mΩ(C) transférée à C ∩ B :
opérateur linéaire

mΩ[B](∅) croyance que x /∈ B

Conditionnement

mΩ[B](A) =
∑

C∩B=A

mΩ(C), si A ⊆ B
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Conditionnement 19/47

Fonction de masse conditionnelle

FMC conditionnelle

Connaissance valide
à condition qu’une
hypothèse soit vérifiée

mΩ, croyance sur la classe de x

hypothèse : x appartient à B

Croyance, supposant x ∈ B : mΩ[B]

mΩ(C) transférée à C ∩ B :
opérateur linéaire

mΩ[B](∅) croyance que x /∈ B

Conditionnement normalisé

mΩ[B]∗(A) =
mΩ[B](A)

1 − mΩ[B](∅)
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Combinaison de fonctions de masse indépendantes

Principe

mΩ
E1

et mΩ
E2

FMC

sources E1 et E2 fiables et distinctes

règle de Dempster : transfert de
mΩ

E1
(B)mΩ

E2
(C) à B ∩ C (linéaire)

Règle de Dempster non normalisée

(
mΩ

E1
∩©mΩ

E2

)
(A) =

∑

B∩C=A

mΩ
E1

(B)mΩ
E2

(C)

mΩ[B] = mΩ ∩©mB, avec mB(B) = 1



Introduction Combinaison Fonctions de croyance Combinaison par les fonctions de croyance Conclusion

Combinaison 20/47

Combinaison de fonctions de masse indépendantes

Principe

mΩ
E1

et mΩ
E2

FMC

sources E1 et E2 fiables et distinctes

règle de Dempster : transfert de
mΩ

E1
(B)mΩ

E2
(C) à B ∩ C (linéaire)

Règle de Dempster non normalisée

(
mΩ

E1
∩©mΩ

E2

)
(A) =

∑

B∩C=A

mΩ
E1

(B)mΩ
E2

(C)

mΩ[B] = mΩ ∩©mB, avec mB(B) = 1



Introduction Combinaison Fonctions de croyance Combinaison par les fonctions de croyance Conclusion

Grossissement 21/47

Raffinement

Choix d’un cadre : arbitraire, selon connaissance du problème

Principe du raffinement

Ω cadre de discernement

connaissance plus fine :
éclater les éléments ω ∈ Ω
⇒ cadre Φ plus fin que Ω

masse mΩ(A) transférée
aux sous-ensembles
obtenus en fragmentant A

Connaissance plus fine ⇒ transformation de mΩ en mΦ exacte
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Grossissement 22/47

Grossissement

Inverse du raffinement : passage à un cadre moins fin que Ω

Principe du grossissement

Ω ensemble d’hypothèses

aggréger des hypothèses
⇒ Θ plus grossier que Ω

hypothèses aggrégées
ne sont plus discernées

croyance exprimée sur Θ
moins précise que sur Ω
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Grossissement
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Réduction extérieure : motivations

Raffinement

Cadre Φ plus fin que Ω

Pour tout A ⊆ Ω, il existe
une image exacte B ⊆ Φ

Transformation exacte de A,
ou d’une FMC mΩ, sur Φ

Grossissement

Cadre Θ moins fin que Ω

Certains sous-ensembles
A ⊆ Ω : pas d’image dans Θ

Transformer A, ou mΩ, sur Θ ?

⇓
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Réduction extérieure : principe

Réduction extérieure d’un
sous-ensemble A ⊆ Ω sur Θ

Plus petit sous-ensemble B ⊆ Θ
contenant A : θ(A)

Réduction extérieure d’une
fonction de masse mΩ sur Θ

Transférer chaque mΩ(A) à θ(A)
⇒ opérateur linéaire

θ(mΩ)(B) =
∑

A⊆Ω:B=θ(A)

mΩ(A)

⇓
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Principe

Hypothèse

L’appartenance de x aux classes de Ω
peut être modélisée par une FMC mΩ

Données

Chaque classifieur fournit une FMC
assimée à une « vision partielle » de mΩ

Principe de la combinaison

Retrouver la FMC mΩ à partir des FMC
partielles fournies par les classifieurs
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Modélisation : décomposition 1-1

C2
K classifieurs binaires

E12, E13, . . . , Eij , . . .
(SVM, arbres, . . .)

Eij fournit une FMC m∗
ij
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m∗
ij FMC conditionnelle

Eij sait reconnaître ωi et ωj

m∗
ij valide si x ∈ Ωij = {ωi , ωj}

⇒ FMC conditionnelle à Ωij

m∗
ij FMC normale

Eij ignore les classes ωk /∈ Ωij

m∗
ij généralement normale

conditionnement normalisé de mΩ

m∗
ij ≃

mΩ[Ωij ]

1 − mΩ[Ωij ](∅)
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Estimation de la pertinence des classifieurs

Eij ne reconnaît pas ωk /∈ Ωij

ne détecte pas la nouveauté

⇒ m∗
ij peut être erronée si x /∈ Ωij

Pertinence des classifieurs

Pertinence : plausibilité que x ∈ Ωij

SVM à une classe (1-SVM) : sorties
donnent pl({ωk}) ⇒ combinaison

pl(Ωij) = 1 − m[Ωij ](∅) : estimation
permet de dénormaliser m∗

ij ⇒ mij
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Estimation de la pertinence des classifieurs

Eij ne reconnaît pas ωk /∈ Ωij

ne détecte pas la nouveauté

⇒ m∗
ij peut être erronée si x /∈ Ωij

Pertinence des classifieurs

Pertinence : plausibilité que x ∈ Ωij

SVM à une classe (1-SVM) : sorties
donnent pl({ωk}) ⇒ combinaison

pl(Ωij) = 1 − m[Ωij ](∅) : estimation
permet de dénormaliser m∗

ij ⇒ mij
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Combinaison des classifieurs

Données

Équations linéaires : mij = mΩ[Ωij ]

mij généralement inconsistantes

mij non distinctes

Contraintes : mΩ(A) ≥ 0,
∑

mΩ(A) = 1

Combinaison des mij

Rechercher m̂Ω minimisant les écarts
entre les m[Ωij ] et les mij :

min
∑

Ωij

∥∥m[Ωij ] − mij
∥∥2
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Combinaison des classifieurs
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Résultats

Méthodes de combinaison de
fonctions de croyance

CREDproba, CREDplaus :
méthodes développées
pendant la thèse

CONJproba, CONJplaus :
règle de Dempster
non normalisée

classifieurs probabilistes
(régression logistique, arbres)

Sorties préalablement
transformées en FMC
Bayésiennes

Méthodes de combinaison
probabilistes

HUANG, PASSERINI :
combinaison CCE
appliquée au cas 1-1

WU, MOREIRA :
méthodes spécifiques au
cas de classifieurs 1-1

classifieurs crédaux (réseaux
de neurones évidentiels)

Sorties préalablement
transformées en probabilités
pignistiques
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Résultats

Classifieurs binaires :
régression logistique

méthodes crédales
⇒ FMC Bayésiennes

méthodes probabilistes
⇒ sorties conservées

Estimation pertinence : 1-SVM

plausibilités pl({ωk}) :
méthodes crédales

probabilités correctrices :
estimation densité (Moreira)

Affectation

maximum de probabilité
pignistique

maximum de plausibilité
(calculées à partir de m̂Ω)

Significativité :
test de Mc Nemar

meilleur résultat : rouge

écart non significatif : gras
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Résultats : régression logistique

Méthode Satimage Segment Vowel Waveform

CREDproba 93.1 96.0 66.5 85.2

CREDplaus 92.9 96.6 64.1 85.3

CONJproba 91.6 95.9 55.6 85.2

CONJplaus 91.9 96.2 55.8 85.2

HUANG 87.1 96.0 51.3 85.1

PASSERINI 86.9 95.8 49.8 85.1

WU 86.9 95.6 52.6 85.1

MOREIRA 90.8 90.3 60.6 85.2
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Modélisation : décomposition 1-T

K classifieurs binaires
E1, E2, . . . , EK

Ek fournit une FMC mk
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mk définie sur un cadre grossier

Ek sait reconnaître ωk et ωk

Ek ne discerne pas ωl ∈ {ωk}

mk définie sur un grossissement :
Θk = {θ+

k , θ−k }

Lien entre Θk et Ω

θ+
k = {ωk} : classe positive

θ−k = {ωk} : ensemble des
classes négatives
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Modélisation : décomposition 1-T

nature exacte de la transformation
liant mΘk

k à mΩ ?

Réduction extérieure de mΩ sur Θk

mΩ(∅) transférée à ∅

θk (mΩ)({θ+
k }) vient de {ωk}, et

θk (mΩ)({θ−k }) des ensembles
inclus dans {ωk}

θk (mΩ)(Θk ) vient des
ensembles « à cheval » sur
{ωk} et {ωk}

réduction extérieure de mΩ

mΘk
k ≃ θk (mΩ)
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Décomposition un-contre-tous 36/47

Combinaison des classifieurs

Données

Équations linéaires : mk = θk (mΩ)

mk généralement inconsistantes

mk non distinctes

Contraintes : mΩ(A) ≥ 0,
∑

mΩ(A) = 1

Combinaison des mk

Rechercher m̂Ω minimisant les écarts
entre les θk (mΩ) et les mk :

min
∑

Θk

∥∥∥θk (mΩ) − mk

∥∥∥
2
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Résultats : décomposition 1-T, réseaux de neurones
évidentiels

Méthode Satimage Segment Vowel Waveform

CREDproba 84.9 75.8 66.5 86.3

CREDplaus 85.8 75.8 66.5 86.3

CONJproba 85.1 75.7 66.5 86.3

CONJplaus 85.3 75.9 66.5 86.3

HUANG 85.0 76.2 66.5 86.3

PASSERINI 85.0 76.2 66.5 86.3
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Décomposition CCE

N classifieurs binaires E1, . . . , EN

Ei fournit une FMC m∗
i

m∗
i FMC conditionnelle, grossière

θ+
i classes positives, θ−i classes

négatives, et Ωi = θ+
i ∪ θ−i

Ei ignore les classes ωk /∈ Ωi

m∗
i conditionnelle à Ωi

m∗
i généralement normale

Pas de distinction : ωk ∈ θ+
i , ni ωl ∈ θ−i

Θi = {θ+
i , θ−i } grossissement de Ωi
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Réduction extérieure
d’un conditionnement

m∗
i ≃

θi(mΩ[Ωi ])

1 − mΩ[Ωi ](∅)
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Estimation de la pertinence, combinaison

Pertinence des classifieurs

plausibilité pl(Ωi) que x ∈ Ωi

dénormalisation
⇒ mi ≃ θi(m[Ωi ])

Données disponibles

FMC mi non distinctes

équ. linéaires non consistantes

Combinaison des mi

Problème d’optimisation

min
∑

Ωi

∥∥θi(m[Ωi ]) − mi
∥∥2
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Résultats

Types de matrices de codes (Allwein, Schapire et Singer, 2000)

Matrices denses (toutes les classes utilisées : Ωi = Ω)

tous les exemples utilisés pour chaque classifieur

équiprobabilité : Pr(ωk ∈ θ+
i ) = Pr(ωk ∈ θ−i ) = 0.5

Matrices creuses (certaines classes ignorées : Ωi ⊆ Ω)

exemples d’une classe non utilisés : probabilité 0.5

équiprobabilité : Pr(ωk ∈ θ+
i ) = Pr(ωk ∈ θ−i ) = 0.25

Algorithme de sélection des matrices

génération de 5000 matrices

sélection : séparation par lignes puis par colonnes
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Résultats : réseaux évidentiels, matrices denses

Méthode Satimage Segment Vowel Waveform

CREDproba 86.1 84.4 61.9 86.1

CREDplaus 86.6 83.3 61.9 86.1

CONJproba 86.3 83.5 63.4 86.1

CONJplaus 86.3 83.4 63.4 86.1

HUANG 86.1 84.6 63.4 86.0

PASSERINI 85.9 83.1 63.4 86.0
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Résultats : arbres de décision, matrices creuses

Méthode Satimage Segment Vowel Waveform

CREDproba 92.3 95.5 63.2 81.1

CREDplaus 92.0 96.4 59.5 80.5

CONJproba 85.8 94.5 34.2 79.3

CONJplaus 90.7 95.7 44.6 79.3

HUANG 88.9 95.4 47.0 77.7

PASSERINI 88.9 95.9 31.8 78.3
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Réduction de la complexité

|Ω| = K ⇒ 2K sous-ensembles
Limitation pour K grand

ordonner les classes par
plausibilités décroissantes

sélectionner les L classes
de plausibilité maximale

aggréger les autres :
classes peu plausibles

Combinaison : calcul de m̂ sur
le cadre Θ (|Θ| = L + 1)

2|Ω| = 27 = 128 sous-ens.

2|Θ| = 24 = 16 sous-ens.
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Synthèse

La théorie des fonctions de croyance permet une
formalisation simple de la combinaison de classifieurs

Caractère partiel modélisé par le
domaine de définition des FMC

classifieurs ignorant une
partie des classes :
conditionnement

classifieurs ne distinguant
pas certaines classes :
grossissement

Combinaison des informations ?

données non distinctes

données inconsistantes

Combinaison par la règle de
Dempster : a priori pas adaptée

FMC la plus consistante possible
avec les informations disponibles
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Conclusions

Pertinence des classifieurs
estimer la pertinence
⇒ améliorer la précision

classifieurs simples :
gain important

classifieurs complexes :
gain moindre

Comparaison des méthodes

méthodes de combinaison
par minimisation des écarts :
robustes, bons résultats

combinaison d’informations
indépendantes : qualité
variable (problème/schéma)

Comparaison des schémas

bons résultats avec décomposition 1-1

décomposition 1-T : pas de différences significatives

CCE dense : bons résultats avec classifieurs performants

CCE creuse : bons résultats
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Perspectives

Améliorations de la méthode développée

estimation des plausibilités d’appartenance

combinaison des FMC : règle de combinaison prudente

Applications de la méthode : élicitation d’avis d’experts

hypothèses multiples, avis d’experts modélisés par FMC

recueillir l’opinion des experts sur des problèmes simples

combinaison : opinion consensuelle sur le problème global

Étudier la formalisation d’autres problèmes de fusion

bagging déjà étudié dans un cadre crédal

formalisation du boosting
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Merci pour votre attention.
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