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Résune :

Une nouvelle nethode de classication automatique, in-
titulée ECM (Evidentiak-means), est propés. Elle se
fonde sur le concept de partitioréctale introduit dans le
cadre de la thorie des fonctions de croyance. Ce nouveau
concept @réralise ceux de partition nette, floue, proba-
biliste ou possibiliste. La partition edale est obtenue
gracea un algorithme semblabkecelui des:-moyennes
floues. Plusieurs outils d’interptation sont prop@&s. Un
indice de validie permet de guider le choix du nombre de
classes. Les tests sur des dees synthtigues montrent
l'intéret de la néthode pour I'analyse exploratoire de
donrées.

Mots-clés :

Classification automatique, &brie des fonctions de
croyance, valid&é de partition, robustesse, estimation
inférieure et su@rieure d'une classe.

Abstract:

A new clustering method for object data, called ECM
(Evidential clustering) is proposed, in the theoreticat fr
mework of belief functions. It is based on the concept
of credal partition, extending those of hard, probabdisti
fuzzy and possibilistic ones. An algorithm similar to the
fuzzy c-means is introduced. Several tools for interpre-
ting a credal partition are proposed and a validity index
may help the user to choose a proper number of classes.
Experiments with synthetic data sets illustrate the useful
ness of the method for exploratory data analysis.

Keywords:

Clustering, belief functions theory, cluster validity; ro
bustness, upper and lower estimations of a cluster.

1 Introduction

Les nethodes de classification automatique
sont des techniques classiques d’'analyse ex-
ploratoire de donees. Elles consisterd re-
groupern individus enc classesw,...w.. La
similaritt des objets est soit doaa directe-
ment (on parle alors de doees relationnelles),
soit calcuée a partir d’'un tableau individus-

variables. On trouve de nombreuseéthodes
de classification automatique dans lelititure.
Les nethodes nettes supposent que les indi-
vidus appartiennend une classe unique. Au
contraire, dans les @hodes floues (ou probabi-
listes), chaque individu a la possibdit’appar-
tenir a plusieurs classes avec des @sgd’ap-
partenance diffrents. On cherche alors, en mi-
nimisant par une &thode iérative un criére
approprée, a determiner une matrice de parti-
tion floueU = (uy) ou uy € [0;1] désigne
le degé d’'appartenance de l'individu a la
classew;, sous la contrainte de normalisation
> . uix = 1. Les algorithmes les plus utiés
sont celui de Bezdek [3] intitél FCM (fuzzy
c-means) pour les doées individus-variables
et sonéquivalent relationnel RFCM (Relatio-
nal Fuzzyc-means) [8]. Certains auteurs, obser-
vant des @ésultats contre-intuitifs en @sence de
donrees bruiées ou aberrantes, ont propate
relacher la contrainte de normalisation impes
aux appartenances. C’est ainsi qu'@té pro-
poss l'algorithme possibiliste de Krishnapu-
ram et Keller (PCM pour possibilistiemeans)
[10] et celui de Daé [4] (NC pour Noise-
clustering).

Dans cet article nous introduisons une nou-
velle approche b&e sur le concept de par-
tition crédale, @fini dans le cadre de la
théorie des fonctions de croyance. Uparti-
tion crédalegéréralise les notions de partition
nette, floue, probabiliste et possibiliste. Des tra-



vaux anérieurs avaient permis deetbrminer
une telle partitiona partir de donees rela-

Il faut noter que pl estquivalentéx une mesure
de probabilié lorsque le€léements focaux sont

tionnelles [6]. Dans cet article, nous proposons des singletons &t une mesure de possibdisi

une nouvelle version, insg@e des algorithmes
précedents, qui est applicabl@ des donees
individus-variables.

L'article est organié comme suit. Dans un pre-

leselements focaux sont emhes.

La connaissance disponibktant repesenée
par une fonction de croyance, il est souvent
nécessaire de prendre unécision quant la

mier temps, nous rappelons certains concepts valeur dex. Plusieurs possibils existent. Une

fondamentaux de la #orie des fonctions de
croyance. Ensuite, défents algorithmes sont
pas&s en revue et commes L'algorithme
evidentiel desc-moyennes est psené dans
le paragraphe 4. Noustthillons I'algorithme,
proposons plusieurs outils d’integiation ainsi
gu’'un indice de validié de classe. Le para-
graphe 5 conclut I'article.

2 Théorie des fonctions de croyance

Consictrons une variable prenant sa valeur
dans un ensemble fini ordoafk. Une connais-
sance partielle quarit la valeur der peutétre
repesengée par unenasse de croyang&3, 14],
déefinie comme une fonctiom de 2 vers|0, 1],

verifiant :

> m(A) =1

ACQ
Les sous-ensembles de qui recoivent une
masse non nulle sont appsl desélements
focaux de m. L'absence d'information sur
est repesenée parm(f2) = 1, alors qu'une
connaissance parfaite condait’allocation de
la totalitt de la massa un singleton dé) (on

(1)

premeire solution consista choisir la valeur
de plus grande plausibiit Une autre approche
consistea transformer les masses en une dis-
tribution de probabili gidcea latransforma-
tion pignistiquepropoge par Smets [14]. Elle
est cefinie par :

BetRw) £ %

w€eA

VueQ, (3)

ou |A| désigne le cardinal d&¢ C €. Sila masse
est sous-normaler((()) # 0), il faut procédera
une normalisation @alable den, par exemple
en transérant la masse de I'ensemble vid€
[15].

3 Partitions floues et possibilistes

Soient{x, ..., x,, } des vecteurs d&? décrivant
lesn individus. On fixec (2 < ¢ < n) le nombre

de classes. Chaque classe estéspnée par un
centrev,, € R?. SoitV la matrice de dimension
(¢ x p) des coordonges des centres des classes
telle queV, est lag”®™® composante du centre
vy. Lalgorithme FCM cherche une matrice de
partitionU = (uy.) (avecu;, € [0;1] Vi, k)

parle alors de masse certaine). Lorsque tous de dimensior(n x c) et la matricel” par mini-

les elements focaux sont des singletons est
equivalentea une distribution de probabiit
Une masse de croyance telle qu¢))) = 0 est
dite normale Si la masse est sous-normale, on
travaille alors dans I'hypottse demonde ou-
vert, ce qui signifie que I'on accepte I'hypaibe
gue la valeur der puiseétre a I'exterieur de

2 [14]. Une masse de croyance pedite, de
faconéquivalente, ref@senge par une fonction
deplausibilite pl : 2 +— [0, 1], définie par :

pl(A) 2 ) m(B) vACQ.
BNA#D

(2)

misation du criére suivant :

Teew(U V)£ N "uld?

i=1 j=1

(4)

sous la contrainte de normalisation de la par-
tition. Dans la fonction (4)3 > 1 est un co-
efficient 'églant la duret de la partition et/;;
désigne la distance Euclidienne enkget le
centrev;. Le critere est minimig g&cea un
algorithme iératif, optimisant alternativement
la position des centres et les degrd’apparte-
nance. Les formules de misejour deU etV



sont obtenues par introduction d’'un multiplica-
teur de Lagrange asseda la contrainte de nor-
malisation et en annulant le€iivees partielle
du Lagrangien par rapport aux paratmes du
mockle.

Dans la version possibiliste desnoyennes in-
troduite par Krishnapuram and Keller [10], la
contrainte de normalisation n’est plus impes
pouréviter la solution triviale:;; = 0 pour tout

i etj, un terme de @nali€ est ajou a la fonc-
tion objective :

ZZuidfﬁZ z Z (),

i=1 j=1
(5)

ou lesn,; sont des poids positifs fies par I'uti-
lisateur, modulant les effets oppssdes deux
termes dans/.c,. Une pro@dure d’optimisa-
tion alterree, similairea FCM, peutétre aussi
déduite des conditions étessaires d’optima-
lité pourU et V. Un des inéréts de l'algo-
rithme ©side dans le fait que le dégd’ap-
partenance d’un individ@ une classe doge
ne cepend que de sa distaneecette classe,
refletant par coresquent un de@r de typicalié
plutdt qu’un dege relatif d’appartenance. Cette
propriett permeta I'algorithme de étecter des
individus aberrants.

Joen(U, V')

Une autre approche, @enée comme robuste
aux individus atypiques, est celle de [BaM].
Elle consistea ajouter auxc classes initiales
une classe de bruit (suppsa une distance
fixe 0 de tous les individus). Le parate o
contlle le taux d’individus consielés comme
aberrants. L'appartenaneg, d’'un individu i a
la classe de bruit est do@e par :

C
Uy = 1 — g (7
k=1

Le critéere minimi€ est le suivant :

ZZugdfﬂLZ 52 (1 - Zuw>
=1 j5=1 (7)

L'algorithme iteratif qui en @coule est similaire
aFCM et PCM.

(6)

(U, V) =

4 (C-moyennestvidentielles
4.1 Algorithme

Dans des travauxécents sur la classification
automatique de dom@es relationnelles, nous
avons propos de repésenter une connaissance
partielle sur la classe d'un individiipar une
masse de croyancey; définie sur 'ensemble
Q = {wi,ws, ...,w.}. Cette repesentation per-
met de moéliser toutes les situations, de I'igno-
rance totalea la connaissance la pluségise.
L'ensemble des masse¥ = (my,...,m,)
forme unepartition crédalequi géereralise les
partitions nette, floue, et possibiliste. Le nombre
de deges de libe plus important que dans les
autres types de partition permet d’envisager une
meilleure moélisation et une description plus
riche de donées complexes.

Exemple 1 Consicerons un ensemble de= 5
individus etc = 3 classes. On suppose que
les masseséatrivant la epartition des individus
dans les classes sont d@as dans le tableau 1.
Cet exemple a pour but d’illustrer comment une
partition cedale permet de repsenter des si-
tuations varmes : la classe de l'individ@ est
connue avec certitude, alors que l'incertitude
pour lindividu 4 est totale; le cas de lindi-
vidu 3 correspond une situation de connais-
sance partielle (notons que; est une masse
Bayésienne) ; enfin, la masse;(#) = 1 in-
dique que la classe l'individu n’appartient pas
af) ('individu 1 est un individu atypique).

Tableau 1 — Exemple de partitionectale

0 1 0 0 0
{wi} 0 0 0.2 0
{ws} 0 1 0.4 0
{w1, LL)Q} 0 0 0 0
w3 0 0 0.4 0
{wi,ws} 0 0 0 0
{a)g, (.4)3} 0 0 0 0

Q 0 0 0 1

Déterminer une partition édalea partir de
donrees individus-variables revieatchercher,
pour chaque individu, les quantiés m;; =



mi(4;) (A; # 0, A; C Q) de sorte quen,;; soit
d’autant plus grande que la distant;e entre:
et'élement focal4; est faible. Il s’agit donc de

définir la distance entre un individu et tout sous-

ensemble de&?2. Comme pour les algoritmes
FCM, PCM et NC, on choisit de repsenter
chaque classe; par un centrer;, € RP. Nous

proposons d’associex chaque sous-ensemble
A; de() le barycentrey; des centres des classes

composantd,. Plus péci€ment, en introdui-
sant la notation
1 si W € A
Skj = { : ! (8)
0 sinon,

nous calculons le barycentie, assoc a A;

par :
= Z Skjvk7 (9)
% =
ou ¢; = |A;| désigne le cardinal dd ;. La dis-
tanced,; est alors éfinie par :

di; =[x — V% (10)
D’autre part, comme dans lagthode de Da¥,
un traitement difrent est adopt pour I'en-
semble vide. Assimd a la classe de bruit, il

est suppasa une distance fixe de tous les in-
dividus. Nous proposons alors de minimiser le

critére suivant :

Z Z midy, +Z52m@7

i=1 A;#0
(11)

Jeen(M, V)

sous les contraintes :

Z mg; + mup = 1 Vi= 1, n, (12)
{5/4;CQ,A;#0}

ou myy désignem;(0). Le critere Je est si-
milaire a Jyc a un coefficient suppmentaire
¢ pres, dont le dle est de pnaliser les sous-
ensembles de) de cardinalié importante;
I'exposanta permet de conéiler le dege de
pénalisation. Les paragtress et ont la néme
signification que dans la@hode de Da&. Pour
etablir I'algorithme d’optimisation, on prece

de la méme margre que pour FCM et NC.
On consi@re dans un premier temps gqlueest
fixe. Pour Esoudre le proBime de minimisation
sous contraintes par rapparfl/, on introduitn
multiplicateurs de Lagrangk :

LM, A1,y An) = Jeeu(M, V) (13)
_Z)\i Z mg; + myp — 1
i=1 {5/ A;C0Q,A;#0)

En cérivant le Lagrangien par rapport atx;,
m,g €t \; et en annulant lesétivees partielles,
on obtient :

aif = BesmytdE — N =0, (14)
ij
ai - = = B8*mi Tt =N =0,  (15)

oL

v > mi+mg—1=0. (16)
{3/A;CQ,A;#0}

En adoptant une éthode de &solution simi-

laire a celle de Da&, on obtient finalement

I’ @quation suivante de misgjour des masses :

—a/(B-1) ;—~2/(B8-1)
¢ dy

Mij = —a/(B—1) ;=2/(B-D) | 5 2/(5-
DA, 20 Cr dyy, + 0B
(17)
et

A0

On consi@re maintenant qué/ est fixe. La
minimisation deJ., par rapporta V' est un
probleme d’optimisation non contraint. Les
déerivées partielles de/e, par rapport aux
centres des classes sont dees par :

OJECM adQ
. 19
aVl ; Az?;@ 7,] 8Vl ( )
od?, 1
ool = 2s)06 —v) (=) (20)

j



De (19) et (20) on tire :

0. 3 a- v
astM _ _QZ Z ¢; 1miﬁjSlj(Xz - Vj) (21)
! i=1 A;#0
1
= —QZ Z i lmmsl] . Z Sk Vh)
=1 A, 75@ k

En annulant cesativées, on trouve équations
linéaires par rappog vy, :

Doxi Y T mysy (23)
i A;#0D
= ka Z Z mwsljskj l=1,c.

i A;#0

Soit B une matrice de dimensidn x p) definie
par :

n
_ a-1,.8
B, = E Tiq E C; M8y

(24)
=1 A0
_szqz ol Z l:]_,C q:]-)pv
Aj3w;

et H une matrice de dimensiom x c) définie
par :

Hlk: = Z Z cjo-‘_szjsljskj (25)
i A0
Y Y grwg kit

i AjD{wr,wi}

Avec ces notationsl est solution du sysme
linéaire suivant :

HV = B. (26)

L'algorithme complet esté&krit dans le tableau
2.

4.2 Outils d’interpr étation
Suivant ce qui est attendu de l'analyse, plu-

sieurs outils peuvent aider l'utilisatewdr in-
terpeter les esultats fournis par I'algorithme

Tableau 2 — Algorithme ECM
Entrees {xi,...,x,} : n vecteurs d&R?
Param. c¢:nombre de classds< ¢ <n
a > 0: (défaut 1)

G > 1: (défaut 2)
0 > 0 : distancea I'ens. vide
e : seuil d'aret (cefaut10~32)
Choix akatoire dd/,
t<—0
Répeter
t—t+1
e Calcul de); gracea
(10)’(9)’ (17)’ (18)1 et/tfl ;
e Calcul deH, et B,
gracea (24), (25), etV ;
e Résolution def,V; = B;;
jusqua ||V, = Vi|| <e

Init.

ECM. En premier lieu, une partition @dale
peutétre convertie en une partition possibiliste
en calculant pour chaque massela plausibi-
lité pl, des difrentes classes :

pi{wh) = D milA).

An{wy }#£0

(27)

La valeur p)({w:}) rep@sente la plausibikt
(ou la possibilie) que 'individui appartienne
a la classé:. De la méme facon, une partition
floue peutétre obtenue en calculant les pro-
babilites pignistiques BetP{w;}) induite par
chaquen; et en interpetant cette valeur comme
le degeé d’'appartenance de lindividu a la
classé:. Sinécessaire, il est facile d’obtenir une
partition nette en affectant chaque individila
classe la plus probable. Notons que les indivi-
dus assoésa des masses importantes ades

a I'ensemble vide peuvegtre rejeés avant une
affectation aux classes.

De manere alternative, il est possible de suivre
un point vue similairea celui de Lingras [11],
qui se place dans le cadre de l&dhie des
ensembles approximatifs. |l propose d'associer
a chaque classe deux ensembles d’individus :
I'estimation in&rieure de la classé, no&e



wf, rassemble les individus qui peuvetre 1

clas®s sans ambidie dansw;. L'estimation o < ]

sugerieure, nate w!, désigne I'ensemble des o ]

individus qui appartiennent potentiellemegt i |

wy, Mais qui peuvenégalement apparterarune x

autre classe. Formellement, soit(A;) I'en- o N

semble des individus dont la masse la plus im- of 1

portante est poée surA; : o
X(4y) = {i/miA;) = max  mi(Au)}- |

(28) B

On cefinit les ensembles iafieur et suprieur

assodésa chaque classe, par : Figure 1 - Jeu de doges syntbtique

10

wi = X({w}), (29)
8r i
et J| ]
wi = | Xy (30)
{i/wreA;} o ]
[}
Exemple 2 Pour illustrer ce point, consilons 2 ]
le jeu de donées synthtiques bidimension- | al

nelles suivant : quatre classes de 200 points cha-
cune onété ¢eréreesa partir de lois de Student [
multivarieesa 5 deges de liber de centres res-
pectifs [0;0], [0;4], [4;0] et [4;4]. Ce jeu de
donrees est re@seng sur la figure 1. L'algo- ¢} 1
rithme aét char@ de rechercher une partition
crédale en quatre classes avec les patess coo om0
suivants o = 1, 3 = 2, 62 = 20 ande = 1073,

La figure 2 repesente I'affectation des indivi-
dusa I'élement focal dé€) qui recoitla masse la 10
plusélevee (notons que;; déesigne{w;,w;} et .

w;;, désigne I'ensemblgw;, w;, wy}). Chaque

. . 6 1
sous-ensemble est r&seng par son enveloppe
convexe. Le centre des classes estrepar une ‘T 1

croix. Les individus deX (), pour lesquels la 2t ]

masse la plus importante est attiéea I'en- ol =
semble vide, sont sigried par des cags. On -
Voit qu’'une partition satisfaisante est tr@es 2 ]

et que les individus aberrants sont correcte- -4f
ment cbtecés. Les figures 3 and 4 montrent | ]
les estimations irdfrieures et sugrieures des =

classes, regsenkeségalement par leur enve- % - 4 2 o 2 4 & 8 10
loppe convexe.

2 4 6 8 10

Figure 3 — Estimations igfieures des 4 classes
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Figure
classes

4 — Estimations seépieures des 4

4.3 Limiter la complexité

Pour chaque individu, I'algorithme ECM dis-
tribue une fraction de la masse i chaque
élement de2. Par conéquent, le nombre de
parangtres varie de facon exponentielle par rap-
port au nombre de classes (etdaire par rap-
port au nombre d’individus). Pour un nombre
de classes limi (inferieura 10), les temps de
calculs restent acceptables. A titre illustratif,
pour le jeu de donges synthtiques compdsde
800 individus, le tableau 3 rapporte les temps
moyens d’ekcution (obtenus sur 100 initiali-
sations diferentes) en fonction du nombre de
classes @sie.

Tableau 3 — Temps d’@cution moyens sur le
jeu de donges synthtiques

cl| 2 3 4 5 6
t|3s 11.8s 12.2s 63.6 185s

Si nécessaire, il est cependant possible de
reduire la complexé de I'algorithme en impo-
sant un nombre restreint@éments focaux. Par
exemple, on peut se limiter(2, et deslements
focaux de cardinal inferieure ouégalea 2.

On réduit ainsi considrablement la complext
tout en gardant une certaine flexikalit

4.4 Validité de la partition

Un des prol#mes centraux des éthodes de
classification automatique&side dans le choix
a priori du nombre de classes. On parle de va-
lidité de la partition. La plupart deséthodes
propoges dans la liirature consistera cal-
culer un indice de validg a partir de parti-
tions obtenues pour défentes valeurs de et

a chercher pour quelle valeur deon observe
Soit un minimum, soit un maximum, soit un
changement brusque du exie. C’est la cas par
exemple pour le coefficient de partition et ses
variantes [2] [5], et I'entropie de partition [1].

Dans le cas d’'une partition @dale, on sent in-
tuitivement que si le nombre de classes est cor-
rectement choisi, les centres voétre sites
dans les zones de forte delsit la majeure
partie de la masse sera alemi aux single-
tons de2. Au contraire, sic est trop faible

ou tropélew, la masse risque &lre distrib&e

a des sous-ensembles de plus forte cardina-
lité oua I'ensemble vide. En d’autres termes,
plus une partition &dale serapecifique mieux

elle repésentera la structure des dées. Ces
consicerations aranenta l'utilisation de me-
sures d’entropie &finies pour les fonctions de
croyance.

Klir and Wierman [9, p. 51] ont é&fini la non-
specificitt d’'une masse sous-normatepar :

2

Ae2\()

N(m) £ m(A)log, [A| +m(0)log, [,

(31)
ou 0 < N(m) < logy(|2]). Cette mesure
tenda étre faible lorsque la masse est abed
peu delements focaux=£ (), et de faible car-
dinalité. Nous proposons deéfinir un indice
de validié pour une partition édale comme
la moyenne sur I'ensemble des; des non-
specificites normaliges :

N*(c) ZN m),

i=1

(32)

T n log2

ou 0 < N*(¢) < 1. Cet indice doitétre mi-
nimisé. Son application est illuge sur le jeu



4 5
Nombre de classes

Figure 5 — Indice de validi

de donies peccdent. Les paraatres d'ECM
sont fixesa 3 = 2, 2 = 20 ete 1073,
Pour differentes valeurs de (1, 2 and 3), on
fait varier le nombre de classes entre 2 et 6.
Les esultats obtenus sontgsengs sur la fi-
gure 5. On voit que le minimum est toujours
obtenu pour = 4 classes, ce minimuratant
MOoins pronone a mesure que augmente, ou,
de facoréquivalentea mesure que lesdeéments
focaux de grande cardinditsont de plus en
plus enaliges. Cet exemple simple sugrg que
N* peut constituer un bon indice de valigit
d’une partition cedale.

5 Conclusion

Nous avons prop@sdans cet article une nou-
velle méthode de classification automatique
fondée sur la tborie des fonctions de croyance.
Les concepts de partitions floue, possibiliste et
nette sont prsenkés comme des cas particu-
liers d’'un concept plusé&réral, celui de parti-
tion créedale. Pour calculer une telle partitian
partir d’'un tableau individus-variables, un algo-
rithme, intitue ECM, similairea FCM, aéte
propo%. Il est fon@ sur un scema de mini-
misation alterg, avec, dans un premier temps,

la determination des centres des classes, et,
dans un second temps, l'allocation de masses [15)

aux differents sous-ensembles de classes. L'in-
terpetation de la partition est faciie par la

possibilié d’associel@ chaque classe ses esti-
mations inérieure et sugrieure, notions ées
respectivemend la recessié et la possibilié
gu’un individu appartienna une classe doge.
Enfin un indice de validé de classe, foredsur

la non-sggcificite d’'une fonction de croyance, a
ete propog et illusté sur un exemple simple.
Ce travalil ouvre un certain nombre de perspec-
tives, au nombre desquelles une versiobase
de noyaux et un algorithme plus efficace pour
les dones relationnelles.
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