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Résune :

Nous introduisons dans cet article un nouvel algo-
rithme de classification automatique intéuKECM. I
s'agit d'une versioma base de noyaux de l'algorithme
ECM (algorithmeévidentiel des-moyennes). Pour for-
muler cet algorithme, nous montrons dans un premier
temps qU'ECM peutétre Eécrit pour prendre pou-
voir traiter des donees relationnelles, ou de mare
équivalente, des produits scalaires dans I'espace éentr

1 Introduction

La classification automatique vise a regrou-
per des objets similaires en classes. La simi-
larité entre objets est soit caléd comme une
distance entre des attribut®dativant les ob-

Puis, remplacant les produits scalaires par des fonctions jets (don@es individus-variables), soit acces-

noyaux (“truc du noyau”), nous enéduisons l'algo-
rithme KECM. Géacea une transformation non Eaire
des donies, KECM est capable dé&técter des classes
de formes vaiBes et de fournir, tout comme ECM, une
partition évidentielle @réralisant les partitions probabi-
listes ou floues. Notre approche est illégtisur plusieurs
jeux de donges et le choix automatique de la largeur de
bande du noyau Gaussien éstide.
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Abstract:

A new clustering algorithm, called KECM (kernel evi-
dential c-means) is introduced. It is a kernelized version
of ECM (Evidential c-means), a clustering algorithm ba-
sed on the Dempster-Shafer theory of belief functions.
We first show that ECM can be reformulated to handle
relational data, or, equivalently, dot products in the ori-
ginal space. Then, replacing the dot products by kernel
functions, KECM is easily derived. Thanks to the non li-
near transformation of the data, the algorithm allows us
to detect arbitrarily shaped clusters and, as ECM, gene-
rates an evidential partition, a new concept that extends
the existing concepts of hard, probabilistic and fuzzy par-
titions. The approach is illustrated using a synthetic data
set. The automatic choice of the Gaussian kernel band-
width is also investigated.
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sible directement sous forme d’'une matrice de
similarite ou de dissimilaré (donrees relation-
nelles). Parmi les gthodes de classification au-
tomatique les plus populaires, on trouve l'al-
gorithme des c-moyennes flou [1] (FCM) pour
les donrees individus-variables et sa contre-
partie relationnelle RFCM [2]. Ces @thodes
conduisent une partition floue, I'appartenance
de chaque objeta chaque classé&tant ca-
raceérisge par une valeugelle dans I'intervalle
[0;1]. De nombreuses extensions au raledni-
tial de Bezdek ontte propoges, parmi les-
guelles l'algorithme possibiliste de Krishnapu-
ram et Keller [3] ou encore l'algorithme de
Noise Clustering (NC) de D&v[4] qui per-
mettent de dtecter des objets atypiques. Plus
recemment &t introduit un nouveau concept
de partition, la partition &dale, qui @réralise
les partitions possibilistes et floues. Deux al-
gorithmes, EVCLUS et ECM [5, 6, 7], ont
ett formuks pour inérer, le premiera par-
tir de donrees relationnelles, le secomrdpar-

tir de donrees individus-variables, ces parti-
tions cedales. Une autre voie d’a@tioration
du mockle de Bezdek aésice dans I'utilisation
de noyaux [8, 10, 9]. Cette approche revient



appliguer une transformation non &aire aux
donrées dans I'espace d'eatr, permettant par
la méme de étecter des classes de forme ar-
bitraire. Il est possible d’obtenir une versian
base de noyaux de tout algorithme qui peut se
formuler en termes de produits scalaires dans
I'espace initial. Nous montrons dans cet article
comment reformuler ECM pour travailler avec
des produits scalaires (fournissant donc une ver-
sion relationnelle de ECM appm RECM),
puis comment, en remplacant les produits sca-
laires par des fonctions noyaux, obtenir la ver-
sion KECM de l'algorithme original.

2 Rappels sur ECM
2.1 Partition crédale

La notion de partition @dale repose sur le
cadre tleorique des fonctions de croyance [11]
et sur linterpétation qu’en fait Smets dans
le mockle des croyances tragsébles [12].
On consi@ére un ensemble de classes) =
{w1, ws, ...,w.} etn objetsa classer. Nous pro-
posons de regsenter la connaissance partielle
gue nous avons sur I'appartenance d’'un objet
une des classes par une fonction de masse
de 2¢ dans|0, 1], verifiant}" , -, m(4) = 1.

Un sous-ensemblel recevant une masse non
nulle est appé& unélement focal den. L'igno-
rance totale est repsenge par une fonction de
masse vider(Q2) = 1). La quantié m(0) est
interpette comme la part de croyance dans le
fait que la classe de I'objet n’appartient pas
Q2. Cette repesentation de I'information permet
de rendre compte d’'une grande @ide situa-
tions comme lillustre 'exemple suivant.

EXAMPLE 1 Considrons un ensemble de=

5 individus etc = 3 classes. On suppose que
les masses étrivant la épartition des indivi-
dus dans les classes sont dees dans le ta-
bleau 1. La classe de l'individ@ est connue
avec certitude, alors que l'incertitude pour l'in-
dividu 4 est totale ; le cas de I'individu 3 corres-
ponda une situation de connaissance partielle
(notons quen; est une masse Bagienne car

lesélements focaux sont des singletons) ; enfin,
la massen;(()) = 1 indique que la classe I'in-
dividu 1 n’appartient pas 2 ('individu 1 est

un individu atypique).

Tableau 1 — Exemple de partitionéctale

0 1 0 0 0
{w1} 0 0 0.2 0
{ws} 0 1 0.4 0
{w1, wg} 0 0 0 0
w3 0 0 0.4 0
{wl, wg} 0 0 0 0
{wg, w;g} 0 0 0 0

Q 0 0 0 1

On cefinit unepartition credalecomme un n-
uplet M = (ms,...,m,) oU chaquem,; est
une fonction de masseetinie sur(). On re-
trouve comme cas particuliers de cette partition
crédale les patrtitions floues, possibilistes ou en-
core celle de Daw.

2.2 Lalgorithme ECM

ECM détermine, pour chaque objetles quan-
tlt'eSmU = ml(A]) (A] 7£ Q),Aj - Q) de telle
sorte quen,; soit faible (respélewvee) si la dis-
tanced;; entrei et I'element focald; est grande
(resp. faible). La distance entre un objet et tout
sous ensemble non vide Beest kfinie comme
suit : tout comme dans FCM, chaque clasgse
est repesengée par un centre, € R?; puis,
a chaque sous-ensemhig de €2, on associe
I'isobarycentrev; des repesentants des classes
formantA;. La distance entre I'objetet A; est
déefinie comme la distance Euclidienne ernite¢
V.
Pour ceterminer la partition &dale M =
(mq,...,m,) et la matriceV de taille (¢ x
p) des centres des classes, ECM minimise le
critere suivant :
> 2
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ol myy = m;((). Le critere utili€ est simi-
laire a celui de Dag. L'ensemble vide est as-
similé a une classe de bruit supgesa une
distance fixe) de chaque objet. Le paratne
0 est utili¢ pour contbler le taux d'objets
consicere comme atypiques. Le paratre 3
serta contbler la duregé de la partition. Les
coefficients ¢;) permettent la nalisation des
sous-ensembles de de forte cardinalé, I'ex-
posanta réglant le dedgr de @nalisation. Une
proccdure de minimisation altege du criere
est mise en oeuvre. On con&ré dans un pre-
mier temps qué” est fixe. Les conditions d’op-
timalité pour M sont les suivantes (voir pour
plus de @tails les eéferences [6] et [7]) :
B cj—a/(/@—l)di—j?/(ﬁ—l) -
N ZAk;é(i) C;a/(ﬁfl)d;lf/(ﬂfl) + §-2/(B-1)
Vi=1mn Vj/A; CQ A #0 (4)

mij

et

(5)

my = 1— Z m;  Vi=1,n.
A0

Dans un deuxime temps, on conside que)M
est fixe. La @termination dé” est un prok®me
d’optimisation non contraint. SoiX = (z;;)
la matrice d’entee de taille(n x p) telle que
quez;; repesente lej*"¢ attribut de I'objets.
En annulant lesé&livees partielles du cete par
rapport auxv;, on est amema resoudre pouV’
le syséme lireaire suivant :

HV =UX, (6)

ou H etU sont deux matrices de tailles respec-
tives (¢ x ¢) et(c x n), définies par :

Hy, = Z Z cj‘_mejsljskj k,l=1,c,

i AH#D
(7)
et
= Y iy 1=1e i=n
A;#0
(8)
avec ,
I — . 9
k3 {O sinon. ®)

Une partition cedale est une repsentation
riche qui porte beaucoup d’information sur les
donrées. Parmi plusieurs outils d’'integtation
propoges dans [7], une facon directe de
syntletiser cette information est de calculer la
partition crédale nette Pour cela, on affecte
chaque objet au sous-ensembleftiqui recoit

le plus de masse. D’autres outils sont pr@ms
dans [7], comme la conversion en partition floue
ou la cetermination d’estimations iéfieure et
superieure des classes. Signalons enfin la possi-
bilité de combiner plusieurs partitions issues de
diff érentes sources.

3 Formulation relationnelle d’'ECM
3.1 Principe

On suppose dans cette partie que les édesn
d’entrée consistent en une matrice = (4;;)

de dissimilaries entre les objets){, est sup-
pos étre égal a la distance euclidienne entre
les objetsi et j; bien que la valeur des at-
tributs des objets soit inconnue). Pour formu-
ler une version relationnelle d’ECM, on doit
exprimer leséquations de misea jour des
masses seulement en termes de distances ou, de
mankereéquivalente, en termes de produits sca-
laires entre lex;, puisque, en supposant sans
perte de @réralitt la configuration des objets
centée sur l'origine, la relation suivante existe :

(10)

7

X?Xi/ = %(52 + (51'/. — 5 — (5“'/),

avec); and¢ . définis, respectivement, comme :

1
J

(11)

et
(12)

1
5. = EZZ@Z.
J l

Notons que leg€quations (3) acessitent le cal-
cul de la distance Euclidienng; entre chaque
objet x; et le barycentre ass@a chaque en-
semble non vide4,; de (). Cette distance peut



facilement se calculer en termes de produits 3.2 Exemple

scalaires dans I'espace d’ezsy;, en effet :

C

1 1
Ay = (= 2D v (= = 3 sy)
k=1 I=1
=xix; — — Z SkjX Vg
7 k=1
1 C C
+ 5 (13)

t
SkjSI1jVEVi-
J k=1 I=1

Seuls les produits scalairegx; sont directe-
ment accessibles &cea I'équation (10). Il faut
donc pouvoir calculer les autres produits/;,
et viv;. Il se trouve qu’on peut lesédiuire de
I’ équation (6). Pour le montrer, on utilise dans
ce qui suit les notations suivantes : soi@int=
(w;) la matrice de taillgn x n) des produits
scalaires dex; (w;y = xixy), Q@ = (qu) la
matrice de taillg(c x ¢) des produits scalaires
entre lesvy (g = Vive) et R = (ry) la
matrice de taille(c x n) des produits scalaires
entre lesv,, et lesx; (ry; = vix;). Notons que
W =XX'R=VX"etQ = VV! En par-
tant de (6), les matrice® et R peuventétre
détermirées en deuktapes :

1. Détermination de R. En multipliant a
droite chaque @é de I'egali€ (6) parX?,
on obtient :

HR=UW, (14)

de telle sorte queR est obtenu par la
résolution du systme lireaire (14).

2. Détermination de Q. En multipliant a
droite chaque @té de I'egalié (6) parV?,
on voit que esta son tour solution du
systme lineaire suivant :

HQ =UR' (15)

Les matricesR et () étant calcudes, on en
déduit lesd,; et donc les masses,;. L'algo-
rithme RECM @&marre avec une initialisation
aleatoire del/, puis itere jusqua ce que la
norme de la diference entre les matricé$ ob-
tenues lors de deuxétations successives Soit
inférieurea un seuik.

Nous illustrons l'utilisation de RECM l'aide
d'une base de domes éelles, la base USPS
qui porte sur la reconnaissance déckiture
manuscrite de chiffres (http ://www.kernel-
machines.org/data.html). Cette base contient
9298 chiffres de @ 9. Chaque chiffre est doan
sous forme d’'une imagette en niveau de gris
de taille 16x 16. A des fins illustratives, nous
avons glectionre au hasard 25 repsentants
des classes “0”, “1” et “7”. Ces trois classes ont
ete retenues car elles p@skent une structure
assez claire dans I'espace, comme lillustre la
repesentation par positionnement multidimen-
sionnel (MDS) don&e en figure 1. En suivant
I'approche propose dans [13], un indice de dis-
similarite;; = 1—s,; aété calcué entre chaque
paire d'images (binarees) en utilisant le score
de Simpsors;; défini par :
a

A min(a + b,a +¢)’ (16)
ou a compte le nombre de pixetggauxa 1 dans
les deux images) le nombre de pixelg€gaux
a 0 dansi et 1 dans l'imagej, et ¢ le nombre
de pixelségauxa 1 dans l'image eta 0 dans
I'image ;. Les €sultats de RECM, obtenus avec
les valeurs ex@rimentales=3, « = 0.5, § =
1.5, 62 = 0.25, ¢ = 1073, sont pésengs sur les
figures 2a 5. On peut voir que les trois classes
naturelles sont bien reconsties. De plus, I'af-
fectation de certains chiffres des classes non
singletons permet deatiecter des repsentants
ambigus ou atypiques.

4 Une version noyau de ECM
4.1 Principe

Les approchesa base de noyaux sont deve-
nues populaires depuis plusieurs aes pour
resoudre des probines d’apprentissage super-
visé ou non. Plusieurs @thodes ont ainsi vu
le jour, comme lesé&parateurs vastes marges
(SVM) [14, 15], 'analyse en composantes prin-
cipalesa noyau [16] ou encore I'analyse dis-
criminante de Fishe noyau [17]. Toutes
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Figure 1 — Repgsentation par MDS du jeu de Figure 5 — Chiffres affeés a des sous-

donrees USPS. ensembles non singletons dans la partition
W H W v W & W credale nette.
W wm kW H M ¥ N
W W wn W N WM ou o est repesente la largeur de bande du
¥ noyau. Lidee centrale est que I'on peut cal-

culer le produit scalaire dang sans expli-
citement connidre la transformationy. Toute
méthode lireaire peut donctre transforrae
en une nethode non ligaire, pourvu que I'on
puisse I'exprimer uniqguement en termes de pro-
duits scalaires. Chaque fois qu’un produit sca-
laire est utili€ dans la rathode originelle, il
est remplaé par la fonction noyau. Une telle
approche a @&ja éte utiliste dans un contexte
non supervié [8, 10, 9]. Les ésultats obte-
nus montrent que des classes de formeéeari
peuvengétre cetecées. Nous @sentons dans ce
qui suit une versio base de noyaux pour l'al-

K(x,y) = o(x)'é(y). (17) gorithme ECM.

Figure 2 — Chiffres affeésa {w, } dans la par-
tition crédale nette.

ces néthodes se fondent sur la possikilide
convertir une réthode lirgaire en une &thode
non linéaire en utilisant une transformation im-
plicite ¢ de I'espace des doBrsX’ vers un es-
pace de dimension pluideee F. Le theoeme

de Mercer pose que, sous certaines conditions
impogesa un noyauk (x,y) dansX’, il existe
une fonctionp de X dans un espacg de taille
possiblement pluélege telle que :

Un noyau qui remplit les conditions estle noyau 4.2 KECM
gaussien :

_llx —y]? On consi@re une t_ransformatio@ deX C RP
K(x,y) = exp (—2) , (18) vers F C RY. Soit vf le centre de la classe

4 wi; dans I'espace induit pap et V¢ la ma-
trice formée en ligne par les centreﬁ. Pour
construire une version noyau d’ECM, on modi-
fie le critere de la margire suivante. On cherche
a minimiser :

Figure 3 — Chiffres affeésa {w,} dans la par- Z Z c?‘m?jdsz + Z §*mly, (19)
tition credale nette. i=1 {j/A;#0,A;CQ} i=1



sous les contraintes

>

{3/A; CQ,A;#0}

mi; +mp =1 Vi=1n, (20)

N . R y o1z
oud;; estladistance entre l'objéeet I'element
focal A; C Q dans I'espace induit paf :

2 ] —
452 o) — — > vl

J k=1
2 C
= o(x) ' p(xi) — = Y sid(xi)' Vi
S
1 C C ¢t ¢
+ 3 SkjSijVy Vi - (21)
€ =1 1=

Les paramtres dans (19) ont la@me significa-

tion qu'auparavant, sauf qui repésente main-
tenant la distance des objetda classe de bruit
dans I'espace transfom

La minimisation du criére est eali€e gacea
un processus d’optimisation alté&msimilairea
celui utilise pour ECM. Dans un premier temps,
on consi@re queV/ ¢ est fixe. Les2quations de
mise a jour pourM sont facilement obtenues
en cerivant le Lagrangien par rappat)M . Ce
sont les m@meséquations que pour ECM, en
remplacant;; pardf’j2 dans (3). Dans un second
temps,M est fixe. En annulant lesativées par-
tielles du criere par rapport aux centre%, on
obtient lesequations suivantes :

Zgb(xl) Z c?_lmfjslj =

A0
ZVZ)Z Z c?_Qm/fjsljskj l=1,c.
k i A0
(22)

Ceséquations peuvent se mettre sous la forme :

HV? =U®, (23)

ou ¢ désigne la matrice de taillex x ¢) dont
les lignes sont les imagegx;) des objets dans
I'espace induit. Notons que (23) est similaire
a (6). On suit ensuite I'approcheadkelopgee
au paragraphe prédent : soith¢ = (w?)

i’

et R = (r},) les matrices des produits sca-
laires dans I'espace transfoer{de taille(n xn)

et (¢ x n), respectivement) telles que?;,

o(x;) p(xi) et r,fl. = v,ftgb(xi); soit Q¢ =
(¢7.) la matrice de taillg(c x ¢) des produits
scalairesv? (g = v¢'v%). En utilisant ces
notations, on a les relations suivanteld’? =
PP, RY = VPt et Q¢ = V4V, En multi-
plianta droite (23) pad’, on obtient :

HR? =UW?. (24)

Appliguant I'astuce du noyau, nous remplagons
o(x;)'¢(x;) par une fonction noyak (x;, x;)
calcuke dans I'espace original, et nous trou-
vons R? en esolvant (24). Puis, en multipliant
a droite(23) pai/®’, on obtient :

HQ® = URY, (25)

qui peutétre ©solue pour trouve®?.
4.3 Exemple

On consi@re un jeu de dorées synthtique uti-
lisé par Girolami [8] pour @montrer I'efficacié
des néthodesa noyaux. Le jeu de do@es est
compog de 1129 points en dimension 2. Il 'y
a deux classes, chacune céstrsur I'origine.
L'une est est distribele de mardre gaussienne,
I'autre de margre uniforme autour d’'un anneau
de dianetre unié. Pour tester la robustesse de
KECM par rapport aux points aberrants, nous
avons ajou# 100 pointsechantillon@s suivant
une loi de Studer 5 deges de libe’ centee
en|[0; 0]*. Une partition cedale en deux classes
a éte recherche. Dans toutes les edpences,
nous avons fi& 3 a 2, ce qui est un choix usuel
pour les néthodes floues. Nous avons u#lisn
noyau gaussien. La largeur de bande du noyau
aété fixee empiriguemerd 2. Nous rapportons
ici le résultat de quelques e&pences lors des-
guelles nous avons fait variéret a. Les figures

6 et 7 montrent les partitionsé@uales nettes ob-
tenues aveexr = 1 etd? = 10 eta = 1 et

5% = 0.8. Dans chacun des casglément focal

(2 est plus gnali® que les singletons dans la



fonction objective, de telle sorte qu’aucun point
ne lui est affed. Lorsque’ est faible, une part
importante de masse est alemia I'ensemble
vide, ce qui permet deédecter des outliers. On
voit que dans les deux cas, les deux classes, non
linéairement gparables, onéte correctement
détecées. La figure 8 montre leésultats obte-
nus lorsque on fixe a 0. Dans ce cas, tous les
elements focaux, quelle que soit leur cardina-
lité, sont @nalies de la me margre. On ob-
serve que certains points, @8 la eriphérie

de la classe centrale, sont maintenant affeat

Q.

N

+

-1

+

Figure 6 — Donikes anneau; partition&dale
nette aved? = 10 eta = 1.

Un des prol®mes centraux desathodes base

de noyaux est laé&ection du paraetre qui
définit le noyau, comme la largeur de bande
dans le cas gaussien. Dans [6, 7], nous avions
propo® un criere de validié pour choisir le
nombre de classes. Il s'ake que ce critre
peut également guider le choix de, comme
nous l'illustrons ci-dessous. L&finition de ce
critere repose sur l'ige intuitive suivante : si

le choix dec et deo est correct, les centres
vont se placer sur des zones de forte dénsit
et la majeure partie de la masse sera @&
des singletons d@. Au contraire, si ces valeurs
sont mal choisies, on retrouvera une masse im-
portante sur degélements de cardinaditelevee

ou sur I'ensemble vide. Cagdéments amanent

a utiliser une mesure de nonésjificite, foncee

o~
x

-3

L
-3

Figure 7 — DonBes anneau; partitioné&xale
nette aved? = 0.8 eta = 1; les points af-
fectes a I'ensemble vide sont regsenés par
des cares.

sur celle de Klir [18], @finie par :

n

1

R m;(A) log, |A

N 1o8a(0) ?1[%529\@ (A)log, |A|
+m;(0) logy(c)]. (26)

Notons qued < N* < 1. Cette mesure tend
a étre faible lorsque la masse est abeua
peu delements focaux de faible cardin&litCet
indice doitétre minimi€. Son application est
illustrée sur le jeu de domes anneau. KECM
a éte applige avece = 2, a = 1, 8 = 2, et
5% = 10 pour plusieurs valeurs. Les ©€sultats
sont pésenés sur la figure 9. Il y a un mini-
mum clair poursc = 2, valeur retenue lors des
experiences @senées peccdemment.

5 Conclusion

Nous avons prop@sdans cet article une nou-
velle methode de classification automatique,
KECM, reposant sur le cadre ébriqgue des
fonctions de croyance. Il s’agit d'une version
a base de noyaux de l'algorithme ECM per-
mettant d’extraire une partition @dalea par-

tir de donrees individu-variables. Gcea I'in-
troduction d’'un noyau, des classes de forme
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Figure 8 — DonBes anneau; partitioné&xale
nette aved? = 0.8 eta = 0; les points affeds
af) sont repesengés par des triangles.

0.235
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0.215
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0.205

Figure 9 — Donges anneau; indice de non
specificite de la partition en fonction de la lar-

geur de bande du noyau.

arbitraire peuventétre dtermirees, comme
I'illustre 'exemple de l'anneau. La grande ri-
chesse et la grande flexibditde la partition
credale permet une analyse approfondie des
donrées et une certaine robustesse par rap-
port a des donees atypiques. De plus, comme

étape interradiaire, nous avons proposin al-

gorithme intitue RECM dedié a I'analyse de

donrees relationnelles.
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