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Expérience aléatoire

@ On appelle expérience aléatoire une expérience qui,
répétée plusieurs fois dans des conditions opératoires
identiques, produit des résultats qui peuvent étre différents.

@ Les exemples classiques sont issus des jeux de hasard :
lancer d’'un ou plusieurs dés, tirage dans une urne, etc.
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Modélisation

@ Mathématiquement, la notion d’expérience aléatoire £ se
formalise en définissant :

@ un ensemble fondamental Q définissant I'ensemble des
résultats possibles de &, appelés événements
élémentaires;;

@ un ensemble A de parties de Q (événements), clos par
complémentation et union dénombrable (tribu ou
o-algebre) ;

© une fonction P : A — [0, 1], appelée mesure ou distribution
de probabilité, qui a tout événement A associe un nombre
IP(A) appelé probabilité de cet événement.

- ptc

Compiégne.



Espace probabilisé
[e]e] o]

Probabilité

Définition

e P(Q)=1;

@ Pour toute famille (A;);c/ finie ou dénombrable
d’événements deux a deux disjoints (A; N A; =0, Vi,j € I),

P (U A,-> => P(A)

i€l iel
(additivité).

@ La structure (22, .4) est appelée espace probabilisable, et
(2, A, P) espace probabilisé.
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Probabilité

Interprétation

@ P(A) s’interpréte comme la limite de la fréequence de
réalisation de I'événement A, lorsque le nombre n de
répétitions de I'expérience aléatoire tend vers l'infini :

n, étant le nombre de réalisations de I'événement A
obtenu au cours de n répétitions de €.
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Définition

@ On appelle variable aléatoire (réelle) une grandeur
numérique dont la valeur est fonction du résultat d’une
expérience aléatoire.

X(w)
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Loi de probabilité

@ Soit B un intervalle de R. On peut définir la probabilité que
la v.a. X prenne sa valeur dans B comme

Px(B) = P({w € 2| X(w) € B}) = P(X~(B)),

(On suppose que X~ 1(B) € A pour tout B).

@ La donnée de Px(B) pour tout intervalle B définit la loi (c&utC
distribution) de probabilité de X.
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Fonction de répartition

@ Pour décrire complétement Py, il suffit de donner la
fonction de répartition de X

Fx: R—[0,1]
X = Px(] = 00,x]),

ce que 'on note Fx(x) = P(X < x).
@ Propriétés suivantes :

@ croissance;
@ continuité a droite : lim._,0 >0 Fx(X + €) = Fx(x);
© conditions aux limites :

limy— o Fx(x) =0, limy_ 00 Fx(x) = 1.
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Fonction de probabilité (v.a. discrete)

@ Une loi de probabilité peut également étre définie par la
fonction qui a chaque élément de Vx associe sa probabilité
(loi discréte), ou par un équivalent dans le cas continu.

@ Soit X une v.a. discréte. On appelle fonction de probabilité
de X la fonction :
px: R—[0,1]
x = Px({x}).

@ Propriétés :

VBEB( ) ]PX ZPX

xeB

Z ,Ox(X Vx) =1.

utc
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Fonction de densité de probabilité (v.a. continue)

@ Dans le cas continu, la notion de fonction de densité de
probabilité remplace celle de fonction de probabilité.

@ Une v.a. continue X est dite absolument continue s’il existe
une fonction fx : R — R, (densité) t.q.

VBGB( s Px /fx t)dt

@ Propriétés :

“+o00 X
/ fe(f)at = Px(R) =1 et  Fy(x) = / fe(1)alt.
@ La quantité fx(x) n’est pas une probabilité. C’est I'intégrale

de fx sur une intervalle qui est une probabilité. Sutc
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Loi de Bernoulli

@ Soit une expérience aléatoire £, et A un événement
associé a &, de probabilité p.
@ Soit X la fonction indicatrice de A, définie pour tout w € Q

par :
1 weA

X(w) = { 0 sinon.
@ Fonction de probabilité :
px(1) =P(A)=p, px(0)=P(A)=1-p

@ Par définition, on dit que X suit une loi de Bernoulli de
paramétre p, ce que I'on note X ~ B(p).
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Loi binomiale

@ Supposons que I'on répete n fois I'expérience précédente,
de maniéere indépendante. On définit n v.a. de Bernoulli
Xi~B(p),i=1,...,n.

@ Le nombre de réalisations de I'événement A est
n
Y=> X
i=1

@ Par définition, Y ~ B(n, p). Le domaine de définition est
Vx = {0,...,”}.
@ Fonction de probabilité de Y :
py(y) =Cpp’(1 = p)", Vye{0,....n}.
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Loi binomiale en R

@ Fonction de probabilité : dbinom (x, size, prob).
@ Fonction de répartition : pbinom (g, size, prob).
x<-=0:20
plot (x,dbinom(x, size=20, prob=0.6),type="h")

9
s w |
3
3 g
] 2 o
a o & o
g 5 8
@ o« |
k-3 £ o
H H
5 g 2
58 z
o
‘ ‘ |
8 | \‘ ‘\ o | \“
§ 3
0 5 10 15 20 o 5 10 15 20
« <= utc

Compiégne.



Exemples
[e]e] le]e]

Loi normale

@ La loi normale N (u, o) est définie par la fonction de
densité de probabilité :

() = = oxp [—; (X . ”)2] ,

JA —‘2 (‘7 ; J: ; - utc
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Loi normale
Fonction de répartition

@ La fonction de répartition correspondante n’a pas
d’expression analytique.

@ On I'exprime communément a l'aide de la fonction ¢
(fonction de répartition de la loi N'(0, 1), appelée loi
normale centrée-réduite) :

X ~ N(p,0%) < Fx(x)=¢ <Tl> ,Vx € R.

@ Propriété : ¢(—x) = 1 — ¢(x) pour tout x € R.
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Loi normale en R

@ Fonction de probabilité : dnorm (x, mean, sd).
@ Fonction de répartition : pnorm (g, mean, sd).

x<-seq(-3,5,0.1)
plot (x,dbinom(x, mean=1, sd=1),type="1")

3 BB
@
o °
24
3 B o |
W W
§ S H
£ 3
X % =4
E g s
5 5
5 &
°7 o
o
o | o
3 3
T T T T T T T T
2 o 2 4 2 0 2 4

- ptc

Compiégne.



Résumés numériques
[ leJele]e]

Espérance mathématique

Définition

@ Lespérance (mathématique) d’'une variable aléatoire réelle
représente la « valeur moyenne »prise par cette variable
aléatoire.

@ Définition :
) xpx(x) si X estune v.a. discréte,
E(X) — xeVy

/xfx(x)dx si X est une v.a. continue
R

si ces quantités existent.
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Espérance mathématique

Propriétés

@ Sile graphe de la fonction de densité est symétrique par
rapport a une valeur a (c’est-a-dire si fx(a — x) = fx(a + x)
pour tout x), alors E(X) = a.

@ Propriétés :

@ Va,B e R, E(aX + ) = oE(X) + 3.
@ Soit X une v.a. et ¢ une fonction R — R.On a:

/(p(X)fx(X)dX si X est une v.a. continue,
R

E(p(X)) = > @e(x)px(x) si X estune v.a. discréte.

xX€ Vyx
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Variance

Définition

@ C’est une mesure de dispersion de la v.a. autour de son
espérance :

Var(X) = E [(x CE(X))?

@ Laracine carrée de la variance est appelée écart-type de
la v.a. X et notée o.
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Variance

Propriétés

@ Var(X) = E(X?) — (E(X))?.
@ Vo, B € R, Var(aX + ) = a®Var(X).
@ Inégalité de Bienayme-Tchebycheff :

P(IX — E(X)| > £) < — Var(X).

1
22
(Plus la variance est petite, plus faible est la probabilité

que X s’écarte de son espérance d’une valeur donnée.)
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Fractile

@ Soit X une v.a. continue de fonction de répartition Fy.

@ Pour tout a €]0, 1], on appelle fractile (quantile) d’ordre «
de X la quantité
Xo = F)?1(04).

@ On a donc, par définition, Fx(x,) = a, ou encore
[ fx(x)dx = a.

X

X
o«

@ Fractiles de la loi normaleen R :

gnorm (p, mean = 0, sd = 1).
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