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1 IntroductionLa classi�cation automatique et la discrimination sont deux domaines voi-sins qui entretiennent des liens tr�es �etroits. Rappelons que la discrimination, ouclassi�cation en mode supervis�e, a pour objectif de d�eterminer une fonction ded�ecision permettant d'a�ecter, �a partir d'un ensemble d'apprentissage, des indi-vidus �a des classes connues. En revanche, la classi�cation automatique, encoreappel�ee classi�cation en mode non supervis�e, cherche �a mettre en �evidence unestructure de classes dans un ensemble de donn�ees initialement non �etiquet�ees.La discrimination �etant un domaine largement �etudi�e, en particulier d'unpoint de vue statistique, il est int�eressant de pouvoir d�eduire une m�ethode declassi�cation d'une m�ethode de discrimination. Une approche, tr�es naturellemais peu utilis�ee, consiste �a chercher une partition stable vis �a vis d'une fonc-tion de d�ecision F , c'est-�a-dire une partition telle que la classe de chaque in-dividu ne change pas lorsqu'on lui applique la fonction F . Un exemple bienconnnu d'application de cette d�emarche dans un cadre param�etrique est la m�e-thode de classi�cation des centres mobiles, qui correspond �a la discriminationlin�eaire habituelle. Un int�erêt suppl�ementaire de cette approche est la possi-bilit�e de prendre en compte de fa�con simple des situations hybrides mais tr�escourantes (McLachlan, 1992) dans lesquelles les 2 probl�emes de classi�cation etde discrimination existent.Nous pr�esentons dans ce travail un algorithme original de classi�cation au-tomatique d�e�ni en utilisant la d�emarche pr�ec�edente �a partir d'une m�ethode dediscrimination non-param�etrique.2 M�ethode de discrimination non param�etriqueOn consid�ere que l'on dispose d'un ensemble X de n individus x1; : : : ;xnde Rd rang�es dans M classes fP1; : : : ; PMg et on cherche �a classer un nouvelindividu x. Pour ceci, on applique la r�egle optimale de Bayes en maximisant laprobabilit�e a posteriori (on consid�ere ici que les coûts d'a�ectation sont 0 ou1 suivant que l'a�ectation est correcte ou non). Les distributions fq de chaqueclasse �etant inconnues, on les estime par une m�ethode classique d'estimationnon param�etrique des fonctions de densit�e : la m�ethode des noyaux. On obtientalors f̂q(x) = 1nq Py2Pq K(x � y) o�u nq est la taille de la classe Pq et K unefonction noyau, c'est-�a-dire une fonction de densit�e sur Rd.En estimant les probabilit�es a priori des classes par leurs proportions dansl'ensemble d'apprentissage, les estimations des probabilit�es a posteriori d'appar-tenance de x aux classes q sontp̂(Pq=x) = p̂(Pq)f̂q(x)f(x) = nqn 1nq Py2Pq K(x � y)f(x) = Py2Pq K(x � y)nf(x) :avec f(x) = PMr=1 p̂(Pr)f̂r(x). La fonction de classement se d�e�nit alors demani�ere simple : l'individu x est rang�e dans la classe q qui maximise la quantit�ePy2Pq K(x � y). 2



3 L'algorithme de classi�cation NPCLUSOn consid�ere toujours l'ensemble X de n individus x1; : : : ;xn de Rd, maiscette fois c'est la partition suppos�ee inconnue qui est recherch�ee. On supposeraen outre que le nombre de classes est �x�e �a M .3.1 DescriptionL'application du principe de recherche d'une partition stable vis �a vis de l'al-gorithme de discrimination que nous avons rappel�e dans le paragraphe pr�ec�edentnous conduit �a proposer l'algorithme suivant.Il s'agit d'un algorithme it�eratif construisant une suite de partitions P 0, P 1,: : :, P l d�e�nie par une partition initiale al�eatoire P0 et la fonction de r�ecurrenceP i+1 = '(P i) o�u ' est la proc�edure suivante :{ tirage au hasard d'un ordre sur X ;{ examen dans cet ordre de chaque individu x et rangement dans la classeq qui maximisePy2Pq;y 6=xK(x � y):3.2 �Etude de la convergenceNotre d�emonstration de la convergence de l'algorithme pr�ec�edent s'inspired'une analogie formelle avec le mod�ele connexionniste introduit par Hop�eld(Hop�eld, 1982). Ce mod�ele consiste en un r�eseau totalement interconnect�e deneurones �a �etats binaires. A chaque pas de temps, un neurone i est choisi al�ea-toirement et son �etat Vi est r�e�evalu�e en fonction des �etats des autres neuronesselon la r�egle suivante :Vi  1 si Pj 6=iWijVj > 0Vi  0 sinonW �etant la matrice des poids des connexions suppos�ee sym�etrique. On montreque chaque changement d'�etat d'un neurone fait d�ecrô�tre la fonction d'�ener-gie E = �12Pi6=j WijViVj . Dans la proc�edure de discrimination �evoqu�ee auparagraphe pr�ec�edent, les vecteurs d'apprentissage peuvent être assimil�es auxneurones du mod�ele de Hop�eld, le poids de la connexion entre les vecteurs x ety �etant K(x � y). La principale di��erence r�eside dans le fait qu'il y a mainte-nant en chaque n�ud du r�eseau M �etats possibles correspondant auxM classes.Avec nos notations, la fonction d'�energie se g�en�eralise de la mani�ere suivante :E(P ) = �12Xx;y K(x � y) < V(x);V(y) >= �12 MXq=1 Xx2Pq Xy2PqK(x � y) (1)o�u < �; � > d�esigne le produit scalaire, et V(x) est un vecteur �a M composantestel que Vq(x) = 1 si x 2 Pq, et Vq(x) = 0 sinon. Il s'agit maintenant de montrerqu'�a chaque �etape de l'algorithme une modi�cation de la partition correspondn�ecessairement �a une diminution du crit�ere. Pour cela, supposons que l'individux passe de la classe q �a la classe p. La variation du crit�ere est :�E = � Xy2Pp;y 6=xK(x � y) + Xy2Pq;y 6=xK(x � y)3



o�u Pp et Pq sont les classes p et q avant la modi�cation.Puisque x est pass�e de la classe q �a la classe p, on aXy2Pp;y 6=xK(x� y) < Xy2Pq;y 6=xK(x � y)et donc �E < 0, ce qui d�emontre la stationnarit�e de la suite (P l) d�e�nie parl'algorithme.4 Lien avec la vraisemblance classi�anteEn classi�cation automatique, l'approche par mod�ele de m�elange permetd'analyser de mani�ere pr�ecise et d'interpr�eter d'un point de vue statistique cer-tains crit�eres m�etriques (trace ou d�eterminant de la matrice d'inertie intra-classe, etc.) dont les di��erentes variantes n'�etaient pas toujours tr�es claires dansles approches purement g�eom�etriques. Elle permet en outre de se donner uncadre pr�ecis pour traiter des probl�emes comme le nombre de classes, l'existenced'une structure de classi�cation ou encore la validation des partitions obtenues.Dans cette perspective, une des approches les plus fructueuses s'appuie sur lamaximisation de la vraisemblance classi�ante. Avant d'�etudier les liens entrecette approche et l'algorithme NPCLUS, nous allons tout d'abord rappeler lad�e�nition de la vraisemblance classi�ante.4.1 Vraisemblance classi�anteLa vraisemblance classi�ante se d�e�nit �a partir de la notion de m�elange delois de probabilit�es (Titterington, 1985 ; McLachlan, 1988). Ayant un ensemblede n individus x1; : : : ;xn d�ecrits par d variables, c'est-�a-dire un �echantillon detaille n dans Rd, le mod�ele de m�elange correspond �a l'hypoth�ese que la popu-lation de r�ef�erence est form�ee de M sous-populations P1; : : : ; PM de densit�esfq(x) avec des proportions p1; : : : ; pM (pq 2]0; 1[ et PMq=1 pq = 1). Les n indi-vidus constituent donc un �echantillon x1; : : : ;xn de r�ealisations ind�ependantesd'un vecteur al�eatoire X de Rd de densit�ef(x; �) = MXq=1 pqfq(x)o�u fq appartient �a une famille de densit�es sur Rd et � = (p1; : : : ; pM ; f1; : : : ; fM).Le probl�eme est alors de d�eterminer �, c'est-�a-dire les proportions et lesfonctions de densit�e, ce qui revient souvent �a la recherche des param�etres de cesfonctions. L'algorithmeEM fournit en g�en�eral une bonne solution �a ce probl�eme.En classi�cation automatique, on cherche non seulement les fonctions f1,: : :, fq et les proportions p1; : : : ; pM , mais aussi et surtout la partition P . Diverssolutions sont envisageables. Il est possible, par exemple, apr�es avoir r�esolu leprobl�eme pr�ec�edent, d'a�ecter les individus aux classes suivant les probabilit�esa posteriori estim�ees �a partir des f1; : : : ; fM et des proportions p1; : : : ; pq.Une autre approche (Symons, 1981 ; Celeux, 1995) consiste �a ajouter commeparam�etre suppl�ementaire �a estimer la partition P elle-même. La vraisemblance4



est alors appel�ee vraisemblance classi�ante et son logarithme est d�e�ni de lamani�ere suivante : LC(P; �) = MXq=1 Xx2Pq ln pqfq(x):Le probl�eme de la classi�cation automatique est alors la recherche simultan�eede la partition P et de � maximisant la vraisemblance classi�ante.4.2 Relation entre les crit�eres E et LCSi on associe �a chaque classe q, comme fonction de densit�e, l'estimationobtenue par la m�ethode des noyaux 1nq Py2Pq K(x � y), on obtientLC(P; �) = MXq=1 Xx2Pq lnpqfq(x) = MXq=1 Xx2Pq ln(Xy2PqK(x � y))� n lnnCette expression est, au signe pr�es, formellement assez proche du crit�ere E(P )pr�ec�edent (�Equation 1). Une relation approximative entre les deux crit�eres peutêtre mise en �evidence par le raisonnement suivant. Posons Sq(x) =Py2Pq K(x�y). On a doncE = �12 MXq=1 Xx2Pq Sq(x) et LC = MXq=1 Xx2Pq lnSq(x) � n lnn:Soit S la moyenne des Sq(x) : S = 1nPMq=1Px2Pq Sq(x). On a �evidemmentE = �nS2 . Par ailleurs, en faisant un d�eveloppement limit�e au premier ordre delnSq(x) au voisinage de S, on obtient :lnSq(x) � lnS + Sq(x)S � 1En rempla�cant lnSq(x) par son approximation dans l'expression de LC , il vient :LC � MXq=1 Xx2Pq �lnS + Sq(x)S � 1�� n lnn = n ln Sn = n ln �2En2Cette relation approximative entre les deux crit�eres s'av�ere exp�erimentalementbien v�eri��ee (cf. infra) et permet d'interpr�eter l'algorithme NPCLUS commeune m�ethode approch�ee de maximisation de la vraisemblance classi�ante.5 Un exemple5.1 Impl�ementation de l'algorithmeLe noyau retenu est le noyau gaussien : il est d�e�ni de la fa�con suivanteK(x� y) = 1(2�h2) d2 expf� 12h2kx� yk2g5



o�u k � k est la norme euclidienne et h un param�etre de lissage pouvant êtred�etermin�e automatiquement �a partir des donn�ees selon la m�ethode propos�eepar Duin (Duin, 1976). La partition initiale peut être choisie arbitrairement.A�n d'�eviter de �xer un nombre de classes a priori, il est possible de choisirinitialement autant de classes que d'individus dans l'ensemble d'apprentissage,chaque classe �etant compos�ee d'un seul individu.5.2 SimulationsA�n d'illustrer le comportement de l'algorithme sur un exemple simple, nousconsid�erons un �echantillon de taille 100 compos�e de trois classes gaussiennes bi-dimensionnelles (Figure 1a). La Figure 1b montre un exemple de partition ob-tenue. On constate que l'algorithme trouve pour cet exemple le bon nombre declasses, et produit une partition correcte bien que les classes ne soient pas tr�ess�epar�ees. Nous avons pu constater une grande stabilit�e de ce r�esultat au coursd'un grand nombre d'ex�ecutions de l'algorithme. L'�evolution des deux crit�eresE et LC , ainsi que de l'approximation ~LC = n ln �2En2 est repr�esent�ee sur laFigure 2. Conform�ement aux calculs expos�es pr�ec�edemment, on remarque quele crit�ere de vraisemblance classi�ante tend �a augmenter au cours de l'appren-tissage, de même que son approximation en fonction du crit�ere E.6 ConclusionUn nouvel algorithme non param�etrique de classi�cation automatique a �et�epropos�e. Cet algorithme, dont la convergence a �et�e d�emontr�ee, repose sur le prin-cipe de l'estimation des densit�es de probabilit�e des classes par la m�ethode desnoyaux, et peut être interpr�et�e comme une m�ethode approch�ee de maximisationde la vraisemblance classi�ante, dans le cas non param�etrique. Un avantage dela m�ethode r�eside dans sa simplicit�e de mise en �uvre. En e�et, le param�etre delissage h associ�e aux fonctions noyaux peut être �x�e automatiquement par unem�ethode de maximum de vraisemblance (Duin, 1976), et le nombre de classesde la partition initiale peut être pris �egal au nombre d'individus : le nombrede classes n'a donc pas �a être �x�e �a l'avance, �a l'encontre de la plupart desm�ethodes de classi�cation automatique. De nombreuses simulations r�ealis�eessur di��erents jeux de donn�ees semblent montrer un bon comportement de lam�ethode lorsque les classes sont relativement bien s�epar�ees. Une comparaisonsyst�ematique avec d'autres proc�edures de classi�cation telles que l'algorithmeCEM reste �a e�ectuer.R�ef�erences[1] G. CELEUX et G. GOVAERT. Gaussian parsimonious clustering models.Pattern Recognition, 28(5):781{793, 1995.[2] R. P. DUIN. On the choice of smoothing parameters for Parzen estimators ofprobability density functions. IEEE Transactions on Computers, C-25:1175{1179, 1976. 6
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Fig. 1 - Ensemble d'apprentissage (a) et partition obtenue (b). (Learning set(a) and obtained partition (b).)
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Fig. 2 - �Evolution au cours d'une ex�ecution de l'algorithme des crit�eres E, LCet ~LC = n ln �2En2 . (Evolution of criteria E, LC et ~LC = n ln �2En2 during oneexecution of the algorithm.) 8


