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Résune :

L'ordonnancement d'alternatives est un peahke
d’apprentissage dont le but est de relier des instances
a un ordre total dfini sur un ensemble d'alternatives
possibles. Nous abordons ce prbke dans le cadre de
la theorie des fonctions de croyance. Une approche de
décomposition en paires degferences sur les alterna-
tives est adoje. Pour chaque paire d'alternatives, on
construit un classifieur binaividentiel. Ensuitea par-
tir des informations fournies par les classifieurs binaires
deux néthodes, I'une de vote, I'autre Essur le maxi-
mum de plausibili& d’'une permutation, permettent d’ob-
tenir un ordre total des alternatives pour chaque instance.
Ces deux rathodes sont compaes sur plusieurs jeux de
donrees.
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Abstract:

Label ranking is a learning task where the goal is to
map instances to a linear order on a finite set of predefi-
ned labels. This problem is tackled in the framework of
belief functions theory. A pairwise preference decompo-
sition is used. For each pair of labels, an evidential binary
classifier is built. Then, using informations provided by
the classifiers, two methods for derving a total order on
the labels for each instance are proposed. The first is a
simple voting scheme. The second one looks for the per-
mutation of the labels with maximum plausibility. These
methods are compared using various data sets.
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label ranking, belief functions theory, pairwise prefe-
rences, evidential classifier.

1 Introduction

Le probEme de lbrdonnancement d’alterna-

tivessuscite un irgrét croissant dans la commu-
naug d’apprentissage statistique. Il s’agit d’ap-
prendre,a partir d’exemples, une application

associant des instancesdécrites par des ca-
raceristiqgues dans un espace d'@rdR’ a un
ordre total sur un espace fini de labels (ou d’al-
ternatives)C = {\;, \a, ..., A, }. Par exemplea
partir du profil d’'un consommateur, on cherche
a piedire ses @ferences en termes de marques
de voiture (comme illusé& Figure 1), de destina-
tion de vacances, etc... Le prebie de I'ordon-
nancement d’alternatives peétre vu comme
une extension du probime conventionnel de
discrimination @ I'on ne cherche pdire que

le label de premier rang. Ce pr@ohe entretient
des liens avec d’autres champs de I'apprentis-
sage statistigue comme la classification multila-
bels [7, 15], laeégression ordinale [11, 4] ou en-
core I'ordonnancement d’'instancesi(ib s’agit
cette fois d’ordonner les instances ellegmes)

[2, 3, 8]. Les domaines d’application potentiels
de I'ordonnancement d’alternatives sont nhom-
breux, par exemple la dgagorisation de textes,
ou encore les sy8imes de recommandation.

Beaucoup d’approches permettant |'ordon-
nancement d’alternatives orétt propoges
recemment dans la ld@tature. Laclassification
sous contrainte$10] consistea apprendre des
fonctions de score asséeisa chaque alterna-
tive de telle sorte que I'ordre obsénsur les
scores respecte autant que possible I'ordre sur
les alternatives. Les fonctions scores sont des
fonctions lireaires oua noyaux. Elles peuvent
étre cetermirees par des approches du type



Tableau 1 — Le prokime de I'ordonnancement d’alternatives

Prenom| Age | Profession Résidence Preferences
Paul 46 | Chercheur| Pierrefonds| Volvo - BMW - Citroen
Harry | 49 | Ingénieur | Compiegne| BMW > Citroen- Volvo
Mylene| 23 MdC Beauvais || Citroen> BMW > \olvo
Paulette] 67 | Retraite Trosly ?

separateursa vaste marge. Dansapproche

a base de cagl], I'id ée est de @duire un
ordre totala partir des ordres totaux assemi
aux voisins de l'instance dans I'espace d’éstr
gracea une fonction d’agrgation. Nous nous
sommes insp@s d’'une autre approche, dite
préference par paireq9, 12]. Elle peconise
d’apprendre, pour chaque couple d’alternatives
(¢,7), un mockle binaire M;; permettant de
prédire si)\; est peferé ou nore);. Elle conduit

a la solution den(m — 1)/2 probleme de dis-
crimination binaires. Un ordre total sur les al-
ternatives s’obtient ensuite par un ®yse assi-
milablea un vote.

Dans cet artl_cle, nous adoptons cette ap- compkte correspond m(9)
proche par paires en la plagant dans le cadre

théorique des fonctions de croyance. Dans
ce qui suit, nous commencons par quelques
brefs rappels sur la &orie des fonctions
de croyance. Ensuite, &w avoir évoqle la
méthode de m@férence par paires deier-
meier, nous [@sentons la madisation pro-
pose. Le paragraphe 5 expose quelques
resultats ex@rimentaux. Enfin le paragraphe 6
conclut cet article.

2 Quelguesélements de la tleorie
des fonctions de croyance

La théorie de lévidence de Dempster Shafer
(ou theorie des fonctions de croyance) [13], est
un cadre alternatid celui des probabilts pour

raisonner avec des informations partielles et in-

certaines. Nous donnons dans ce paragraphe les

principaux concepts utilead la compéehension
de l'article.

On consigére une variable prenant ses valeurs

dans un ensemble fifi2 appeé cadre de dis-
cernement. La connaissance partielle qualat

valeur prise paw peutétre repesenée par une
fonction de masse, [13, 14]étinie comme une
fonctionm de2 dans|0, 1], vérifiant :

> m(A)=1.

ACQ

(1)

Les sous-ensemblesde(2 tels quem(A) > 0
sont appdds deslements focause m. Chaque
element focalA represente un ensemble pos-
sible de valeurs pous, et la quant&m(A) peut
étre interpétte comme la mesure de croyance
exactement alloee a w € A. Lignorance

1 (fonction
de masse vide), alors qu’une connaissance par-
faite sur la valeur dev est repesenée par
I'allocation de la totalé de la mass& un
unique singleton d€ (m est alors appék une
masse certaine Une fonction de masse peut
étre repesente de marireéquivalente par une
fonction de cedibilité bel, une fonction de plau-
sibilité pl, et une fonction de common&li
définies, respectivement, par :

bellA) £ Y~ m(B) VACQ, (2)
P#ABCA

pliA) 2 Y m(B) VACQ, (3
BNA#D

q(4) £ > m(B) VACQ (4)

Deux masses:; etm, induites par deux corpus
d’évidence suf) peuventétre combiges par la
regle de combinaison conjonctive. La fonction



de masseésultanten; (@)m, est donge par :

(m1@m2)(A) £

> mi(B)ma(C) VACQ.
BNC=A
(5)

Cette Bgle conjonctive transfe le produit des
massesn; (B) etmy(C') al'intersection de3 et
C'. Elle peut aussi s’exprimex I'aide des com-
monaliés de margre tes simple :

(4,@0%)(A) = q,(A)d,(A) (6)

ou g, (A) et g,(A) repesentent, respectivement,
les commonalés asso&esam,; etams.

VA CQ,

Enfin, il faut noter que la torie des fonc-
tions de croyance permet de travailler sur des
cadres de discernement dont la granudagst
differente. Soient deux cadr@set() et une ap-
plicationp : 2° — 2% telle que :
1. 'ensemble{p({0}),0 € ©} C 2% est une
partition def? ;

2. pour chaquel C ©, p(A) = Ugeop({6}).

L'application p est alors appék raffinement de
O vers ) ; par extension() est appe# un raffi-
nement de9, et© un grossissement de [13].
Lorsque I'on souhaire combiner des informa-
tions exprings sur des grossissement @itints
de €, il faut, avant la combinaison, les rame-
ner sur le mme cadre de discernement. Pour
transkrer une masse®(.) d'un grossissement
O vers(), on utilise I'operation d’extension vide
[13] définie comme pour touB C 2 par :

(7)

3 Meéthode de dcomposition par
paires de Hillermeier et al.

Le probEme est d’apprendre une application
qui associea chaque instance un ordre
total =, sur l'ensemble de labelsC
{A1, A2, ..., A }. Un ordre total>-, sur £ peut
étre repesené de margre équivalente par
une permutationr, de I'ensemble des entiers
{1,2,...,m} de telle sorte que\;, ~x \; <

Tx(1) < 7x(7) (la valeurr, (i) repesente le rang
de)\; dans les pEférences d&). Pour apprendre
la fonction d’ordonnancement, on dispose d’un
ensemble d’apprentissage, c’'asire d’'un en-
semble de couples :

D = {(x1,71), ., (Xn, Tn) }-

L'approche propase par Hillermeier et al.
[12] consistea apprendre un classifieur binaire
pour chaque couple d’alternatives, j) tels
que: < j. Chaque classifieuM;; est en-
trainé a repondre 1 si\; > A; et O dans le
cas contraire. Les sorties de chaque classifieur
ne sont pas obligatoirement binaires mais plus
géreralement comprises dans l'intervalle [0;1].
La construction de ces(m — 1)/2 classifieurs
permeta Hillermeier de construire une relation
floue de peférenceR, assodeea chaque enée

X!

SN Mij(X) Sii < 7,
(i, ) = { 1 — M,;;(x) sinon.
L'ordre total est obtenu simplement en triant les
scoresSy (i) calcuks pour chague alternative
de la mangre suivante :

Sx(i) = Z Ry (i, j).

J#i

(8)

Méme si la marire d'ordonner les alterna-
tives semble relativement simpliste, les auteurs
montrent de ma®ire ineressante que si les
classifieurs binaires fournissent des estimations
exactes de la probabgitque); >~ \;, alors la
procdure propose minimise un risque calaul

a partir du coefficient de carlation de rang de
Spearman.

4 Ordonnancement d’alternatives
dans le cadre des fonctions de
croyance

4.1 Modele
Soit P,, 'ensemble de toutes les permutations

possibles d€ 1,2, ...,m}. Pour chaque couple
(1, 7), on choisit d’utiliser un classifieur binaire



évidentiel permettant deedider pour une eréte

x donrée si l'alternative)\; est péferée ou non

a l'alternative);. En réalite, chaque classifieur
binaire travaille sur un grossissement particulier
®ij der .

Oy = {035, 0:3},
ol1 6;; etd;; désigne des sous-ensembles de per-

mutations @finis de la mamre suivante :

Oij = {1 € Pun/7(0) <7(j)},

et
05 = {7 € Pn/7(i) > 7(4)}-
On suppose que chaque classifi@widentiel

fournit, pour chaque erée x, la fonction de
masse suivante :

mOu (0,;/%) = ai
m®i (0;;/x) = By
mgij (@Z]/X) = ]_ — Oéij — ﬂl]

(9)

L'intérét du classifieuévidentiel est qu'il peut
fournir desélements de preuve en faveur de
I'une ou l'autre des alternatives mais qu'il per-
met aussi d’exprimer le doute.

A partir des masses, on ebdlit facilement les
plausibilitts suivantes :

{ pI®4 (0;;/x) =1 — By,

pI% (0,5/x) = 1 — a. (10)
Notons que, de par la structure partiené de

la fonction de masse, ces valeurs correspondent ®417n (7 /x) =

aussi aux commonadis. Ainsion a :

{ 9% (0;;/x) = 1 — By,

— 11
g% (0;5/x) = 1 — ay;. ()
4.2 Choix d'un ordre
Au final, compte tenu des informations dont on
dispose (c’esh dire desn®i(./x)), il s’agit de
déterminer pour une erite donge, un ordre to-
tal sur les alternatives. Deuxéathodes onéte
envisages. La prengire s'inspire de celle de

Hullermeier. Nous construisons une relation de
préference floue éfinie de la marre suivante :

pl®(0;;/x) =1 — ay; sinon.

(12)
L'ordre total final est obtenu en ordonnant les
scoresSy (i) calcuks de la dBme margre que
Hullermeier a I'aide de léquation (8). Cette
premere approche seraédigree dans ce qui
suit comme la “néthode de vote”.

Rxtid) = {

La seconde approche consid le probdme
sous l'angle de la fusion d’information. On
dispose de plusieurs sources (les(m —
1)/2 classifieurs, expri@s sur deséférentiels
différents, et I'on cherche une fonction de
massemn”(./x) exprimé surP,,. Cette fonc-
tion de masse s'obtient eatendant chaque
fonction de masse s, par I'opération d’ex-
tension vide, puis en combinant de mei
conjonctive ces difrentes masses :

m(./x) = @ie;m 17 (./%).

Il est possible de calculer la plausibdid’'une
permutation. En effet, si 'on exprime cette
combinaison par I'inter@diaire des commona-
lités (ghcea la relation (6)), on a :

(13)

o(./x) = [[d™ P (/%) a4
Or:
{ L=y sit(i) <7(j)
1 —a;; sinon.

(15)

La commonalié asso@ea une permutation
peut donc fcrire :

ar/x)= ] =8y J[ (1—a).
T(8)<7(j) T(9)>7(j)

(16)
ou la notationr(i) < 7(j) en indice (respec-
tivementr (i) > 7(j)) désigne I'ensemble des
couples(i, j),i < j pour lesquels\; est plaé
avant (respectivement &) ;.



La permutation étant unélement singleton de
P, cette valeur n'est rien d’autre que la plau-
sibilité pl(7/x).

Une rgle de choix d’'un ordre particulier dans
P.. peut consistera chercher la permutation
7* de plus grande plausibiét Nous allons
voir dans ce qui suit gu'’il n'est pasenessaire
d’énunérer toutes les permutations possibles.
Pour maximiser glr/x), il est équivalent de
maximiser son logarithme. La permutation op-
timale s’exprime donc sous la forme suivante :

Zr(i)<-r(j) In (1 — B)

+ 2 r(iysr(y (1 — ).

La détermination de-* peut se faire dicea la
résolution d’'un programme lgaire en nombres
entiers binaires. Sa formulation est la suivante :
on introduitm(m — 1)/2 variablesz;; prenant
soit la valeur 0, soit la valeur 1. La valeur 1 cor-
respond au fait de placer le labg] avant le
label \;, la valeur O correspond au placement
contraire. Pour éterminer les:;; optimaux, on
résout le programme l@aire suivant :

Z T4 In (]_ — ﬁ”)

7" = argmax

T

1<J
sous les contraintes :
l’ij—l—l’jk—lgl’ik Vi<j</€, (18)
~Tik§xij+xjk VZ<]</{7
Les contraintes permettent d’assurer la

coherence des valeurs;; entre elles, c'est
a dire la transitivié de la relation d'ordre
rechercee. La prenére contrainte assure
que siT(\) < T(A\;) et 7(X;) < T(\gp)
alorst(\;) < 7(\) (z;j = 1,xj, = 1 alors
x; = 1). La seconde contrainte assure que
si 7(\;) > T(\;) et 7()\;) > 7()\;) alors
T()\Z) > T()\k) (xij =0, Tjk = 0 aloerik = 0)

La permutation optimale est eatement
détermirée par les valeurs prises par les:

{ (1) < 7(j) Sixy =1,

i) > () simy =0 (9

Tableau 2 — Jeux de doaes

Nom #exemples #attr. # labels
authorship 1513 70 4
glass 382 9 6
iris 150 4 3
pendigits 19784 16 10
segment 4158 18 7
vehicule 1518 18 4
vowel 944 10 11
wine 314 13 3

On designera cette athode dans la partie
experimentale sous le nom de #&thode du
maximum de plausibilé”.

5 Reésultats exg@rimentaux
5.1 Jeux de doniees

Pour tester notre éthode, nous avons utiés
des jeux de dorges construits par iflermeier

et disponibles sur sa page wettgd ://www.uni-
marburg.de/fb12/kebi/research/repository/ labelran-
kingdaty. Les jeux de donges proviennent
de [IPUCI Machine Learning Repository
(www.ics.uci.edu/ mlearp/ Originellement, ils
sont destigsa tester des algorithmes de discri-
mination dans le cas classiqua bon cherche

a predire un unique label. Hlermeier les a
transforn@ en probkmes d’ordonnancement
d’alternatives par la &thode suivante : pour
chaque jeu de domes, un classifieur de type
Naive Bayes est entraégnsur I'ensemble des
donreées. Ensuite, pour chaque exemple, tous
les labels sont ordo@s en fonction de leur
probabili€ a posteriori Une description de ces
donrees est fournie dans le tableau 2.

5.2 Meéthodologie

Nous utilisons comme classifieur binaire les k-
plus proches voisins (k-PP\éyidentiels de De-
noeux [6] (programmes matlabléchargeables
a l'adressevww.hds.utc.fritdenoeuy. Pour com-
parer les deux maeéres de pdire I'ordonnan-
cement des labels @hode des votes,&hode



Tableau 3 — Rsultats ex@rimentaux; taux
de Kendall obtenus sur les da¥es de test
moyenrés sur 10 &pétitions (écart-type sur 10
repétitions).

Fichier \ote
authorship 0.8678.0105)

Max de PI.
0.8687(0.0110)

glass 0.80660.0347) 0.8080(0.0349)
iris 0.9156(0.0354) 0.9218(0.0299)
pendigits  0.64440.0109) 0.6485(0.0103)
segment 0.639®.0089) 0.6458(0.0063)
vehicule 0.82780.0092) 0.8305(0.0102)
vowel 0.72840.0208) 0.7284(0.0185)
wine 0.9161(0.0264) 0.9154(0.0260)

du maximum de plausibii), nous proedons

de la fagon suivante. Chaque ensemble de
donrees est divis en deux ensembles de taille
equivalente, I'un pour l'apprentissage, l'autre
pour le test. Pour chaque ensemble d’appren-
tissage, nousé&terminons la valeur optimale de
k, le nombre de voisins, par validation cregs
(découpage en 10 sous-ensembles). La qualit
de la pédiction est alors mesee sur I'en-
semble test grcea la valeur du tau de Ken-
dall mesué entre les rangs edits et les rangs
connus. La tau de Kendall est un coefficient de
corrélation de rangs qui permet de comparer
deux ordre totaux en se fondant sur le nombre
d’'inversions de paires d’alternatives entre les
deux ordres. Cette prédure estépetee 10 fois.

5.3 Resultats

Nous reproduisons dans le tableau 3 les
résultats moyens ainsi queetart-type sur les
10 repetitions. On constate que la étiode
du maximum de plausibiit donne toujours
des Esultats aussi bons ou meilleurs que la

5.4 Rejet

La méthode du maximum de plausibéitgi&ace

au calcul explicite de la plausibiétde la permu-
tation optimale, a 'avantage d’offrir un moyen
naturel déevaluer la confiance que I'on peut pla-
cer dans leésultat. Ainsi, il est facile de mettre
en place une pra@ziure de rejet qui consiste
ne pas se prononcer si la valeur de plausbilit
obtenue est trop faible. A titre d’exemple, on
trouve en Figure 1 volution du tau de Kendall
moyen en fonction du pourcentage de rejet pour
le jeu de donéesvehi cul e (hombre de plus
proches voisinggala 3). La courbe est obtenue
en ordonnant les instances selon leurs valeurs
de plausibilie et ereécartant un certain pourcen-
tage d’instances de plus faible plausil&l{taux

de rejet variant de @ 90%). Le tau de Kendall
moyen est ensuite cal@ibur les instances res-
tantes. La courbe psente les valeurs moyennes
de tau de Kendall ainsi que leacart-type cal-
culés sur 10 &petitions de cette pradure, en
choisissant de magie abatoire les ensembles
d’apprentissage et de test. On voit que le rejet,
méme pour un pourcentage relativement faible
de points, permet d’agliorer de margre signi-
ficative la qualié de la pediction. On trouve
en Figure 2 une courbe similaire quigsente
les taux de Kendall moyen et le@cart-type en
fonction du seuil de plausibigtchoisi.

Notons que la praedure de rejet ne peétre
mise en place que si le nombre de voisins est
strictement sugrieura 1. En effet, dans le cas
du 1-PPV, pour chaque classifieavidentiel,
seule I'un des deux valeurs;; ou 3;; est non
nulle, il en Esulte que toutes les plausili
assocdeesa la permutation optimale soagales
aun.

6 Conclusion

méthode des votes. Notons cependant que seule

la difference obseBe sur le jeu de domes
gl ass est statistiquement significative (test du
student de comparaison de moyen@es%).
Les fesultats sont tou fait comparablea ceux
rapporés dans [12].

Nous avons prop@s dans cet article deux
approches fonees sur la teorie des fonc-
tions de croyance pour l'ordonnancement
d’alternatives. Les deux approches prdent
par cecomposition en @ferences par paires
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comme il propoé dans [12]. Les mthodes
divergent par la maere dont sont com-

binées les sorties des classifieurs par paires

et dont I'ordonnancement final est caleul
La premere nethode s'inspire du travail de
Hullemeier et al et repose sur un S
de vote des classifieurs. La secondétimode,
qui place le prolme sous I'angle de la fu-
sion d’informations, utilise les outils de la

théorie des fonctions de croyance pour combi-

ner et econcilier des informations exprams
sur des eferentiels diferents. Les premiers

resultats exprimentaux ne montrent pas de
réeelles diferences significatives entre les deux

méthodes. Cependant, l&&thode du maximum
de plausibilie offre 'avantage de permettre la
mise en place d’'une prédure de rejet, gice
a I'exploitation des valeurs de plausibéig. De
plus, outre qu’elle nous parait mieux adegt

au cadreevidentiel, cette approche nous semble
ouvrir la voiea d’autres types deattisions pos-
sibles comme I'ordonnancement partiel d’alter-
natives. Ce point est actuellemeni étude.
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