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Résuḿe :
L’ordonnancement d’alternatives est un problème

d’apprentissage dont le but est de relier des instances
à un ordre total d́efini sur un ensemble d’alternatives
possibles. Nous abordons ce problème dans le cadre de
la théorie des fonctions de croyance. Une approche de
décomposition en paires de préférences sur les alterna-
tives est adoptée. Pour chaque paire d’alternatives, on
construit un classifieur binairéevidentiel. Ensuite,̀a par-
tir des informations fournies par les classifieurs binaires,
deux ḿethodes, l’une de vote, l’autre basée sur le maxi-
mum de plausibilit́e d’une permutation, permettent d’ob-
tenir un ordre total des alternatives pour chaque instance.
Ces deux ḿethodes sont comparées sur plusieurs jeux de
donńees.
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Abstract:
Label ranking is a learning task where the goal is to

map instances to a linear order on a finite set of predefi-
ned labels. This problem is tackled in the framework of
belief functions theory. A pairwise preference decompo-
sition is used. For each pair of labels, an evidential binary
classifier is built. Then, using informations provided by
the classifiers, two methods for derving a total order on
the labels for each instance are proposed. The first is a
simple voting scheme. The second one looks for the per-
mutation of the labels with maximum plausibility. These
methods are compared using various data sets.
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label ranking, belief functions theory, pairwise prefe-
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1 Introduction

Le probl̀eme de l’ordonnancement d’alterna-
tivessuscite un int́er̂et croissant dans la commu-
naut́e d’apprentissage statistique. Il s’agit d’ap-
prendre,à partir d’exemples, une application

associant des instancesx décrites par des ca-
ract́eristiques dans un espace d’entrée IRp à un
ordre total sur un espace fini de labels (ou d’al-
ternatives)L = {λ1, λ2, ..., λm}. Par exemple,̀a
partir du profil d’un consommateur, on cherche
à pŕedire ses pŕeférences en termes de marques
de voiture (comme illustŕe Figure 1), de destina-
tion de vacances, etc... Le problème de l’ordon-
nancement d’alternatives peutêtre vu comme
une extension du problème conventionnel de
discrimination òu l’on ne cherchèa pŕedire que
le label de premier rang. Ce problème entretient
des liens avec d’autres champs de l’apprentis-
sage statistique comme la classification multila-
bels [7, 15], la ŕegression ordinale [11, 4] ou en-
core l’ordonnancement d’instances (où il s’agit
cette fois d’ordonner les instances elles-mêmes)
[2, 3, 8]. Les domaines d’application potentiels
de l’ordonnancement d’alternatives sont nom-
breux, par exemple la catégorisation de textes,
ou encore les systèmes de recommandation.

Beaucoup d’approches permettant l’ordon-
nancement d’alternatives ont́et́e propośees
récemment dans la littérature. Laclassification
sous contraintes[10] consisteà apprendre des
fonctions de score associéesà chaque alterna-
tive de telle sorte que l’ordre observé sur les
scores respecte autant que possible l’ordre sur
les alternatives. Les fonctions scores sont des
fonctions lińeaires oùa noyaux. Elles peuvent
être d́etermińees par des approches du type



Tableau 1 – Le problème de l’ordonnancement d’alternatives
Pŕenom Age Profession Résidence Pŕeférences

Paul 46 Chercheur Pierrefonds Volvo ≻ BMW ≻ Citröen
Harry 49 Ingénieur Compiegne BMW ≻ Citröen≻ Volvo

Myl ène 23 MdC Beauvais Citroen≻ BMW ≻ Volvo
Paulette 67 Retrait́ee Trosly ?

séparateursà vaste marge. Dans l’approche
à base de cas[1], l’id ée est de d́eduire un
ordre totalà partir des ordres totaux associés
aux voisins de l’instance dans l’espace d’entrée
grâceà une fonction d’agŕegation. Nous nous
sommes inspiŕes d’une autre approche, ditede
préf́erence par paires[9, 12]. Elle pŕeconise
d’apprendre, pour chaque couple d’alternatives
(i, j), un mod̀ele binaireMij permettant de
prédire siλi est pŕeféŕe ou noǹaλj. Elle conduit
à la ŕesolution dem(m− 1)/2 probl̀eme de dis-
crimination binaires. Un ordre total sur les al-
ternatives s’obtient ensuite par un système assi-
milableà un vote.

Dans cet article, nous adoptons cette ap-
proche par paires en la plaçant dans le cadre
théorique des fonctions de croyance. Dans
ce qui suit, nous commençons par quelques
brefs rappels sur la théorie des fonctions
de croyance. Ensuite, après avoir évoqúe la
méthode de pŕeférence par paires de Hüller-
meier, nous pŕesentons la mod́elisation pro-
pośee. Le paragraphe 5 expose quelques
résultats exṕerimentaux. Enfin le paragraphe 6
conclut cet article.

2 Quelqueséléments de la th́eorie
des fonctions de croyance

La théorie de l’́evidence de Dempster Shafer
(ou th́eorie des fonctions de croyance) [13], est
un cadre alternatif̀a celui des probabilités pour
raisonner avec des informations partielles et in-
certaines. Nous donnons dans ce paragraphe les
principaux concepts utiles̀a la compŕehension
de l’article.

On consid̀ere une variableω prenant ses valeurs

dans un ensemble finiΩ appeĺe cadre de dis-
cernement. La connaissance partielle quantà la
valeur prise parω peutêtre repŕesent́ee par une
fonction de masse, [13, 14], définie comme une
fonctionm de2Ω dans[0, 1], vérifiant :

∑

A⊆Ω

m(A) = 1. (1)

Les sous-ensemblesA deΩ tels quem(A) > 0
sont appeĺes deśeléments focauxdem. Chaque
élément focalA repŕesente un ensemble pos-
sible de valeurs pourω, et la quantit́em(A) peut
être interpŕet́ee comme la mesure de croyance
exactement alloúee à ω ∈ A. L’ignorance
compl̀ete correspond̀a m(Ω) = 1 (fonction
de masse vide), alors qu’une connaissance par-
faite sur la valeur deω est repŕesent́ee par
l’allocation de la totalit́e de la massèa un
unique singleton deΩ (m est alors appelée une
masse certaine). Une fonction de massem peut
être repŕesent́ee de manìereéquivalente par une
fonction de cŕedibilité bel, une fonction de plau-
sibilité pl, et une fonction de commonalité q
définies, respectivement, par :

bel(A) ,
∑

∅6=B⊆A

m(B) ∀A ⊆ Ω , (2)

pl(A) ,
∑

B∩A 6=∅

m(B) ∀A ⊆ Ω , (3)

q(A) ,
∑

B⊇A

m(B) ∀A ⊆ Ω . (4)

Deux massesm1 etm2 induites par deux corpus
d’évidence surΩ peuvent̂etre combińees par la
règle de combinaison conjonctive. La fonction



de masse ŕesultantem1 ∩©m2 est donńee par :

(m1 ∩©m2)(A) ,
∑

B∩C=A

m1(B)m2(C) ∀A ⊆ Ω.

(5)
Cette r̀egle conjonctive transfère le produit des
massesm1(B) etm2(C) à l’intersection deB et
C. Elle peut aussi s’exprimer̀a l’aide des com-
monalit́es de manìere tr̀es simple :

(q1 ∩©q2)(A) = q1(A)q2(A) ∀A ⊆ Ω, (6)

où q1(A) et q2(A) repŕesentent, respectivement,
les commonalit́es associéesàm1 et àm2.

Enfin, il faut noter que la th́eorie des fonc-
tions de croyance permet de travailler sur des
cadres de discernement dont la granularité est
diff érente. Soient deux cadresΘ etΩ et une ap-
plicationρ : 2Θ → 2Ω telle que :

1. l’ensemble{ρ({θ}), θ ∈ Θ} ⊆ 2Ω est une
partition deΩ ;

2. pour chaqueA ⊆ Θ, ρ(A) = ∪θ∈Θρ({θ}).

L’applicationρ est alors appelée raffinement de
Θ versΩ ; par extension,Ω est appeĺe un raffi-
nement deΘ, etΘ un grossissement deΩ [13].
Lorsque l’on souhaire combiner des informa-
tions expriḿes sur des grossissement différents
de Ω, il faut, avant la combinaison, les rame-
ner sur le m̂eme cadre de discernement. Pour
transf́erer une massemΘ(.) d’un grossissement
Θ versΩ, on utilise l’oṕeration d’extension vide
[13] définie comme pour toutB ⊆ Ω par :

mΘ↑Ω(B) =

{

mΘ(A) si B = ρ(A), A ⊆ Θ,
0 sinon.

(7)

3 Méthode de d́ecomposition par
paires de Hüllermeier et al.

Le probl̀eme est d’apprendre une application
qui associeà chaque instancex un ordre
total ≻

x
sur l’ensemble de labelsL =

{λ1, λ2, ..., λm}. Un ordre total≻
x

surL peut
être repŕesent́e de manìere équivalente par
une permutationτ

x
de l’ensemble des entiers

{1, 2, ...,m} de telle sorte queλi ≻
x

λj ⇔

τ
x
(i) < τ

x
(j) (la valeurτ

x
(i) repŕesente le rang

deλi dans les pŕeférences dex). Pour apprendre
la fonction d’ordonnancement, on dispose d’un
ensemble d’apprentissage, c’està dire d’un en-
semble de couples :

D = {(x1, τ1), ..., (xn, τn)}.

L’approche propośee par Ḧullermeier et al.
[12] consistèa apprendre un classifieur binaire
pour chaque couple d’alternatives(i, j) tels
que i < j. Chaque classifieurMij est en-
trâıné à ŕepondre 1 siλi ≻ λj et 0 dans le
cas contraire. Les sorties de chaque classifieur
ne sont pas obligatoirement binaires mais plus
géńeralement comprises dans l’intervalle [0 ;1].
La construction de cesm(m− 1)/2 classifieurs
permetà Hüllermeier de construire une relation
floue de pŕeférenceR

x
assocíeeà chaque entrée

x :

R
x
(i, j) =

{

Mij(x) si i < j,
1 −Mij(x) sinon.

L’ordre total est obtenu simplement en triant les
scoresS

x
(i) calcuĺes pour chaque alternativeλi

de la manìere suivante :

S
x
(i) =

∑

j 6=i

R
x
(i, j). (8)

Même si la manìere d’ordonner les alterna-
tives semble relativement simpliste, les auteurs
montrent de manière int́eressante que si les
classifieurs binaires fournissent des estimations
exactes de la probabilité queλi ≻ λj, alors la
proćedure propośee minimise un risque calculé
à partir du coefficient de corrélation de rang de
Spearman.

4 Ordonnancement d’alternatives
dans le cadre des fonctions de
croyance

4.1 Modèle

Soit Pm l’ensemble de toutes les permutations
possibles de{1, 2, ...,m}. Pour chaque couple
(i, j), on choisit d’utiliser un classifieur binaire



évidentiel permettant de décider pour une entrée
x donńee si l’alternativeλi est pŕeféŕee ou non
à l’alternativeλj. En ŕealit́e, chaque classifieur
binaire travaille sur un grossissement particulier
Θij dePm :

Θij = {θij, θij},

où θij etθij désigne des sous-ensembles de per-
mutations d́efinis de la manìere suivante :

θij = {τ ∈ Pm/τ(i) < τ(j)},

et
θij = {τ ∈ Pm/τ(i) > τ(j)}.

On suppose que chaque classifieurévidentiel
fournit, pour chaque entrée x, la fonction de
masse suivante :







mΘij(θij/x) = αij

mΘij(θij/x) = βij

mΘij(Θij/x) = 1 − αij − βij.
(9)

L’int ér̂et du classifieuŕevidentiel est qu’il peut
fournir des éléments de preuve en faveur de
l’une ou l’autre des alternatives mais qu’il per-
met aussi d’exprimer le doute.

A partir des masses, on en déduit facilement les
plausibilit́es suivantes :

{

plΘij(θij/x) = 1 − βij,

plΘij(θij/x) = 1 − αij.
(10)

Notons que, de par la structure particulière de
la fonction de masse, ces valeurs correspondent
aussi aux commonalités. Ainsi on a :

{

qΘij(θij/x) = 1 − βij,

qΘij(θij/x) = 1 − αij.
(11)

4.2 Choix d’un ordre

Au final, compte tenu des informations dont on
dispose (c’est̀a dire desmΘij(./x)), il s’agit de
déterminer pour une entrée donńee, un ordre to-
tal sur les alternatives. Deux méthodes ont́et́e
envisaǵees. La première s’inspire de celle de

Hüllermeier. Nous construisons une relation de
préférence floue d́efinie de la manìere suivante :

R
x
(i, j) =

{

plΘij(θij/x) = 1 − βij si i < j,

plΘij(θij/x) = 1 − αij sinon.
(12)

L’ordre total final est obtenu en ordonnant les
scoresS

x
(i) calcuĺes de la m̂eme manìere que

Hüllermeier à l’aide de l’́equation (8). Cette
premìere approche sera désigńee dans ce qui
suit comme la “ḿethode de vote”.

La seconde approche considère le probl̀eme
sous l’angle de la fusion d’information. On
dispose de plusieurs sources (lesm(m −
1)/2 classifieurs, expriḿes sur des ŕeférentiels
diff érents, et l’on cherche une fonction de
massemPm(./x) exprimé surPm. Cette fonc-
tion de masse s’obtient eńetendant chaque
fonction de masse surPm par l’opération d’ex-
tension vide, puis en combinant de manière
conjonctive ces diff́erentes masses :

m(./x) = ∩©i<jm
Θij↑Pm(./x). (13)

Il est possible de calculer la plausibilité d’une
permutation. En effet, si l’on exprime cette
combinaison par l’interḿediaire des commona-
lit és (gr̂aceà la relation (6)), on a :

q(./x) =
∏

i<j

qΘij↑Pm(./x). (14)

Or :

qΘij↑Pm(τ/x) =

{

1 − βij si τ(i) < τ(j)
1 − αij sinon.

(15)

La commonalit́e assocíee à une permutationτ
peut donc s’́ecrire :

q(τ/x) =
∏

τ(i)<τ(j)

(1 − βij)
∏

τ(i)>τ(j)

(1 − αij).

(16)
où la notationτ(i) < τ(j) en indice (respec-
tivementτ(i) > τ(j)) désigne l’ensemble des
couples(i, j), i < j pour lesquelsλi est plaće
avant (respectivement après)λj.



La permutationτ étant unélément singleton de
Pm, cette valeur n’est rien d’autre que la plau-
sibilité pl(τ/x).

Une r̀egle de choix d’un ordre particulier dans
Pm peut consister̀a chercher la permutation
τ ∗ de plus grande plausibilité. Nous allons
voir dans ce qui suit qu’il n’est pas nécessaire
d’énuḿerer toutes les permutations possibles.
Pour maximiser pl(τ/x), il est équivalent de
maximiser son logarithme. La permutation op-
timale s’exprime donc sous la forme suivante :

τ ∗ = argmax
τ

∑

τ(i)<τ(j) ln (1 − βij)

+
∑

τ(i)>τ(j) ln (1 − αij).

La détermination deτ ∗ peut se faire gr̂aceà la
résolution d’un programme lińeaire en nombres
entiers binaires. Sa formulation est la suivante :
on introduitm(m − 1)/2 variablesxij prenant
soit la valeur 0, soit la valeur 1. La valeur 1 cor-
respond au fait de placer le labelλi avant le
label λj, la valeur 0 correspond au placement
contraire. Pour d́eterminer lesxij optimaux, on
résout le programme lińeaire suivant :

max
xij∈{0,1}

∑

i<j

xij ln (1 − βij)

+
∑

i<j

(1 − xij) ln (1 − αij). (17)

sous les contraintes :
{

xij + xjk − 1 ≤ xik ∀i < j < k,
xik ≤ xij + xjk ∀i < j < k.

(18)

Les contraintes permettent d’assurer la
coh́erence des valeursxij entre elles, c’est
à dire la transitivit́e de la relation d’ordre
recherch́ee. La premìere contrainte assure
que si τ(λi) < τ(λj) et τ(λj) < τ(λk)
alors τ(λi) < τ(λk) (xij = 1, xjk = 1 alors
xik = 1). La seconde contrainte assure que
si τ(λi) > τ(λj) et τ(λj) > τ(λk) alors
τ(λi) > τ(λk) (xij = 0, xjk = 0 alorsxik = 0).

La permutation optimale est entièrement
détermińee par les valeurs prises par lesxij :

{

τ ∗(i) < τ ∗(j) si xij = 1,
τ ∗(i) > τ ∗(j) si xij = 0.

(19)

Tableau 2 – Jeux de données
Nom # exemples # attr. # labels

authorship 1513 70 4
glass 382 9 6
iris 150 4 3

pendigits 19784 16 10
segment 4158 18 7
vehicule 1518 18 4
vowel 944 10 11
wine 314 13 3

On d́esignera cette ḿethode dans la partie
exṕerimentale sous le nom de “méthode du
maximum de plausibilit́e”.

5 Résultats exṕerimentaux

5.1 Jeux de donńees

Pour tester notre ḿethode, nous avons utilisé
des jeux de donńees construits par Ḧullermeier
et disponibles sur sa page web (http ://www.uni-

marburg.de/fb12/kebi/research/repository/ labelran-

kingdata). Les jeux de donńees proviennent
de l’UCI Machine Learning Repository
(www.ics.uci.edu/ mlearn/). Originellement, ils
sont destińesà tester des algorithmes de discri-
mination dans le cas classique où l’on cherche
à pŕedire un unique label. Ḧullermeier les a
transforḿe en probl̀emes d’ordonnancement
d’alternatives par la ḿethode suivante : pour
chaque jeu de données, un classifieur de type
Naive Bayes est entrainé sur l’ensemble des
donńees. Ensuite, pour chaque exemple, tous
les labels sont ordonnés en fonction de leur
probabilit́e a posteriori. Une description de ces
donńees est fournie dans le tableau 2.

5.2 Méthodologie

Nous utilisons comme classifieur binaire les k-
plus proches voisins (k-PPV)évidentiels de De-
noeux [6] (programmes matlab téléchargeables
à l’adressewww.hds.utc.fr/∼tdenoeux). Pour com-
parer les deux manières de pŕedire l’ordonnan-
cement des labels (ḿethode des votes, ḿethode



Tableau 3 – Ŕesultats exṕerimentaux ; taux
de Kendall obtenus sur les données de test
moyenńes sur 10 ŕeṕetitions (écart-type sur 10
réṕetitions).
Fichier Vote Max de Pl.
authorship 0.8679(0.0105) 0.8687(0.0110)

glass 0.8066(0.0347) 0.8080(0.0349)

iris 0.9156(0.0354) 0.9218(0.0299)

pendigits 0.6444(0.0109) 0.6485(0.0103)

segment 0.6399(0.0089) 0.6458(0.0063)

vehicule 0.8278(0.0092) 0.8305(0.0102)

vowel 0.7284(0.0208) 0.7284(0.0185)

wine 0.9161(0.0264) 0.9154(0.0260)

du maximum de plausibilité), nous proćedons
de la façon suivante. Chaque ensemble de
donńees est diviśe en deux ensembles de taille
équivalente, l’un pour l’apprentissage, l’autre
pour le test. Pour chaque ensemble d’appren-
tissage, nous d́eterminons la valeur optimale de
k, le nombre de voisins, par validation croisée
(découpage en 10 sous-ensembles). La qualité
de la pŕediction est alors mesurée sur l’en-
semble test gr̂ace à la valeur du tau de Ken-
dall mesuŕe entre les rangs prédits et les rangs
connus. La tau de Kendall est un coefficient de
corŕelation de rangs qui permet de comparer
deux ordre totaux en se fondant sur le nombre
d’inversions de paires d’alternatives entre les
deux ordres. Cette procédure est ŕeṕet́ee 10 fois.

5.3 Résultats

Nous reproduisons dans le tableau 3 les
résultats moyens ainsi que l’écart-type sur les
10 ŕeṕetitions. On constate que la méthode
du maximum de plausibilité donne toujours
des ŕesultats aussi bons ou meilleurs que la
méthode des votes. Notons cependant que seule
la différence observ́ee sur le jeu de données
glass est statistiquement significative (test du
student de comparaison de moyennesà 5%).
Les ŕesultats sont tout̀a fait comparables̀a ceux
rapport́es dans [12].

5.4 Rejet

La méthode du maximum de plausibilité, gr̂ace
au calcul explicite de la plausibilité de la permu-
tation optimale, a l’avantage d’offrir un moyen
naturel d’́evaluer la confiance que l’on peut pla-
cer dans le ŕesultat. Ainsi, il est facile de mettre
en place une procédure de rejet qui consistèa
ne pas se prononcer si la valeur de plausibilité
obtenue est trop faible. A titre d’exemple, on
trouve en Figure 1 l’́evolution du tau de Kendall
moyen en fonction du pourcentage de rejet pour
le jeu de donńeesvehicule (nombre de plus
proches voisinśegalà 3). La courbe est obtenue
en ordonnant les instances selon leurs valeurs
de plausibilit́e et eńecartant un certain pourcen-
tage d’instances de plus faible plausibilité (taux
de rejet variant de 0̀a 90%). Le tau de Kendall
moyen est ensuite calculé sur les instances res-
tantes. La courbe présente les valeurs moyennes
de tau de Kendall ainsi que leurécart-type cal-
culés sur 10 ŕeṕetitions de cette procédure, en
choisissant de manière aĺeatoire les ensembles
d’apprentissage et de test. On voit que le rejet,
même pour un pourcentage relativement faible
de points, permet d’aḿeliorer de manìere signi-
ficative la qualit́e de la pŕediction. On trouve
en Figure 2 une courbe similaire qui présente
les taux de Kendall moyen et leurécart-type en
fonction du seuil de plausibilité choisi.

Notons que la proćedure de rejet ne peutêtre
mise en place que si le nombre de voisins est
strictement suṕerieurà 1. En effet, dans le cas
du 1-PPV, pour chaque classifieurévidentiel,
seule l’un des deux valeursαij ou βij est non
nulle, il en ŕesulte que toutes les plausibilités
assocíeesà la permutation optimale sontégales
à un.

6 Conclusion

Nous avons proposé dans cet article deux
approches fond́ees sur la th́eorie des fonc-
tions de croyance pour l’ordonnancement
d’alternatives. Les deux approches procèdent
par d́ecomposition en préférences par paires
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Figure 1 – Courbe qualité de la pŕediction-rejet
(jeu de donńeesvehicule).
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Figure 2 – Courbe qualité de la pŕediction-seuil
de plausibilit́e (jeu de donńeesvehicule).

comme il propośe dans [12]. Les ḿethodes
divergent par la manière dont sont com-
binées les sorties des classifieurs par paires
et dont l’ordonnancement final est calculé.
La premìere ḿethode s’inspire du travail de
Hüllemeier et al et repose sur un système
de vote des classifieurs. La seconde méthode,
qui place le probl̀eme sous l’angle de la fu-
sion d’informations, utilise les outils de la
théorie des fonctions de croyance pour combi-
ner et ŕeconcilier des informations expriḿees
sur des ŕeférentiels diff́erents. Les premiers
résultats exṕerimentaux ne montrent pas de
réelles diff́erences significatives entre les deux
méthodes. Cependant, la méthode du maximum
de plausibilit́e offre l’avantage de permettre la
mise en place d’une procédure de rejet, grâce
à l’exploitation des valeurs de plausibilités. De
plus, outre qu’elle nous parait mieux adaptée

au cadréevidentiel, cette approche nous semble
ouvrir la voieà d’autres types de décisions pos-
sibles comme l’ordonnancement partiel d’alter-
natives. Ce point est actuellementà l’étude.
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