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4��&���������� ������ ; ��	 	������	 ���������	 ���	 ��� ��&����������� �� ��	 ��	��0
�����	< ����"	� �� ������	 	��	�������	 ������		� ��	����	 ������	 ������	 �� ������0
���� ����� ������	���� �����������< �7 � �����	��� 	��	������� �� ������ ������� �	
���� ��	 �&�����	 �� ����� ���������
 ���� ��	 ��������	�	< � 	��	������ �� ���	��0
����� ��� �� �8�� ����%�� ����� ��=�� ����������< ��	 ������� ����� ������ �� 	
������� � ������� ���	� ����		��< �� �� %�	���; 	�	 ����������	 ������	 �� ��������	

,���"	� ��	 ����������	 �� ��	 &�>�	 �� ���	������� �����	������ �� ���	������ ��
��%�� �����������


��	 �� �������< ���	 ��������	 ��� ������� ����"	� �� ���6�	 	��	�����	< ���	�0;0
���� �� ������	 ����������	 ���5	 ���� ���������� ����������	 �����	 ��	�
< 6� ��������
� ���������� �����	 ��� ���� ��	����� �� �������	< �� �������� �� ��8�����	 ����5��	 	��	�0
����	 �����	 ��
�������

 ,���%����� ����� ����� ��"	� �������� ���� 	����	 �������0
��� ? � ��	�������� ��	 �������	 	���� ��	 ��	��������	< �����&��� �� ������� ���� ��	
����������	 ����� ��	��������	< �� � ��	�������� ��	 ����������	 ��	 %�&�	 �� �����	 ��
��	����������< ���	��	����� �� ���������������� ��	 �����	�	
 (���� �����5�� ���������
���@� ��&�����< �� ���������� �� �������	��� ����� ���������� �����	���� �� ��������
��������< ��� ����		��� �� ������� �� ����@������ ��	���� ; �������	�� ��	 %�&�	 ���
��	 �������	 �� ��	��������	
 )�� ���	 ��	 %�&�	 ���	 ; ��	���� ����	 ����������	 	����
����� ��	 ��	��������	< ��	 ��������	 	��� &���������� �������	 	�� ���	����	 	����	<
��	 �� ������ ��� ���������� � ���������������� ��	 %�&�	< �� ������@��� ������������ ��
��	���������� ��	�������


, ������� ��� ���	 �����	��	 ���� 	�� ���&������ ; ���	����	 	����	< ���� �� ������0
�� ����� ; �� ��������� ������ +��
 ���	 ���	 �� �8�� ����	� �� ������ ����� �������
	�� ������� ��	 �������	 ������� �		��	 �� � ������	�� ��	 ��	���	 8�����	 �� ��8�0
����	 �������	< ��	 �� ��� ���������� ��� ���	 &���� ����	��		�
 ��	 �� �� ����� �� ���<
��	 �������	 ������� ��		����	 �� �����	������ �	 ��� 	������� ��5	 	��	��	���
 :� ��0
��������< �� �	� ��	������ ���	����� ��	 ��	���	 ���������	 ����� �������	��� �������< ��
������� ������ �� ���� �����	 ��5	 ������	 ���	� ���� �	 ����		������� ���������
 �����
���������� ; ������< �� ��	���� ��	� �� ���������	 �����	���	 ����� ��	 ��	���	 ���	���	 ? �
	������� �� � ������� ������� ���@� ��5	 �������
 , ������� ��	 	��	0��	�����	 +��	
�� A��� �8�� ��� 	������� ������� ���	 �����< ; �����	 � ������ �� ������� �������
+���
 3�B�� ; �� ������	�� ���	 �����< �� �	� �� �8�� ��		���� �� �������	�� ����� ������
�� �������� ���� ������� 	�� �� ���� �� �� ��&�� �������������< �������� �� � ��	0
����	 ����� ��	 ��	���	 �����	�������	
 :� �� 	��	< � ������	���� ������� +��� ����	�
�� ��������	 ����� � ������	���� ������� �� � ������	���� ���������� ? �� ������ ;

1



��� ������� ������� ��		����< � ������� ������� +��� ���5&�� ��� 	�������� ������������
�������< ��	 �		� ��� ��� �� ����� ����������
 ,����� ����������� ���������� ��
����� ������� ����� ; 	�� ���� ����"	� �����	������� ��	�������
 :� ���� �� �������<
��	 ��������	 �� ����� ���������� 	��� ��	� �������	 	��	 ����� �� �������	 �������	
+���	
 ��	 �������	 ���	 	"���������	 ������� ��	���� =��� ���	�����	 �� &��&���� ��	
�������	 �������	 	�� ��	 ����������	 �� 	�� ��	 %�&�	
 ���	< �� ��	����� �������	 �� �����0
	������� �� ��	 �������	 ������ �� �������� �� ��8�����	 ��%�����	 �� ����"	� �� ���6�	
	��	�����	


��	 �� ������� �< ���	 ������������	 � ������������ �� ����"	� �� ������	 	��0
	�������	< ���	 ���	 ��������	 �� ��������� ���������� 	�����< �� ���	 ���"�� 	��
��������� ���� %�� �� ������	 ���  �����	 ������	���� ����� �������
 ���	 ��	������	
��	���� ��	 ��8�����	 ���������	 	���	�����	 ��������� ��	 �� ������ ���� �� �"�� ��
������	
 (���� ��	�������� 	�� 	����� ����� ��	��		��� ��	�� ; %�	��6�� ��	 ����� ��	 ����	
�������	�����	 ���������	 �� ����� �������
 ���	 ���	 	����&�����	 ��	 �������	 �����0
	���	 �� � ������� ��	 	��	0��	�����	 +��	 ��� ���	 ���	 �������	 �� ��"	� 	��	�������


,� ������� � ������ �� ��� ���	������� &������ �� � ������� ��	 	��	0��	�����	
+��	< �� 	� ����	��� �� � ��	�������� �� ���� �����	 ����������	 ������	 � +�� ? ��	
�������	 ��6���	 	�� �� ��	����� 6�� ����%��	 ������< ���	 � ������� ��	 ����������	< ���
�����	� ����"	� �� �������	 �������	 ; �����	 ��� �������	����� �	����� ������������


,� ������� � ������ �� �����		�	 �� ���	�������� ��	 �������	 �������	 +���	< ���
������	��� ������ ��	 ����������	 ��������	 �� �� %�&�< � ����	 ����� ����������< 	�0
��� �� ��	��������
 ���	 ������������	 ��	���� ��	 ���������	 ��&��&���� ��������� ��
���	������ ��	 �������	 ���	 	"���������	< �����	�������	 ���� ��	����� �� ����������	 ��
�� %�&�	


,� ������� ' ���	���� ����	����� ��	 �����	 ���������	 6� �� ������� ������������
�������� ��	 ��	 �������	 �������	 +���	< �� �C�� ; �������� ; ��	 ��8�����	 ��%�����	<
��� 	��� ��	 �����	�������	 ��	 �������	< ��	 ��	��������	 �� ��	 ����������	 ��	 %�&�	


D��������< �� ������� - �����	� � ��	� �� ������ �� ����	����� �� ����� �������
	�� �� %�� �� ������	 �"�� ���	���� �� ����� �� �������< ��	� ������ ������	�� ���
��	 ���������	 ��		����	


,�	 ����� �� ��������� ��� ���	 ���	�����	 ��� ��� ��6����	 �� ��� ���	���
������ �� �� ���� �� �� ���	 ����� ����	� .�9
 9�	 ��� ��� ����	�	 � 	��� �� ���������
E����$"(< )�20(�2$  -##< �� ����������� ������� ��� �� ��������� 	��	����� �� ���
���	��� ������




������
� �

��������	� �� �������� �����	����

9������ �� ��	 ��������	�	 &�����������	 ���� ����� ������ ��	 ��	���	 �� ����	
���	�������	< ���������� 	��	������� F� GF-�G 	������ �%�������� ; ��	 	������	 ����	0
�����	 ��5	 �����	 ? ��	�������< ���������< ���
 :��� ��� �� %�� ���� �����	 ? ���� �H��<
��	 �������	 	�	��������	 ��=��� �����	�	 �� ����������	�< �� ������ ��	 	�%��	 	�	��������	
�� ���	����� ��	 �������	
 $�� ��%����� �	� �� �C����� ��������� ��	 �������	 ����
	��	���� ��	 	�����	


, ���		��� �� ����� �������� ����	� �		������������ 	�� ���������� ��	 �������	 ��
�� ��	����� �� 	�%��	
 $���� � ����� �� ����� �������� 	��	�������< �� ��	���&�� ����
&���	 ������	 ������� ?

I ��������� ? ��	 ��8�����	 �������	 	��� �����	 ; �����	 ���� �
�	�< 	���� ��	 �����0
�����	 �� &�>�	 ���� ���� ����������	 �����	������ ��	 ���	�������	 ���������	<
�� &����� ��� ����@��	 J ��	 ��������� ��	 ����������	 KL %���� �� ���< ���0
����< ���
 MN J

I ��	�������� �� ��	���������� ? �������=� �� ������� ����� ���	 	�� �������	��� ���C��
�� �������	�����	 ��8�������� ��	 �������	 J ��	 ��������	 	��� ����	��	 �� ��
����� �� ��	�
< 	��� �� ����� &����� ����������	 	����������	 ���� ����	 �������	
	��	�������	 �� ��&����	< ��	� ��� ���� ���� ��������� J ��	 ��� ���� ���	�&��
L ����%������� M ����	 ����������	< ���	�0;0���� ���������� ���� %�&����� ��������� J
��	 %����� ���� �� �H�� ����	�������	 �� ��	���< �� 	��� �� &����� �����	 ��	 �� ���


4���� ���������� ��	 ����������	 ��	 �������	< ����"	� 	��	�������  ���� ��� ��
�������� ; �����	�	 ���	����	 ����� ?

I O���	 �������	 ���	��� �� �����	��� P O����� �	� � ������� �� ������� ����� P
I O�����	 	��� ��	 ����������	 ����� ��	 ����������	 P
I (������ ������ �������	��� ��	 ����������	 �� �������� ��	 ����6�����	 �� � ���0

��	����� ��	 �������	 P
I (������ �������� ��	 ����������	 ���	 �� ���	&� K�	�������< ���
N P
I O�����	 ��		�	 �� ���	�������	 ����0�� ��	������ �� �������� �� ����	 ��8������	

�� ����������	 P

,� ���� �� ����� ��5	� 	� ��	������ �� �����	 �������� ��	��������	 K	��� ��� ����0
�����	N< �� ���	 ���	 �����	��	 ��	����	 	�� ����� 	���� ������������


#



(� ������� ���	���� ����"	� 	��	������� ��	��������< ; �����	 � ��	�������� ��	 ���0
���	 �����	��	< ��	 �����	 	���	�����	 �	���	< �� �� ���� ��������� 	�����
 ������ ���<
�� ��������� �������	 ���������	 	��	�����	 ��������	< ��� ���������� � ������� ��	 	��	0
��	�����	 +��	
 :�6�< �� 	���5�� �� ��� ��	��		��� %�	��6�� ��������� ������� +���
��� ��� ����%�� �� �� �������


� ��� �� �������

! �����&��� �� ����� ��5	� 	� ������ �� 	���� �� ��� ���	��� ������ �� ����������
��� ��������� ��������� ����"	� �� ���6�	 	��	�����	
 $�� ��������� 	��	�����  ����
��	 ; ����� ��	��	����� �� %�� �� ���6�	 	��	�����	 �"��< �����&�� �� 	�� ����� �� ��	
�����	 	�����	
 9� �	� �������� �� 	����&��� ��� ��	 ������	 ��� ��� &������	 ��������0
���� ; �� ��������� ��&����� ������ ��	 � ��������� 	��	�������
 ,���	����� ��	
�������	 ���	����	 ��	 ����� ��5	� ��� ��� ������	 ; ����� �� �� 	��� %�� �� ������	
 ��
�=��< �� �	� ; �����&��� �� ������� ��������� 6���
 !��5	 � ���	������� ��	 ���� ���0
��	���	 �%����	 �� �������< ��	 �������	 �� ��	 ��������	< ���	 ��������	 �� �����������
�� ������	����� ��	 ������	 	��	�������	


��� ������ �� 	
�����

,������ ����� 	�� � �������	���� ��	����� �� ���� �����	 �� ��	����� ���	������

��	 �� ����� �
�< �
 ��< ��	 ���� �������	 	��� ������	 �� �������� �� ����	 �������	�����	
��"	����	
 ,� 	��� �����	���� � ������ �� � 	�����< ���������� ; � ���������� ��
	��	���� �����		�� � ���5��< �� � �����< ; � ������� �� �������


(��� ��� 3��� 4���6�� /�����
�� 3�04�0/� ����� �Q �Q
�� 3�04�0/' ����� �Q 'Q
�� 3�04�0/� ����� �Q �Q
�' 3�04�0/� ����� �Q �Q
�- 3�04�0/' ���� �Q 'Q
� 3�04�0/� ���� �Q �Q
�1 3�04�0/' ���� �Q 'Q
�* 3�04�0/� ���� �Q �Q

���� �
� I ��	�������� ��	 �������	

,� ���� �	� �����	� �� ���R� %�&�	 	����������	 ���� ����	 �������	 ��&����	 �� ����
���������
 ���	 ��	 �������	 �� J1 ; J12




��� ������	� �
����������� ��� ���	������� ��������		��


%�%
 &�'��������

,�����	����� 	��	������� �8������ �� �� ��������� 	��	����� �� ��� ���	��� ������
�����	���� ; ��� ��������� 	�����< ������� ; � ������ ��	 �����	 ��	��������	
 :���
	� ������� 	����� ��	 ��	�	 	������	 ?

�
 $�������� �� �� ���� ��	 �������	 �������	�����	 ��	 �������	 ? � ����� ����� ��	0
��		���< ��	 %�&�	 �������� ��	 ����6����	 ��������� �� ��	�������� ��	 �������	 J
���	< ���� ����� ����� ��&&�< ��	 %�&�	 	� ������� ������� 	�� �� ��������� ����0
������ ? �� �������< ���������� ������ �� � &�����	��� ����� ����� ��	�����
���	�	��� ; �		�� 	�	 ���&�	 ��		�	< �� ������ ; &���� J

�
 :���@������ ��	 %�&�	 ? ��	 �� ������� ����	< ��	 ������������	 �� ��	��		���	
����� 	�%��	 ���������� �� 	�		���� �� ���� ����� ���������	��� ��	 �������	 K�0
����&�N J ��	����< ��	 %�&�	 ��������� ; �	����� �������	��� �� ����	 ����������	< ��
�����H��� � 	������� �� ����	 �����	�	 J

�
 :�������	 ? �����	0�� 	��� �� &����� �������	 ����	 ���	< 6� ���������� � ���������
��	 �����	�	


,�	 ���� �����5��	 ��	�	 ��� ���� ��� ��R��� �������	< �� ��� ��� ����������	 	��
���� 	����	 �������	 	�� ��	 %���	 ��8�����	
 , �����5�� ��	� 	��	� �������� 	�� ����	
	����	 �&������ �������	 	�� ��	 %���	 ��8�����	< ������ �����	������ ; ��� ����������
������


,� ����� �
�
�< �
 �� ���	���� � ��	�� ��	 �������	 	����������	 ���	 �� � �����5��
��	�


(��� ��� ��	��������
!� 4���� ��� ���	�����
!� 3������� ����� ��	 &���	
!� �����S����� ������� �� �������	
!' .������ ��� ��+����� ���� � ����5��
!- T��� ������ �� � ������
! (���S����� �����	��� �� � �������
!1 ���� ��+�� ������ ; � ����
!* E���&5�� ����� �� � ���������� �� � �������

���� �
� I ��	�������� ��	 �������	


%�%� ���� ��� ��������

4� ��	���&�� ���� ����	 ����������	 ? �������� �� ���������
 ��	 �� �������<
����� ������� �	� ���	����� ���������������� ? ��	�< �� ������� ������� �	� ����� 	��0
��		������� 	�� ����� ������� J ���	 ���	� �� ���� �� ������� 	�����
 !� ��������< ��



���� �������� ������ ��� �������� ���	 ������� ? �� 	������� ���� ������� ��	����0
����< �� �������� ������ ���	 ��	 �������	 	��� 	����		������� �����	 J ���	 ���	� �� ����
�� 	�����
 ��	 �� �	< ��	 %�&�	 ��� &���������� �� ����� �� ��&�� 	�� ��	 ��	���	
��%; 8�����	
 9� ����� �=�� �����	 ��	��	��� 	����������� �� ����	����� ��	 �������	
K; ��������� ��� ��	 �������	 ���	���� �� ���	����	 ���������	 ���������	< �� �����	 	�����
	�U	����� ���������	N


,� %�� �� ������	 �������� ��	 ����� ��5	�  ��� ������ �� �������� ��������



%�%� (�)����

,�	 %�&�	 ��5���� ��	 ��� ����� ������� ���� ��������� �7 ����� ��	 �������	
���� �	� ���� ; ���� ���	����
 )�� �������� &������� ���� ���	���� ��� �5&�� ������< 	��
������� ��	 ������� ���� &��		�� �� �������� �� �������� ��� 	����	
 !��5	 �������� ��
���� ��	���< � ��	����� �� �������� �� ������ �� ���� ���������	 �� � �5&�� ���������
� ���� �������


, �5&�� �	� ���0	���������< �� ��� 	�&��6� ������� �	� �������< �������� �� ������ ? �
����� ������� �	� ������ 0< ����� ������ 10 J �� �������� 	���� ��������� �� 	��
������ ������������ ���� � ����� 5


,�	 ���� �����	 	��� ���	��	 	� ��������< ���� �� ������� �����< �� ���� �������	
����=��	 ������	 ���	��	��������� �� �� ����
 ,��	 �� ���������		&�< ��	 %�&�	 	���
������&�	 ; ������6�� ��	 ���� �������	< �� ; 	��� 	����� ����� ���������	 �� �������

�������	< �� ����� ���< ����� ��	 ����������	< ��	 ���� ������	 �� 	����� 8�����	 ; ����
��	 �������	
 (��� �	� �������� ����	 �������� ���� � ������ ������� ���	������� �������
; �� ��&�� R���< �����	������ ; ��� �	���� �� ����������


��� ��� ������� ������	��

:� ����� �� � ��&���� �� ��������� �� �� ������@������ ��	 %�&�	< �� �������� ������	
������� ������� ��������������� ��	 ������	 ����������	
 :� ����� ��� ��	�� ?

I ��������� ���������� ? ������� �� ���	������� ��	 �������	 ���� �� �8�� �������� ��	
��	����	 J

I ��U����� ; ������� �� ������ �������< �� ��	�� �	������� ��	 ����	< �� �� �����
������������ ��������� J

I ���������� �� � ��	��� ����0�=�� ? ��&�� ������@������< ��	 %�&�	 ����� �	 ��0
��		������� ��� ������ �@���	� �� � ���������� �� ��������� ���	����� J

I ��	 ����������	 ��	���� ���������� 	��%������	 �� ���� 	�%����	 ; �� �������� �	"0
�����&���� ������ � %�&�< �� ; ����	��� �� � ��	��� J

I �����	��� �������� �� � ���� ? � ������ ��	 	"	�5��	 ���������� �����	�	 ���&���
��	 %�&�	 ��� �����	� ��5	 �����	�< ��� �� ����� �	 �� ������ ����	 ��	������	 ��
�����������	


/��	 ��	 �����	 ��������	 ����������< 	�� �	 ����������< � ����		��� ���� ����@������
�� ���� �� %�&�	< �� ���� ��������� ���������� ��5	 	��&���	����� ���C�
 9�	 %�	��6���
�&������ � ����		��� ��	 ����������	< ���� �� �=�� %�&� �� �� �=�� �������< ����%�����



�

���� �� 	�8������ ���� ������ �� ������	 ��	���� ��	 ����������	


��	 	������< �� ���@� ��������� ��� ����"	� �� ������	 ����0�=�� ���� �������
�� ������ �������	 �������	�����	 ���������	 � ������ 	��	�����< ����� �������������
�� � ��	���


	 
�������� ����������� ������������

��� �����������

, �����	��� ��	 ���������	 	���	�����	 ��������	 ; ���������� 	��	������� �	� &����<
�� ���	 ���	 ��	����&���	 �������� ; �����	 ��	�����	 �� ���6�	 	��	�����	 ���	 ����������0
���	< ���	�0;0���� ���	�����	 �� ��	���	 �������	��� �� ����������< �8������	 �� ��	 %�&�	
�� ������ ; ��	 �������	< 	�� ��� ������� ��� 	���������


,�	 ���6�	 	��	�����	 ���	������� ��� ��������� ������� ������������< ��� ���� =���
��	���� � ��"�� �� &�������	 	�����	< �� �� ���5���	 	���	�����	 ����������	< ����
�� ���	����� ��� �����		� ������������ 	��	��	���


(�		��������< �� ��	���&�� ���� �"��	 ���������� �� �������	 ����"	� 	���	0
�����	 ?

I ��	 �������	 ��
������
< ��	�� ; �������� ��	 �����	�������	 	"���������	 �� ����0
��������< ; ����� ��	 	����	 ������	 �����	 J

I ��	 �������	 �����������
 ? �� 	��� ��	 �����	 ����� ; � ����	���< ��� ������
��	 ������	 ��	 �� ���5�� ��������� ������ ������ �� �������	 +��������	
�������	< �� �C�� ; ������ �� �������� �������	 �"����5	�	
 (�	 �������	 	�
����	��� ����	0�=��	 �� ���� ������	 ���������	 ? ��	 �������	 ����������	
�� ���0����������	
 ,�	 �����5��	 ���	��5���� �� &����� ��� ��	 ��	���	 	���
�������	 ����� ������ ������	��� �� ��� ������ �� ���	< ���� ��	 ���5���	
������� =��� �	����	
 ,�	 	������	 	�������� 	�� ��	 �"����5	�	 ����	 �����	< �� ���
������� �� ������� ; �������� 	�� ��	 ��&	 ����H� ��� 	�� ��	 ��	���	 ����	0�=��	


��	 �� ������� ����	< ���	 ���	�����	 �������	 ���	 ��	 �������	 �����������
��������	 �� ���6�	 	��	�����	
 :� ��	�� �� ���� &���� ������< ���	 ���	 ��	������
����� ����� �� �������	 ��	 ���	 �	�����	
 ���	 ���	������	 ������� ��		���� ����������	
������	 �� ��	 ������	 ����������	< �� ��	���	


��� �������� ������������

�%�%
 ���)��� �������� � *�����*����������

, �����	������� ��	 ��"����	 �� ������	 �������	 	�� ��	 ��������	 ���� ������
��	 ������	 �	� �� ����� 	"��������� ��� ������� ��	 ����������	 ������		���	
 ,�	 �����

 ���
���!�
 ������		��� ��� �����	������� ���	 �����5�� ��	 ��	���������	 �� ��	���	<
�� ���������� �� ��&&�� ��	 ��8������	 �		��������	 ����� ��������	< ��	� ��� ������������	
�����	 �������	




�%�%� ���)��� �������� � $���*����������

,�	 �����	 �� ����������	 ��		����	< �� �� ����������	 �� ��&	< ����� ������	 �� ��	0
��������	 ���������� �� ��&&�� ��	 �������	 	�����	 K�������	 ��	 �� �	 �� � ����������
��		����N
 ��	 ��� ���	� �	 ���%���	 	�U	��
 ���� ��� ������� ���	 ��������< �� �	�
��������� �������	�� ��	 &�������	 ����	�	< �� �������	�����
 ? �� �����	����� �����
�������� �� �� ����� ��	 �� ��� ��	 ���� ������	 ���	������	< ��	 ������� �� ��������
���� �"�� �� �������


�%�%� ��#����� �� ��*������ ����������

,�!��"	� �� (����	���	 ���������	 K!(�N �	� ��� ��������� ����������	��������
��	�������� ��5	 �����	��
 :��� ��	� ; ������� ��� �����	������� ��	����� 	"��������� �� ���0
���	< ���	�����	 	��	 � ����� ���� ����� ��������	 × ������	
 ,� ����� �	� 	"	���0
��������� ������ �� �������< �� 	������ ������ K�� ���	��5�� ���	 ��� ����� ������ �	�
�&������ ����������N


,�!(� ���� =��� ���	������ �� ���� ���5��	 ?
I ����� � ��������� ���� ��	����� ������ �� ������	 ���0��������	< �������	��	

�������	 ��	 ������	 �������	< ��� ������� ������ ���� ������ ������������ J
I �� ����< �� ����� ������ ���� =��� �� ����� �� ��&� �� �����	 ��	 �� �	���

&���������� �� �����	��� �&�� � ������ �� ������	 �������	 J �� ����%����� �	�
���	 �� ���������� �� 	��	0�	��� ��	 ������ �� ��&� ���%��� �	� �� ���	 ������
�� ��&� ������


, 	������� 	� ���	���� 	��	 � ����� ����� 	������� ����	 �����&���� ���� ; ����<
���	 �"�
 ��������
< �������	 �� ����� ������� �"������ ������		���< 	��� ��� ��	���
�� ���������
 ,�	 ����������	 ��	 ��������	 ���%���	 	�� ��	 ��	 ���	������� �� ��������	
������	 ������	 �����
����
 ��������

 ,� ������ ����	 ��������	 �����	 �	� �����0
���� �� �� ��������&� ��������� ��������� �� 	��	0�	��� �����	������
 $�� ��	 ��
�	 ���������� �7 ��� ������ ������� �	� ��������� �������� ������� ��	 ����	< ������0
��� ��������� �������� ��	 100% ��� ���	����� �������	� ����5������ ���	��� ������ ? 	���
���	��� �� ������ ����	 ��������	 ��%���� �� ������ �� ������	 �������	
 ��	 �; ���	�
�	 ����%�����< ���	����� 	�&�� �� 	"������	�� ������������< �� �������� ��	 �����	���	 ���
����������	
 �5	 ��� �� ��������&� ��������� ��������� �	� %�&� 	��	��	��< �� ���	��5��
��� � �����	������� ��	 ��������	 �� ��	 ��������	 ������	 ��	��� ���� ������������
�������
 ������ ���< ��� ���� �����	������� ������ ����������� ��	 ��������	 ������	<
�� ������� ����	 ����������	 �� ������ �� ������	 �������	


$�� � 6&��� �
�< �
 �-< �� ��	���� �� ��	���� ����� !(� ����	�� 	�� �� ����� ������
������ K������
 × �������
N< �7 ��	 �����	 ��	 �������	 ��� ��� �������	 ��5	 ��"���&�
	�� ��	 ����������	 �� ��	 %�&�	
 $���	 ��	 ���� �������	 ��	 ��������	 ��� ��� ������	< ��
��	 ����������� ��5	 �� 80% �� ������������ �������
 ,� ������� ��< ��� �� �������� 50%<
��� ������������� �� ����	����� �� ������� 7 �� ��	 �������	 1 �� 5


$�� � 6&��� �
�< �
 �-< ����� ������ ������� �	� �����	����� �� �� ����� ���� ��	
����������	 �����	������� �� ����������	 ��� ��	 ��	 ��������	
 ,� ������� �� �	�
��	� ��������� ������� �� �������	 ������< 	�������"< ���� �� ����#�����< �� ��� ������



�

�� ����6�� ��	 �������	 ������������ ����	
 ,� 	����� ��< ��� 	���� ��	 �������	 ���
��	�������	 �� �� �������< �����	���� �		������������ �� �������	 ����� �� �������
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3 
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Axe 1 

Axe 2 

Axe 1 : 50.0% - Axe 2 : 27.9% 

���� �
� I !(�< �����	������� ��	 �������	
 

Brillant Nacré 

Homogène 

Opaque 

Brillant 

Vert 

Marbré 

Granuleux  

Clair/foncé 

Nacré 

Homogène 

���� �
� I !(�< �����	������� ��	 ������	

�%�%� ������� �� +����

�����	��	 F� G �� $���	 F�'< ��G 	��� ��	 �������	 ��� ��������� ��	 ��������	 �� ��!(�
; ������� 	�������� �� ���	����	 ������ K�����
 × �������
N< �7 ��	 ������	 	���
�������������� ��8������	
 :� ��"	� 	��	�������< ��	 ������ �����	������� �� &�����
�� ��������	 ��	 ��8�����	 %�&�	
 �����	��	 ����� $���	 ���������� ���	 �� ��&&��
��� �����	������� ����������	�������� ���	��	�����
 )�� ������	�� �� ��	 �������	 
��� ����	�� �� O���� �� ��$ F'�G< ��	 �� ���� ����� ����� 	��	�������
 4� ���� ���	������



�������	 ����5���� �� ����� ��	 ��&�	 �� �������	 ������	 ������	 ; ����� %�&�< &�B��
; ��	 ���	��������	 ���������	 ? �������	 �� ����������	
 (����	0�� 	��� ���������	 ��	
�����	��	< �� ��� ������ ����"	� �����	� ��	 ��8������	 �������	���� ��	 ������	 �����
%�&�	
 )�� ������ �� �����	��	 �����	�� �� O���� �� ��$ F''G ������� ���������������
�� ����� �� ��	 ���	��������	< � ��������< �� �������	�� �� ���U����� �� ��������
������ ; ����� %�&� �� �� ��������� �� ���������� �����	����� 	�� ����5�� ���	��0
	���< �� �� ������ ��������� �� 	 �����	������� �� ������ ; �����	 ��	 ����	 %�&�	

)� ��������� �� ���������� &���� �	� �&������ �����	�< ���� %�&�� �� ������&������
��	 �����	�	 ����� ��	 %�&�	


(�	 �������	 ����������� ������������� ; ��	 ��"	�	 	��	�������	 �� �����
 ����
<
���� ��	������	 ����� %�&� ������ �� 	�	 �������	 ����������
 :� �������< ��	 �
	������� �������� �7 ��	 %�&�	 	��� ����@��	 ; �����	��< �� �C�� ����&5��< �� �=��
��	����� �� ��	��������	< �������	���� �� ��	 �������	 �	� ����	 %�	��6��


��� �������� ����������		��

�%�%
 �������� �� ��  �������

,���"	� �� � ������ K���	����� ��	 F'*GN �	� ��� ��������� ���������� ����"	�
������������� ���� ����%����� �	� ������� �� ������� �� ������	 ���������	 K�� �� ����	 ���0
����	��	N 	�� ��� ������ ����������
 ,�	 ������	 ���������	 	��� ������	 �������
<
�� ����	 �������	 �����"
 ,��	��� ����"	� �� � ������ ������� 	�&��6��������� �
������� ��	�������� ���� ������< ��� 	�&��6� ���� ����	 ���� �� 	�	 ������ ��+�������
��8�������� � ������ ����������
 (��	� ���� �� ��	� &����< ��� ������ 	������ ��	
��	�	 ���	 �����	 K������	�� �� �������	 ���� ; ����N


,���"	� �� � ������ �	� �	�� 	�� ��	 �"����5	�	 �����	 ?
I � ��	��������� �� � ������ ���������� �	� &�		����� J
I 	 ������ �	� 	����	�� ���	����< 	��� ����������� ��	 ������	 ���	�����	 J
I ��	 ��	�������	 	��� 	����	��	 �����������	


4� �������	� ����"	� �� � ������ 	���� �� ������ �� ������	 ������	


������	 �� �	 ����� ��"	� �� � ������ ; �� ������< ���� ��� ������ ����������
X
 4� ���	��5�� �� ������ �����< ��&��	� �� I ������< ���� ����� ��	����	 �� ��	��	�
�� ni ��	�������	 �����	 xij< ��� j ∈ {1, . . . , ni}
 ,� ���5�� �� ����"	� �� � ������
�����	������ 	������ ?

xij = µi + εij < i = 1 . . . I< j = 1 . . . ni,

�7 εij 	��� ��� ��� ������ ������� �� ������ σ2


, ����� µi �����	���� ���	������ ��	 ��	�������	 �� X �� ����� i
 :��� �	� &����0
������ �������	�� �� � �C�� 	������ ?

µi = µ + αi,

�7 αi �����	���� ���8�� �� ����� i< �� µ � ��"���� ��������� �� ����	����� ��	 ��	���0
����	 K������������� �� ���� �����N
 )�� ����� αi ��	����� ������� �� ������� ���



�

	���������� �� ��"���� ��	 �����	 �� ����� i �� ������ ; �����	 ��	 ����	 ������
 ,�	
�8��	 αi 	��� ��&�	 �� ��������� 	������ ?

I∑
i=1

niαi = 0.

, ��"���� µ 	������ �� ���	������ ?

µ =
1
N

I∑
i=1

niµi,

�7 N ��	�&�� �� ������ ���� ����	�������	 ? N =
∑I

i=1 ni


,��"����5	� ����� �� ����"	� �� � ������ ���	�	�� �� ������������� �� � ������
���������� X �� ������ � ������ ������ ?

H0 = {µi = µ, ∀i = 1, . . . , I} = {αi = 0, ∀i = 1, . . . , I} .

,� ��	� 	��8����� ���	 �� �������< 	�� ����	����� ��	 �����	 ��	�����	 xij< �� ������
����� � ������ ��"���� �����0������� �� � ������ ��"���� ����0�������
 $� �� ��0
���� �	� 	�������� ; ��� ����� F ���� �� D�	���< �� ��%���� ���"����5	� �����< �� ��������
; � 	�&��6������� �� ����+����� �� ������ ���	�����
 , ����� F �	� ����	� ���� �� 	����
����� ? �� ��	��� �� �����5�� �	�5��< ��� �����	���� � ���������� �� ��%���� ���"����5	�
����� ���	 ������� �	� ���� K��	 �����	 ��	 ���	 �	����	 	��� 1%< 5%< �� 10%N


����H� ��� �� ������ �� ��	���� �� ��	� ���� ��� ������ �� �����5�� �	�5�� 6���< ��
���	���� 	������ �� ��&�� �� 	�&��6����� K�%����� �� �&��	N< ��6�� ����� � ���	 ������
����� �� ��	��� �� �����5�� �	�5�� ���� ������� ���"����5	� ����� �	� ��%����
 :� �8��<
����+����� ���� ������ ���� ���%���	 =��� ���	���< � ���� ����� ������ �� �����5�� �	�5��
	�U	����� ������< �� �� ��&�� �� 	�&��6����� ���	��&�� 	�� � ����� ������� �� �����
������
 !��	�< ���� �� 	���� 6�� ; 1%< 	���	 ��	 �8��	 ���� �� ��&�� �� 	�&��6����� �	�
��������� ; 1% 	��� �	����	 	�&��6����	
 4� ���� ��	� ����� ���8��	 	�&��6����	 ; �Q< -Q<
���


,���"	� �� � ������ �	� &������	��� ; ���	����	 ������	
 4� ������� ���	 ��	
���5��	 �� �� �"�� ?

I �� %����� �� ������ ?
xijk = µ + αi + βj + εijk,

�7 xijk �	� � kième ��	������� �� � ������ X< ���� � ������� i �� �������
������< �� � ������� j �� 	����� ������
 ,�	 �8��	 ��	 ���� ������	 ������	 	���
��	����������� �����	����	 �� ��	 αi �� βj 


I �� ������ �� ������ ������������ ����� ��	 ���� ������	 ?

xijk = µ + αi + βj + θij + εijk,

�7 θij �	� ���8�� ������������ ����� � ������� i �� ������� ������ �� � ������� j
�� 	�����


I � ������� �	� &������	��� ���� ���� ������ �� ������	




�%�%� �� ��� ����*����,�� �� -�����

,���"	� �� � ������ ; �� ������ ������ �� ��	��� ����+����� ���� ������ 	��
��� ������
 ��	 ���	��� �� ������ ���	�����  ���	 �� ���� �������	< ��� �����	�
��	����� ��	�� 		�R ��� 	��	��	��� ? ���� 	� ������ ; ������� �����	����� ��� ����	 ���
���� �� �������	< ��� ��8��������� 	�&��6��������� ��	 ��	���	
 ,� �����5�� 	�����
�	� 	������ �� ���������� ��	������	< ���� ��	 �������	< 	� ��	���&���� 	�&��6���������
��	 ����	< �� �������
 ���� �� ������ �����< ��� 	������� ���	�	�� ; �8������ ��	 ��	�	
�� $������ ����� ����� ���� �� �������	 ? ���	� � ��������� &�' K,�	� $�&��6���
��8������ ������N �� D�	��� F�'G
 ,� ��	� �� ����� F�#G �����	���� ��� ��������� ���	
	��	��	���< �� �� �8�� ��� ���������� 	�������< ��� �� ������ �� ��	�	 ���	 �����

$�� ��%����� �	� ��	� �� ������	�� �� ������ ��������	 �� �����5�� �	�5�� �����	�	< ����
�� �������� �� ����5�� ���	������� ��	 ��	�	 ����	�	
 �� ����� �C��< � ���������
�������� ����
�����< ���	�0;0���� � ���������� ���� ����	 ��� ������ �� �����5�� �	�5��
	� ������	�< �	� �� ��"���� �������
 (� ��	���� �	� ������ �� �������� ; ����	�� ��	
��	�	 L &����� M< ���	�0;0���� ��	 ��	�	 ������ 	����������� �� ������ �� �������	

:� �8��< ���	����� ��	� ����"	� �� � ������ �������� 	�� ������������ ���� &����� ��
�������	< ����� ����	��&���� ���������� � 	��� �� �� &����� ������� ������� ? ��	 �������	
	��� �	�����	 �&��	< �� ����	 ������	��	 �� ����	 	��� ������	


(��	������	 �� ������ �����< ������� �� I �������	 ��������	 �� ��"����	 ����	0
	���	 K���	�0;0���� ��� ���� ���� ��	 ��"����	 ��	 �����	 ��	�����	 	�� ��	 �������	N
 4�
	����	� ������ ��"	� �� � ������  ���	�� �� � 	�&��6������� �� ���8�� �� ������ ���0
���
 , ���������< �� �"�� �����	��< ���	�	�� ; ��	��� ���8�� 	�� ��	 ��	�����	 �� �������	
�%�����	 �� ���	 �� ���	 ��	������	


!� ����	 �� �����		�	< �� 	��	0��	����� �� k �������	 �%�����	 	���� �� ���������
	����� ?

I � ��8������ ����� ��	 ��"����	 �� � 1ière �� �� � kième �������< �	� ������� ;
�� 	���� �������� �������� �� �������� �� �����5�� �	�5�� ����	�� α �� �� ������ ��
�������	 ��	���	 k


I $� � ��8������ ��	���� �	� ���������� � 	����< ��	 k �������	 	��� �������	 ����0
������	 K���	�0;0���� ���0	�&��6��������� ��	������	N< �� ��	 ����	��&����	 	�� ��	
�������	 �� �� 	��	0��	����� ��		���
 ��	 � �����	������� 6���< ��	 k �������	
	����� 	����&���	 ����� ���� ��������


I $�< ; �������	�< � ��8������ ���5�� �� 	���� ��������< ��	 (k − 1) �����5��	 �������	<
����� ��	 (k − 1) �����5��	< 	��� ���	 ������	 �� � �=�� ���5��


, ��������� �	� �������	�� 	�� ��	 (I − 1) �����5��	 �������	< �� ��	 (I − 1) �����5��	


$�� � 6&��� �
�< �
 �#< �� ��	���� �� ��	���� ���� ��	� �� ����� �8����� 	�� ��
������ ������� K���� ��	 ���� ������ �����	������� �� ���� �������	 �����	N ���� ��
��	�������� ������ J ��	 ��"����	 	��� �������	 	�� ����	����� ��	 %�&�	 �� ����������	

(���� �B������ �����	���� �� �������< �� 	 ������ �	� ��������������� ; � ��"���� ��	
��	���	
 4� ���	��� ��� 	���	 ����� &�����	 	��� ���������� �������	< ��	 �������	 1<
8 �� 4 ���� �=�� ����������	�	
 !� 	��� �� &����� (6, 2, 3, 5, 7)< ��	 �����	�	 	��� ����	
�������	 ? �� �������< �� &����� �� �������	 L ���������	 M K��� ��	���&��	N (6, 2)
������ �� &����� (3, 5, 7)< ��	 ��	 �������	 �%����	 2< 3 �� 5 	��� �������	 �	����	 ���
	�&��6��������� ��	�����	
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, 	������� ����� �����	���� � �	 �7 ������ ��	 �������	 �	� 	�&��6���������
��	������ �� 	�	 ���	���	 K���� �� &�����	 ��� �� �������	N
 ,��	��� ��	 &�����	 	�
����������< ��������������� ��	 ��	����	 ������� ����	 ��������


�%�%� �� ��� ���.����*����,�� �� /��0��.1����

9� 	�&�� ����� ������� ������������� ���&�� ; ����"	� �� � ������ ; �� ������<
��	 ���� �� ���5�� �	� ���0����������< �� ��� ������ ��� ��������� ����	��		�
 ,� ��	�
�� ����� �	 	�� ��	 ��"����	 ��	 ��	�������	 ������	 ; ����� �������< ��	 	�� ��	
��"����	 ��	 ��&	 �������	 �����	���


$��	 ���"����5	� ����� 	���� ������� �� ������ ������ ����+����� �	 � ������ ���0
�������< ��	 ��&	 ��"��	 �� ������ ��	 �������	 	��� ���	�	 =��� ���	 �� ����	 �&��

4� ���	����� ���	 �� ����5�� �������� ��������� �����	�� ��	 ����	 ����� ��	 ��&	
��"��	 �� �� ���	 �"%�����< ��"���� ��	 ��&	 �� �����	 ��	 ��	�������	 ? ���	������ ��
� ��"���� ��	 ��&	 ���� ����� ������� 	��	 ���"����5	� �����
 $��	 ���"����5	� �����<
�������� ��������� 	��� ��������������� ��� ��� �� χ2< �� �� ���� ���� ��	��� 	 	�&��0
6������� �� �������� ����� ������ �� �����5�� �	�5�� ������
 $� �������� �	� 	�&��6�����<
���	 ���"����5	� ����� �	� ��%����< �� �� ������ �	� %�&� ��	��������


,��	��� ��	 ������	 	��� ������	 K���	�0;0���� 	� ; ����� �������	�� �� �������	
������� 	�� ����	����� ��	 ������	< �����	���� �� �=�� ������ �� �����	 ��	�����	N<
�� ���� �����	�� �� ��	� �� D������ F� G


� �������� �� ������� ������������ ���������

,������ 	���	����� ��	 ���6�	 	��	�����	 ������ �		������������ ; ���� ��%�����	 ?
I ���������� ��	 ����������	 ��	 %�&�	 ? ����� ��"	� �	� �� &����� �8������ ��

���� �� �������< 6� �� ����6�� � ������ �� ������@������ J
I � ��	�������� ��	 �������	 ? ����"	� 	���	����� ��	� ; ������ �� �������� ��	

��8������	 �� ����������	 ����� �������	< ��	 �		� ; ������� � ��������� ��	



�����	�	 K����� �� ����0�������	< ����� �� ����0%�&�	N
 4� ������ �����������
����"	� ��	�������� �� ��	��������< ���� ��	���� ��	 ������ &���������< &�B�� ;
��	 ���������	 ����������	��������	


(�	 ��%�����	 	��� &���������� ������	 �� �������� ��	 ���������	 ��		����	 ���0
��������� ��	����	
 !��� �� ������� �� ��������� 	����� ������	����� �� ������	
	��	�������	< ���	 ����	 ������� ����������� �� � 	�������� �� ������	 ����	��


��� ��������� ������	� ��� �������

�&5	 F'�G ������� ��� ��	 ���6�	 	��	�����	 ������� =��� ����	&�	 	��	 � ����� ����
���� ��������	������< ��	 �����	���	 �����	������ ��	����������� �� �������	< %�&�	 ��
��	��������	
 :� ���	������ � �����	��� ��	 ����������	< �� ������� ���� �� �"�������
�� �����	��� �����


4� ���	��5�� ��	� I �������	< J %�&�	< K ��	��������	 �� L ����������	
 :� �� ���� xijkl

� ����� 8����� �� �� %�&� j< � ������� i< ���� �� ��	�������� k< ���	 �� � ���������� l


4� ���� IJKL ���"������� ��	 ������	 ��	� ���	������	 ? ; � �	� �� ����������	
(i, j, k, l) �����	���� � ��	��� xijkl
 $� ���� ���	��5�� ��� �&5	 �� �	 &����� �7 �
�����	��� ��	 ����������	 �	� �&�����< �� �������� ���� ��� �� ���� IJK< �7 �����
�����  ��� ��"����� 	�� ��	 ����������	


(� ���� ���� =��� ���	����� �� ���	����	 �C��	< ������ �������� ������� ��	 ���
��������� ��������5�� ?

I ��� %�����	����� 	����� �� K ������ K������
 × ��	�
N< ����	 ����� (IJ)k J
��	 ������ 	��� ��"	�	 ������������� ��	 ��	 ��	 ����	 ��	 ��	 �������	
���������	��������	 K������������� �� ��"	� �� � ������N J

I ��� %�����	����� 	����� �� J ������ K������
 × ��
�������
N J ���	� �� ����� ��
��� �� ����"	� ����������	�������� ��	 �������	 J �� ���� ������� � ��"���� ��
��	 J ������ K����� IKN< �� ���	 6������ ����	 %�����	�����	 ����	 ? I(JK) K��
���	��5�� ��	 I ������ (JK)i �� �������N �� (IJ)K K�� ���	��5�� ��	 K ������
(IJ)k �� ��&��N J

I ��� %�����	����� 	����� �� I ������ K��	�
 × ��
�������
N J ���	� �� ����� ��
��� �� ����"	� ����������	�������� ��	 %�&�	 J �� ���� ������� � ��"���� �� ��	 I
������ K����� JKN< �� �� �C�� ���	 6�� ����	 %�����	�����	 ����	 ? J(IK) ��
(IJ)K


(���� �� ��	 ������ �����	���� ���� ; �� ����� �� ��� 	�� ��	 ������	
 �&5	
	����&�� �� �H�� ������ �� ����� (IJ)K ��� ���� �������� �		� ���� ��	 ������� ��	
�������	 ��� ��	 ����� ��	 %�&�	


��� ����������� ��� �����

,�	 ����������	 ��	 %�&�	 F-�G 	��� ������������� ������	 	���� ��	 ����	 ����5��	
	�����	 ?



�

I � �
��������< 	��� ���� ������ ; ��	���&��� ��	 �������	 ��	 ��	 ��	 ����	 ��
������ � ��	�������� ���	����� J

I �� ���
��
�
< ��� ���� =��� �� ����� ��������� &����� �� ���� ; ������� ��	 �������	
�� ���5�� ����&5��< �� ����� ��������� ������������ ���� %�&� ; ��%������ �
��	�������� ���	��	����� �� ���� J

I � ����������< 	��� � ������ ���� %�&� ; �������� 	 ��	�������� ��	 �������	 ���	
��	 ��8������	 	����	 ����������


)�� �������� �� � ���������� &����� �� ���� ���� =��� ����� ; ����� �����
��"	� �� � ������ ; ����	 ������	 K������< ��	� �� ��������N ���� ����� ��	��������

,�	 �8��	 ��	 ������	 �� �� ����	 �������	��	 ������	��� �� �������������	 	������	 ?

I �8�� ������ ? � ����	 ���� �������	 	��� ��8�������	 K��	� �� � ��	������������ ��
����N J

I �8�� ��	� ? � ����	 ���� %�&�	 �����	��� ��8�������� ��������� �� ������� K��	� ��
������&������ �� � �������N J

I �8�� �������� ? � ����	 ���� ����������	 	��� ��8��������	< ���� ����	����� ��	
%�&�	 �� �������	 K�� ��� ��@�  ������ ��� ���	�������< 	� ������	����� 	� �������
��	 �� ������������� �����H��N J

I ���������� K������ × ��	�N ? ���� ����	����� ��	 ����������	< � ����	 ���� ������	
K�������< %�&�N 	��� ��8�������	 J �� ��� ������ ��	 �����&����	 ������ ������ 	��
�� %�&� �� �� ������� ����������	 K��	� �� ���	��	�	N J

I ���������� K������ × ��������N ? ���� ����	����� ��	 %�&�	< � ����	 ���� ������	
K�������< ����������N 	��� ��8�������	< �� ��� ������ ��	 �����&����	 ������ ������
	�� ��� ���������� �� �� ������� ����������	 K��	� �� � ���	���� ��	 �������	 �
����	 �� ����	N J

I ���������� K�������� × ��	�N ? ���� ����	����� ��	 �������	< � ����	 ���� ������	
K����������<%�&�N 	��� ��8�������	< �� ��� ������ ��	 �����&����	 ������ ������ 	��
��� ���������� �� �� %�&� ����������	 K��	� �� � ����������� �� ����N


(���� ��"	� ������ ���� ��� ��	�������� �� � ���������� &����� �� ����
 /����0
���	< � 	�&��6������� ��	 �8��	 ���	�����	 �� ��� ��� ������� � ��&������ ����� ������
���� �� �������	
 ,���"	� ������ ���� 		�R �� � L &��������� M �� � ����������
�� ����< � 	��	 �7 �� �� 	�&�� �	 ����� ���������� ��"����
 ���� ����� ��	��< �����
��"	� �	� &���������� 	����� ����� ����� �������� ��	 ����������	 ������������	


,�	 ��	���	 �� ����������	 ������������	 	��� ��������	 	�� ����� ��	��������
 $����
�� ������	�� �� �&5	< ��	 ���������	 �� ��	���������� �� �� ����������� 	����� ������	
	�� ��	 ������ (IL)jk
 O��� �� ���������	 �� ���	��	�	< ��	 ���������� �������������
��	 ������ Ik K��	���	 ��"�����	 	�� ��	 %�&�	 �� ����������	< ���	�����	 �� ��	��������N<
Ijk �� (IJ)k


, ��	�� ��	 ���������	 ������	 ���	� ���� ������� �	 ����	����< ���	 ���	 �������0
������ ������ ���� �� ��&���� ���R ��� ���	��� ������




�%�%
 -����*�������

)�� ������� ��������� �����	�� ���� ��	���� � ��	���������� ���	�	�� ; �8������
��� ��"	� �� � ������ ; �� ������< ���� ������� ���8�� ������� ���R ����� ��	 %�&�	

���� �� %�&� ���	�����< ��	 ��	���	 	��� ���� ��"�����	 	�� ��	 ����������	
 ,��	��� ��
��&�� �� 	�&��6����� �� ��	� �	� ��������� � ����� ����	�< �� ������� ; � ��	������������
�� %�&�
 (�� ��������� ���	� ���� �	 ��5	 �����
 ��	 �� �	 ���� �8�� ������� ��	����< ��
��	� �� ����� �� %�&�< 	���� �� ������������ ��	 &�����	 �����5������ ����8�������	
���������� ��U��� ���������� �� � ��	����������


�
 $������ F-�G �������	� �������	���� ����� ��"���� ��	 ����	0�"��	 �����0���������� ?
���	 ��	 �������	 	��� 	"	������������ �������	 ��	 ��	 ��	 ����	 	�� ������ ��	
����������	< ���	 ����� ��"���� �	� ������
 (�������< ��� �� ������� ���	������ �����
��	��� ����� ��� ����� �� ������ �� %�&�< �� ��� ������ ����6�� � ��������� ��	
��	����������	 ����� ��	 ����������	
 (��	� %�	������ ����%�� �� � ��	��� �� �����������


�%�%� ������$�����

4� �����	� �� &����� �������� ��	������� �		�� �� ����"	� �� � ������ �� ������
������� ������� �� %�&�
 (�� ��������� �����	���� �� �8�� ; ���	������� �� � ������
K	����	�� ���	���� ���� ���� ������� i �� ���������� lN �� � ������ ������� εil
 4�
���� �&������ 	� 	����� �� ���8�� ���������� ��	��� ; ����� ����� ��"	� �� � ������ ;
���� ������	 K�������	 V ����������	N


�%�%� ������

)� ��"�� �� ����6�� � ���������� ��	 �����	�	 ��	 %�&�	 ���	�	�� ; ������� ��	
��	���	 ������	 ; ����� %�&� ��"�����	 	�� ��	 ����������	< ��� �����	 �������	 ��
��"���&� ��	 %�&�	 �� ����������	
 4� ���� ��	� ������� ��� ��	��� �� ���������� ��0
��	�� ����� �� �� �� W����� F��G< ���U����� �� ���������� �� ��&	 	�� ������ ���	
����������	 ��	 �� ������� ' K	������ �
�
�< �
 ��*N
 �X	 F�*G �����	� �������	���� �����
�����	������� &������� ����	�� ������� ������
F��G
 .	�� 	�� �� ���U����� �� ������0
���� �� ��&	 �� $����� K���������� ��		���� �������� ; ��	 ��&	N< ���� ������ ��
��	���	�� � ���������� ��	 �������	 �������	 ����� ��	 %�&�	< ���� �� ������ �� ��������
�� ����5�� ���	��	��� �� �����


��	 &����	 ����������	 �����	����� ��	 ��"����	 ��	 �������	 	�� ��	 ����������	 ���0
������� 		�R 	��������� �� 	�		���� �� � ��������� ����� ��	 %�&�	


)�� !(� �������� 	�� �� ����� ������0������ K������
 × ��	�
N K	��� (IJ)kN< �� ��
���	 �� � �����	������� ��	 L ������	 %�&�	 M< ������ �� 	�		���� ��� ����	 �����	�	 	���
������������ ��������	
 ��	 �� �	 ����< �� 	��� �� �������� 	�U�< �� ����� L ������
%�&� M �	� ��5	 ������ �� ���� ��&&�


)�� ���� ��������� ����	&���� ���	�	�� ; ����� ��� ��"	� �� � ������ 	�� ��	
������	 �������	 �� %�&�	< ���� ������ �� �������� ���� ����������
 �����	 ; �� �����	 ��	
����� �� (������� F*G< ��� ���������� �� �����	����� ��	 ����������	 �� �� ���	 ��!(�



�

��������	 	�� ��	 ���	���	 �����	 �� ����� K������
 × ��	�
N


��� ����������� ��� ��������

,��	 ��	 ��������	 6���	< ��	 ����������	 ��	 %�&�	 	��� 	������ ��	����	 ; �����
�������� ? �� �	� ��� ����� %�&� ������������ ����@�� �		� ������ ���� ������������
����		���� �� ������ �� �������
 :� ����������< ��� ���� ����� �� ���	��	�	 ���	� �	
	��������	����� ���&��
 :� &�����< �� ���	��5�� ���� ��� ����	����� ��	 %�&�	 ����������
; �������


�%�%
 -��������� *�����*����������

,�	 �������	 	��� ������ ������	 ��	�������� �� ��	��������
 4� �8����� �	���������
��� ��"	� �� � ������ �� ������ ������� 	�� ��	 ������ (IJL)k
 ,��	��� �� ��	� �	�
��	����< �� ��	� �� �����F��G ������ �� ������ �� �������� ��	 &�����	 �� �������	 �	���	
�� ����	����� ��	 %�&�	


4� ���� �&������ ������� �� �������� 	�� ��	 ��&	< �� �����	�� �� ��	� �� D������


�%�%� -��������� *������*����������

(��	� �		������������ �� �H�� ��	 ���������	 ��	��������	 ����������	< ����� ��!(�
 4�
���� ���������� �� ��8������	 ���5��	 ?

I 	�� �� ����� IK ? ��	 ��	 ��������	 	��� ���������	 ��5	 ���� ��"���� ��	 ��0
	���	 	�� ��	 ����������	 �� ��	��������	 J 	������< �� ���%���� ��	���� ��	 ������
(IK)j 	�� ��	 ��	 ������	 �� �C�� ; ������ �� �������� ��	 ��8������	 ����� %�&�	 J
��������������� ��	 ����	 ����� �������	 �	� �����	� &�B�� ; � �����	������� ����
�� ��!(� K����� ��	 ������	N J

I 	�� ��	 ������ I(JK) �� (IJ)K ? ��	 ��	 ��������	 �������� ���	 ������ �� �
��������� ��	 %�&�	


� ��������������� �� ��������� ������

,�������� �����	�� ��	 ����� ��5	� 	� ������� �� ���	����	 	����	 �� �����	 ��		�0
������� ��	�����	 ; ������� 	���	����� �� ���6�	 	��	�����	
 :��� �	� ���� ������ �������

4� ������ �� �; �� ��%�� �� � ������	���� �� ������������ ����������< ; ������� ��
����5�� ��� ���������� �� �"�� ���������< ������ ������ ��	 ������	 �� 	����������
����� �������	
 (�� 	�&��6� �������� ��� ����� ��"	� �� ������ ; � ���	���� ��	
��	����	 �����0�������	< ����� ����� ������	 �� ��&	


(�������< ������������ ���������� �������� ��	 ��	 ���6�	 	��	�����	 ���	� �	 ���0
��5������ �&�����
 :� �8��< ��������� �	� ���	 ��������� ������� (���
 :��� 	���	5�� ��	�
��	 �� ���� �� � ������� ��	 	��	0��	�����	 +��	< �� ���5�� ; �������� ����� ������



������ ����� �������	< ���� ��&�� �� ��������� K�� ��		�������N
 (����0�� �������� �������0
���� ����� ������	���� (��� �� ���������	��� ��	 ��	���	 ����������	


,�������� �	� ������ ��� �		������������ ��
������
 ,�	 �����	 �����	�	 �� ����	���
	�� ����� ���� �"����5	� ��� ����� ����� �������	��� ������	��� �� � ������� ��	 	��	0
��	�����	 +��	
 ���	 �� �������	 ���� �	 �� ���5�� ��		���� �� ����"	� �� � ������<
�� ��	 ��	����	 �� ����"	� ��	 ���6�	 	��	�����	 	����� �������� ��	�������	


:�6�< ����� ������� �	� �� �"�� �������< �� ��	 ��	���	 		�����	 �� �������	 	���
��"	��	 ���%��������� 	�� ������ ��	 ����������	< ��	 ���	 �� ������ �� ����	< ��
��� �	 � ����� ���� �����		�	 ��&��&���� 	�� ��	 ����������	 �� ��"����


���	 ����	 �������� %�	��6�� ����� �� ��	 �����


 �� !�� �������� ������	�

,���"	� �����	������� ������� �� ����"	� �� ���6�	 	��	�����	 �����	���� ��� �0
������ ���&����
 (���� ���	 �����	 �������� ������< ��	 ���5��	 ��	 ���	 �����0
���� �	���	 	��� �� �8�� ������	 �� ����"	� �� � ������< �7 � ��	��������� ��	 ��	���	
8�����	 ; �� �=�� ������� ���	 ��	 ��8������	 ����������	 �	� 	����	�� &�		�����
 ,
��"���� ��	 ��	���	 	�� ��	 ����������	 	��� ; �	����� �������	��� �� � ���������� ��		�����
�� �� %�&� ���� �� ������� ���	�����
 )� ��������� 	�� ����	����� ��	 %�&�	 ���� ��	����
������ �� �������� ��� ����� �������	��� ���	��	�����< �����	��� ��	 ��	 ��	�	 	���	�����	
�� ��	 �����	�������	 ; ��� �� ���	����	 �����	���	


,������� ���	� ������� �	 ����&�� � ������ 	��	�����
 ! ����"	� �� � ������<
���	 ���	 �� ��� ���� ���� �������� ��	 ��	�	 �� W��	Y�0Z���	 �� �� D������< ��� ���0
������� �� �������� 	�� ��	 ��&	
 , ���������� ��	 %�&�	 �	� �����	 ������� ; ����� ��	
���U�����	 �� ���������� ������� �� W����� �� �� $�����
 ������ ���< ��	 ��	����	
���	��	���	 �������� � ���������� &����� �� ����	����� �� �������	 �� �� ���� �� %�&�	<
������� =��� ���	����	 	��	 � ����� ���� ��	� �� ����� ? ������������ 	"������	�� �	�
���	 �������� ���������
 /����	 ��	 ���������	 �	�����	 �����	������ ���� ��	 �����0
����	 �������
 (�������< ����	 	��� ����������� �����	��	 �� ���������� �� ���������	
����������	< �� ���5�� ��������� ������ �	 �����5������ ��%���


,����&������ �� ����� ������� ����� ���� � ����� �� ���	������ ��	 ���6�	 	��	�����	
����� ��� 	����� ������������ �����	������� �������
 ,���������� �� ����� ������0
���� �	� �8������ ����0;0��� �� ���� �� ����"	�< �� ��	 ���6�	 ���0�=��	 	��� ��	����
��6���������� �������	
 (�������< ����� ���	 �����	 ��%; �����	�< ������������
���������� ��	 ���6�	 	��	�����	 ���	� �	 �&�����< ���	��� ��	� ; ���6� ��	 ����������
�� � ��	��� �� ��������� 		����� �� �������	 �������	
 :��� ���	� ���� ���	 ��������0
��� ����� ��� L ������� M �� L ��	���� M< ��	 ����� ��� �����	��� �� ��������� ��
������������ ���������


(� ����� �� ��������� ������ +�� ����H� ��� �������� ���������< �� L �	��� M< �	�
������ �� ���	����	 �&�����	 ��� ���	 ����	 �������� ����������




�

�%
%
 2� ��3�� �� ,���������4

��	 ��	 �������	 ����"	� �� ���6�	 	��	�����	< �� �	� 	������ ���	 ��� ��	 ���6�	
	��	�����	 ��� ��� ����� ����������
 4� %�&� ��	� ��� ��	 ��	���	 �������	 �� ��	 %�&�	
	��� ����������� ��������	 �� �����	���	 ��	 	������< �� �� ����	 ��� ��	 ����	 �����
��	���	 	��� �������	 �� ����	 �������	���	


���	 �����	�����< ���� ���5��	 	��� ��		�������� �������	 ���� ������	�� � �������
����� �����	��� �� 	������	 �� ��	��� �� �� %�&�< ���� L ��%������ M
 ���� D������ F��G
F-�G F� G< ��� 	��	���� �� ���� %��	 =��� ��	���� �����������< ������� ���� ������ ;
������ ������ �� ��8������	 �� 	��	����
 ,�	 ��8������	 	��� ��	����	 	�� ��� �������
�����������
 9� ��	� ��� �������	��� �� � 	��	���� ���� ����������� ��� �� ��&������ ��
� &������ �� 	������	


(����������� ; D������< $�����	 F'#GF-�GF� G ���	��5�� ��� ���������� ������� �	�
��		����< �� ������ ; �� 	������	 ������
 ,�	 ��	���	 	��� �8������	 	�� ��� ������� ��
������
 9� ��	� ��� ���	� �� ��&������ �� �������	��� �� � 	��	���� ��� ���� �����������
��� �� ��&������ �� � &������ �� 	������	


,�	 ��8������	 ����� ��	 ���� ���5��	 	� %�	��6��� �� �����	 �� ����	 ���������	 ����0
������ ? ��	 ��� ���	 ���� ��� �����	 ����������������< � ����	 ���� ������	 	������<
��	 �������	 ���������	< �� 	�� �������	 ��&�	 �� �������	


D������ �� $�����	 	��������� ���� 	�� �� ��� ��� ��	 ����	 �������	��� ����� 	��0
���� ������� =��� �����	 �������������� �� �� ������ �����
 (�������< ����	�������
������ �� ������	 	��	�������	 	����� �����&��� �� � ��U����� �� ����� ����������


:� �8��< ��	� ����� �� ��%; ������< ��=��� ����� ���	� ��� ��U�������� 		�������
; �� ��	������� �� ��	���
 ,�����@������ ������� � 	������� �� 	�	 �����	�	 	�� ��	
����������	< ��	 �� &����	 +��������	 ���	�	����
 �����	������< �� �������� ������	
�����������	 	��	�	����< �� ���������� ������� �	"�����&����< �� �� 	����� ����		���� ��
	��� �	����� ���������


���� �� %�� �� ������	 	�� ��	 �����	 ���	������	< ���	 ���	 ����6��� ���� ������
�� ����������	 ���� 	�������� K�1N �� � ���������������	< �� ��� ���	  �����	 �� ���	����
������������ ��	 ������5��	 	�����	 ?

I :���� ��8�����	 %�&�	 ���� �� �=�� ��	��������< �� �	� 		�R �������� �� ���	����
��	 ����	 ��������	 ����� ��	 ��"����	 ��	 ��	���	 ���� �=�� �������< ��&�� ��	
������	 ����0%�&�	 �����	 K��
 6&��� �
'< �
 � N
 ,��"����5	� ����� ����� �������
K�	������N ��	 ��	���	 ������� ; ���	 ��	 %�&�	 �����@� ���	 �	 �������� J

I ���� �� �=�� %�&� �� ��	��������< �� ���	��� �����	 ��� ��������� ��&���5�� ��	
��	���	 ������	 ; �� ������� ����� � ����	 ��	 ����������	 K��
 6&��� �
-< �
 � N<
���	 ��� ���� ���� ���	������ ��	 �������	 ����� �������	
 9� 	����� ���	 ��U����
�� ���	������ ��	 ����	 ; � ��"���� ����� �������� �������	< �� �� ��@� �����0
���� ����&���� ��� +�������� �� �������	��� �� � ����������< �� ���� �� ����	 ��
	 ��	��� J

I ������ ���< ���� �� �=�� %�&� �� �� �=�� ��	��������< � ������ ��	 ��	���	
8�����	 ; �� �=�� ������� ���� =��� 		�R ��������� � ��&�� �� � ����� ��
���������< ������������� ���� ��	 �������	 ����H� 	����	 � ������ �� ��������� K��




6&��� �
 < �
 �1N
 �=�� 	��	 ���"����5	� ����� ��	��������� ��	 ��������	 	�� ��	
����������	< �� �������< �� ���� ���� ������ �� � �����	��� �� ���	������� �� 	��
�	������ 	�� � ����������	
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Répétitions JUGE 5 – descripteur OPAQUE 
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Répétitions JUGE 7 – descripteur OPAQUE 
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Répétitions JUGE 4 – Descripteur BRILLANT 

���� �
- I :������ ����������� ��&���5�� ��	 ��	���	 ? �� ������� ��� ��&5�� �������
��	 ��������	 ; 	� �������� �� ������ K�� �	 �� ��� ? ����������	 � ; �1N

(�	 ������5��	 �� 	��� �	 ���%���	 ���	���	< ��	 ��	 ���������� �������	 �� 	��0
��&��� � ��U����� �� �����6�� ��	 ����	 �� ���������� ����� �������	


��	 �� ������ �� �������< �� ��&&� ����� ���� ����H� ; �����	�� ��	 ����������	
���������	
 , ����� ���� �������� �	� ��	� �������� ; ����� ����� ��������� �������5��	 ?
L &��� M< L �� ����� ��"���� M< L ����� M< ���
 ����� ������� ���5��< ������������ ���5��
�������� ��� ��������� ����� ���������� ? � 	��� ����� ��������� ������< ��	 �����	
��������� �� �8�� ; ��	 ��&�	 ���	��	�����	 �� �����	
 4� ���� ���	������ �� �����������
�� ����� ����� ��	�����	�< �� �C�� �������	� �� L +��� M< �� ������� ? ��	 ����6����	 ��
����� ��������� �����	�	 	��� ��5	 ��� ��������
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Répétitions JUGE 2 – Descripteur GRANULEUX 

���� �
 I :������ �� ����� ������ ��	 �������	 L ��"��	 M

9� ����� �		� ��� � ����� ���� �������� 	��� �������� 	��	 ����� �����������	
 ��	 �
����� ����� ��	�������� 	���������� ���������� ���� ; ��		�� ������ ��� ����� ��������
���	� �	 L �������� M
 4� ���� ���	������ ����� "  �� ������ ��	�����	����< ����0=���
���	 �����	�< ��	 ��� ��	�� �������� �������


9� 	����� ���� ���� ����� �	� ��		���� �� L �����6�� M �������	��� ��	 	��	����	 ? �� 	�&��
���	 �����	����� ��		����� ��� �����	��� ; � ��������� �� ������� � ���	 ������
 ��	
�� �	 �� ���������� �� � �����< � ��	�����	���� �� ����������� �	� ������������� �����
K�������	 L �����	 M ���������	N< ��	 �� �	� ��������� ���������� ����� ����������
�� �� ����@������< ������ ���	 �������� ��� � �����	��� ���&�� �	� &����


(�������< ������������ ����� ���&���� �����	���� ��� 	������� ��5	 ��������5��<
�7 � ��	��� ��"	���� �����	������� ���	��< �� ��� ����%�� ����� �����	���� ����0;0���
&������	��< �� ����	 ��	 �������	 	�������	 �"��	 ? ��  ���	 �� �=�� ��� ���� 		�R
�����	� ����� ����� ���<-�� �� �� �<1��
 ��	< ���%���	 ��	 �� �	 ���������� �� �
���&����< ���������� �� �������	 �����	 ���� ��%; 	������ ����	 �������� ? � ��	����
����� ���� ����� ? ��� �� ���P ���� �� ����P , ��&���� ���� ���� �����������< �- ��
�1 �����	 P �5	 ��� ���� 	��� �� 	�������	 ���	��	< �7 ��	 ���������	 	��� ����	 ���	����	<
� ��	��� 	� ��� ���	 ������� ? ��	 �� �	 �� � ���&����< �� ���� �������� ���� ������	
; ��	 ������	��	 �� ������������	< ���� ��� ���	 ��	��	��	 ���� &��� ������ ��
���������	
 ��	 ��	 �� �	 ��������< �� ��������5������ ���	��� � ��	��� ��"	���� ���	�
�	 ������< ��	 ���������	 ��	���		���< �� � ��	��� ������� ���	 �	����	�


D��������< �� ���� ���	������ ��� ���������� ���������� �	� 	��	0������ �� ���
�������� ������� ; �� ����������� ����������� ������	� �� ������������� ��	������

,� �����5�� �� ���������� 	��	������� ���������� ����� ��	 ��	 ��"��	 �� �� ����	
����		���	 ; ����������� ���� ����������� ��� �������� ; �������	��� ��	 ����	 �� ����������
�����	 �� ���� 	��	
 $� �� ��	�������� �	� ������< �� ������� �����"� �� �� %�&�< 	��
����������� ��	��� ��=��� ����������� ����
 ,�����@������ 	��0�0�� ���	 	�U	�� ���� ���
��������� ��������� �� ����������� 		�R ����� P O������	 	����	 �� 	�U	��� ����0=��� �	



; �� ��� �����		�	
 ��	 	������< 	��� ���	� ���	����� ���; ����� ��	 	���	 ��%��	 ; ������<
�� ���� ������ �� 	 ������ ? 	� ����	����� �� �������	 ���	� �	 �� ����� 	�U	���<
�� ���� �� �8�� ��&���� ��� �� ����������� ���C� 	��� ��	�U	����� ��	�����	�< %�����

, ������� 	���� ���	 ��� �������� �������� �� �������	��� �� � ����������< ��	 ��
����������� ���	 ����� ������� ��������� �� �����	�� ����� ��������< %�	���; ��� ������ ���
����� ���� ��8������ ? ��	 ����������	 �� D������ �� $�����	 ; �����&��� �� �����	 ��������	
	��� ������������� ��������	 	�� �� &����	 �������	 �� 	������
 !�������� ���< ��	 ��
�	 ���� 	"	�5�� �� ���������	 ���� �����< ��	 ����	 �� ��	���	 �� 	��� �	 ����		�������
�������	 �� ����	 �������	��� �� ����������


(�	 ���	��������	 ���������� �� ������ �� ����� � ������ ��	 %�&�	 ; �����6��
�������	��� �� ����	 ����������	< �� ��� ���� ; ��&������ ��� ������	���� ���0����������<
�� � ��������� ������������ ������� ��������


�%
%� -� ,��������4 5 ���������

,� ��%�� �� ��������� �� ����		��� �	 ������������� �� ������	 ; �������� ? �� ����
��&���� � 	������� ������������ ���� ��������� ��������< ��� ��8������	 �������	
���������� ��������	 KL ��5	 ����� M< L ����� M< ���
N< ��� �����6��	
 (�� �����������
�� �������������� �� ��������� �����	�� �� ��	 %�&�	 	���� ��	 �������	< �� �C�� ; ���������
��	 ������	 �������	 �� �����	 ��������	
 /��� �� �����5�� �������� ���	 � ����� ��
��������������
 $� �� ������	&� ��������� ���R ���	 ��	 %�&�	< ��� ������� ; ���	������
�����	 	� 	��� 	���������� ���	����� �� ����������� ������ K������@������ ������ �	
%�	��� �; �� �����	 ��������	N ? ��� ������� ���� =��� &��������� 	���� �� ��� ������� ��
���������
 (�� ���������� �� ���	������ ; ��� �������� �� �"�� ����������< ��� ����
 �	����� ��� ���	�������
 )� �������������� ������ ; ����� %�&�< ��� �� ������
�� �������	 ���������� 	���� ���	 �����
 (�� 	����	���� ��������	 ��� ��	 %�&�	 	�����
�����	 �� �������� ����	 ���5��	 � ����	 ��	 ����������	< �� ��� ���	� �	 ��� ���	
		���


,� ��������� ������< ���� ����� �� ����		��� �	 �� �����5�� �� ��������������<
��@� ���� ���	 �	�


 �� !�� �������� ����������� ��	�����

����� ����� ����� ��"	� ��	�������� ��	 ��������	 �������� ��� �������� �������
�� � ��U����� ; ������	�� � ��	��������� ��	 ��	���	 �������	 �� ��	 %�&�	 � ����	 ��	
����������	
 ��	 �� ��&���� ���������< ���	 ���	 	����&�� ���� ��U����� ; ������
�������������� ��	 �������	
 ��	 	� � ��"���� ��	 ��	���	 		�����	 ; �� ������� ��
������ �	 ����������� �������	��� �� 	������	 ����� �����	����< � ��	��������� ��	 ��	���	
��	�� 	�	�������� ��=��� ������	��


(�� �����@� �������� �	 �������
 ����� ���< � ���������� ��	 ��	���	 �����
%�&�	 	����� 		�R �������
 ,��"����5	� ����� �=�� ��� �� ��	��������� ��	 ��	���	 ��0
�����	 �� ������� �� ��	�������� ���� ����	����� ��	 %�&�	 ���	� ���� �	 ����������
%�	��6��




�

������ ���< � 	������� �	����� ��� �����	���� �� ���5�� �� ����"	� �� � ������
�	� ��������� ; ������	 �&��	< �=�� 	� ���� ���	��5�� ��	 ��	���������	 �� ��	���	 %�&�
�� %�&� ?

I ,��"����5	� ���&���� �� � ������ ��	 ��	���	 	�� ��	 �������	 ���@� ��	������

��	 �����	 F'1G ��� ������ ��� ���������	��� ���� ���&�� 	����� ��	 �������	< ��
����� �� �������� �� � ��	����� �� � ����� ��"���� �� ����	 ��	���	 	�� ��������� ?
����H� ������ � ������< �� ����� �� ���������	
 ���	 ���	 �8���������� ���	��� ��
������5��< ����� �� ������ � 6&��� �
1< �
 �#< �����	����� �� &���� ��	 ����0
�"��	 ��	 ��	���	 	�� ��	 ����������	< �� �������� �� ���� ����� ��"���� K�����
����� �����	���� ; � ��	��������� �� ��	���	 ���� ������� ����� �� �� %�&� 	����
�� ��	�������� ����������N
 ���	 ���	 �&������ ���	��� ��� ����� ������ ����
���&�� 	����� ��	 %�&�	 J

I (��R ������	 %�&�	 �� ���� ������	 ��	��������	< ��	 ��	���������	 �� ��	���	 ������	
; �� ������� ����� �� 	��� �	 ����		������� ��������	
 (��	� �� ��� ���� ���	���
	�� � 6&��� �
*< �
 ��< �������� ���� �� ������� 5< ����� �� ��	 %�&�	 - �� # J

I ,��"����5	� ������������� ��	 ��	���	 �����@� �	 ��� ���	 ��������
 :� �8��<
	��	 ���"����5	� ����� ��	��������� ��	 ��	���	 	���� 	�� ��	 ����������	< ����
����� ������� �� 	���� ����� %�&�< ��  ������ ���	����	 �	 ����� ����������
�����	�� ��	 ��	���	 ����� �������	 K��
 6&��� �
#< �
 ��N ? � ����	 ����� �=��
����������< ���	����� ������� �	� 	��0���� �� 	��	0���� �� ������ ; � ��"���� ��
	�	 ��	���	 	�� ��	 ����������	< ��	 ��	���	 ��	 �������	 ���	��	 	������ &���������
� �=�� �������
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���� �
1 I :���	0�"��	 ��	 ��	���������	 �� ��	���	 �� �������� �� ���� ��"����
 , ������
�����	���� � �������� ���"�H���� ������� � ������	�� �� ����5�� ��	 �������	0����	 	��
����	����� ��	 ��	�������	

(� ������� ����� 	�� ������������� ��	 ��	���	 	����&�� �� ���� 	���� ������		��
�� ���������� 	��	�������
 4� ���� �� �8�� 	� ������� 	� �� ������ �� ����� �	 	��



 

���� �
* I ��	���������	 ��	 ��	���	 ���� �� ��	�������� 4�!O):< �	�����	 �� � �������
�� ��R��
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Répétitions JUGE 7 – Descripteur NACRE 

���� �
# I :������ �� ��������� ����� ��	���	 ? �� &����� �� ������� (1, 4, 6) 	���� ��
���������� �� �����	 �������	 	�� ��	 ����������	
 �������< ����	 ����	 ������	 ��	����
	����	< ������������� 	�� ��	 ����������	 �� ��� �� � 6&��� ? ����	 ��	���	 ����		���
���� ��������	



�

L ���	��� M ��	 ��	 ��������	 ��	 %�&�	
 :� �8��< D������ ���	��5�� ����� %�&� �� ����
�������� �� ���� ����� ���� �������	< ���; � ��������� �� ��� 	�������� 	�����������
� ���� ���������
 ,��������� 	� ��� ���� 	�� �� ���� ������
 ���� $�����	< ����������
������� �	� ����	��� �� ������ ; �� 	������	 ������
 ��	 �; ������< �� ���� ���	������ ��
���� ���������� ����� ������< ���	������ ��������� ��"	���� �	� ����		���
 :�6�< ��	
��	 ���������	 	�����	 ���������� 	�� ������� �����������< �� ���� ��������� ���������
��������� ��	 %�&�	 ; ���� �����	������ ��	 �������	 ��"	����	 �� �����	 �� ���������


$� ���� ��	� ����� ����	 �� ���� ���������� ������< �� ���� ��������� ���������
��� ��	 �������	 ����=��	 �� ���	������� �	 ����		������� ��	 	����	 ���������	 ���������	
�� �� %�&� ? ���� ���� ������� ���� ��5	 ���� 	����� �� ��������� K�� ��� �	� ������� ��
�������� ���������N
 ��	 �� �	< ������������� ��	 ��	���	 �� 	���� �	 ����	�<
�� �� ���5�� L �	��� M ����� ����� �� ����"	� �� � ������ ��������� ; ��� �����
������������
 :� �8��< ��	 ��	���	 �� ����� ������� 	��� �����������	 ����������������<
������� 	��	0%���� ������ ��	���� ��������� ���; �����	 ����	 ��"����	 K��	� �� �����N

�� ���	������< ������������ ������� �� ����� ����������< ������ 	�� ��	 ��&	 �� ����	
����� �������	< �	� �� ����� ������
 �� �=��< ��	 ��	�	 �� D������ �� �� W��	Y�0Z���	
������		��� �	 ����� ����	 ; � &�	���� �� ����� ���������� ������� ? �� 	��	������
��	 ��&	 �� ��	���	< ��	 ������		��� ������������ ����������< 	�	 ���� ���� ������
�� ��������� ������ K��	 ��&	 	��� �� �8�� &���	 ����� ��	 ��	���	 �	����	N


��	 ����� �"����5	� ���� ���� ���������� ������< �� �������� ���� ��%; ������0
���� �� ��������� 	���	����� ��� ������ �� ������ ����� ���������< �� �C�� ; ���	�����
������&���� �� ������������ �������


(�������< ����� �"����5	� ���	� �	 �	������� �����	�
 :� �8��< �� 	����� ���	�� ��
� ��U����� ; ��������� ��	 �������	 ��	 ��	���	 	��	�������	 �� �� ���5�� ��������	��
	����� ����� ����� �� ����"	� �� � ������< ���	 ������� 		�R ������������ ; ���
��"	� ��	�������� ���������� �� ����������
 :� �8��< 	�	 &����� ������������� �����
��	 ��	���	< �� �����	����� ����� ��� �� ��	��������� ��	 ��	���	 	�� ��	 ����������	< ���	
��������	 ��� 	����� ������� ��
������< �7 ����� ���������� �	� ������ ������������
��	 ����	
 :� ����� ���������������< ��� ������� ; ���	������ ����� 	���� ����������
K�� ����������N ����� ��� ���������� ������< ��� 	�� �������� ������
 ,���"	� �����0
��� ���� ��&��&���� 	�� ��	 ����������	< � �������� �� �� ��� �	� ��� ��	 ��	 �������	
����&��� ����"	� �� � ������


(���� �C�� �� ��������  �����&� �� ��������� �� ��������� ��	 ���������

 :� ��0
���< �� %�� �� ������	 ��	 ; ����� ��	��	����� �������� �� �������� �������	 �� �������	
��������� �����������	 	�� ��	 ����������	 ? ��	 ��	���	 ������������� ��&���5������
��������	 ������� 	� ������� ���	������� ��	��&��	��	 K��
 ������� � �� � 6&��� �
��< �

��N J �� ����< ��	 �������	 ������� =��� ��&���5������ �����	�	< ��� ��	 ����	 �� ��	���
��������	
 $�< ��	 �� ������� �	< �� ���	��5�� ��� ��	 &���	 ����	 �����	��� ��	 ��	���0
�������	 ���������	 �� %�&�< ���	 �� �	� 	�	 ����� ��������� �� 	����&��� ��	 �����	���	<
����H� ��� ��������� ��� ��	��� ������������ �� ��"����
 ,���"	� �� ���������� 	�����
�� ��&��&���� ������ �������� �����	����� ��� �����&�


:� ��6������< ���	 �����	 ���� ���� ��� ������� ��	�������� �������< � 	��	 �7 ��	
��	���	 ����� �������	 	����� ��"	��	 ����������� ��	 ���	 �� ����	< � 	��� �����
�=�� ����������
 ��	 ��	����	 ���	 	"���������	 	����� ��	���� ������	< ��5	 &��&����
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Répétitions JUGE 5 - descripteur NACRE  

���� �
�� I :������ ���������� ������� ? ������� �

	�� ��	 ����������	< ���	 	�� ��	 %�&�	


 �� !�� �������� "���

9������������ �� ��������� ����	��< �� ���� ���	������ ��� ��	 ��	���	 �����	��
��	 ���6�	 	��	�����	 	��� �������	 ����� ��� ���������	���
 ,��������	��� ���	��< �� 	����0
�� ����� ��	�� �� � ���������� �� ��������� ? �����	 ��	 �������	 �� ������� =��� �������	
; � ������� K�� ���	������N �� %�&�


��	 ����� ������������ �������� �����	������� ���������	��� ��	 �������	 �������	
�������	 �� ������ ��	 ����������	
 (�< ���� ��� ���	 ����	�� ��� ������������ ��������
����������< ������������ ������� ��	�� �������	�


��	 �� �	 ��������< ����� �������	��� �	� ��������5������ ��������
 :� �8��< �� %�&�
��"�� �	 ��5	 �� ��	���	 ��%; 8�����	< �� �� �������� ��	 ��U�����	 ; ������
��	 �������	 ������� ����� ���C���< �� ������� ���������< ����� ��	 �������	 ��5	 	�������	 ?
����	 ��	���	 ��	����� ��=��� ��������	 &��		�5������< ��� �������� 	���� �� ��	��������
&��������� �� &����� �� �������	 �� ������ �� �������	 ����=��	
 ���� ��	 �������	
������	< ������������� ��	 ��	���	 �	� �������� ����������� 	�� ����	 �������	 �������	

(��	� �������� �� �	� �		������ �� � ������� �� ������


,��������	��� ������ � ���� �������� �	� �� ����� ��8������
 :� �8��< 	� ���� ���	�0
�5�� � �=�� 	������� ���� &����� �� �������	 ��5	 	�������	< �� %�&� ��	��	� ���	 �� �
��		������� �� ����6�� � ���������� ����� ��	 ������	 ������� ��	 ��	���	< �� ��	 ��0
����	 ������� ��	 �����	���	 �� ���������� �����	�������	
 ,��������	��� �� ������������
������� ���@� ���� ������� ���	 �������
 :��� ���� �	� �������� �	 �	����< �� �� 	�
���� ��� �� %�&� �� 	��� �	 �����5������ ������ ��	 �������	 �������	 ��������	
 ��	
��� ����� 	������� �� �����< �� �� ������������ ������� ; �������� �� ������	 ����	
�� ��	���	 ���� ������ ��	 ��	����������	 ���������	
 ,�	 ��	���	 �����	�������	 	�



�

������� ��	� ���������	< �� 	�U� ���� �� ���	������ ��� ����������� ��	 ��	���	 ����
�������	�� ��	 �������	 �������	 ������	�	
 ,; ������< � ������	���� ����� �����������
��	 ��	���	 ������ ���� �� ������ ������ �� ���������	��� ��	 ������	 �������


O��� ��� 	��� �� ���� ���������� �����	�< �� ���	��5�� ���� ���"����5	� ����� ��	���
�������	� ����� �		��������


(� ��	���� �	� ���	��� ��	 �� �������	�	 �������	 ����"	� 	���	����� ��	 ���6�	
	��	�����	< �� ������� �� ���	 	������ ; �������� � ���� ��������	��
 ��	 ����� �����
�������� ��	 �"����5	�	 ���������	 �� ���5�� �� ����"	� �� � ������< �� �� ���	������
��	 ����������	 ����������������< ���� ����"	� ��������	�� ����	 ������
 ���	 ��������	
���� ���	 �������� ���	 � ������� ��	 	��	0��	�����	 +��	< ��� ������ ��� &�	���� ; � ���	
	����� �� 	��	��	��� �� ���������	���


,���"	� 	���	����� �����	�� 	�� ���� �		������������ (��� ? ���������	��� ������
�� ������	 �������	 	�� ���	� �� ������ ��������< ���	 ���������� ��	 ����	����� �� �
��@�� �� ���������
 ���	 ���	 �������	 ���� ���	 ��� �����
���� ������� (���


 � #� 	������ "��� �� ���	$�� �� ������� ��������		��

, ������� ��	 	��	0��	�����	 +��	  �����	 �� ��%; ����	� ���	����	 �����	���	 ��	 ��
������ �� ����"	� �� ������	 	��	�������	
 (�������< ���� ��	�� ������ ��5	 ��&����< ��
�� ����������< �� �����	�� ; �� %��� ����� ������ ��5	 ������ �� ���������	 +���	 ����"	�
����������� �� ������	 ��������	 �� ���6�	 	��	�����	
 ���	 �� ��������	 ����	 �������	
��	 ��� �����5�� �����< ���	 ���	 ���	�������	 ��	 � 	������ ��� ���� �����	����
�� +�� ������ � ������ 	��	�����< ��� ���� ; 	� &������	�� ? �� �����5�� �� ����������
�� �����	�	 	��	�������	
 ���	 �		�����	 �� ������� ��	 ��������	 ��	 �� %�� ��	 ��	
�������	< ��� ���� ; �����&��� �� ����� ������	���� ������� +���


�%�%
 6��)��,�� ���� �������� �� ���!� �������

���	 ���	 �������	 ������ � ����� �� 9
 )�������� �� (
 .����� F-�G< ��������
L !��"	� �� ���6�	 	��	�����	 �� ��� ������� �	�� 	�� �� �������� �� ��8�	��� �� �
������� ��	 ��	�����	 +��	 M
 ! ����� �� �����	 ��������	 �� �� ���� �� %�&�	 	��
��� ������� ; ����	 ������ �������	 KL �	��� M< L ��5	 ����� M< L ����� M< ���
N< �����
������� ������ �� ������� ���� ����� �������< �� ��
����� (�� �����	����� �������	���
���	��	����� �� ���������� �� ������� 	���� �� ��	�������� ���	�����
 (�� ��	�����< ��6��
	�� ��������� ������< �	� ��� L +�� M< �� �� 	� �������	� ��� �	 �� �� ��	����� ��		����
������	 ������ K�� ��
 L ����� 4) ��5	 ����� MN< ��	 �� ��� �������� 		����� ��
��&�� ����������� ; ����� �� ��	 ����	 K��
 � ���	������� ��	 ��	�����	 +��	< ��	
� 	������ �< ���
 �< �
 �1N
 , ��������� �� ��	 ��&��	 �8�� ��� �����	������� ����������
�� ���������	��� ��	 ��������	


(�	 ��	�����	 +��	 	��� ��	 �� ������� ����	 ���	�����	 ; ����� �� � ��	���������
��	 �����	�	 ��	 %�&�	< ���	 �����&�	 �� ����� ���� �������� �� ��8�	��� ? ����� ����� ����0
���� �� �� %�&� K	��� �� ������ ���� ����� ����	� 	�� ���������N �	� �����	������ ����� ��
��	����� +�� �� �����	
 ,�	 �����	 ��	������ �� �8�� ���< 	� � ����� 	����������� �����	0



���� �8���������� ; �������	��� �� ���������� �� %�&�< ���	� �		� �� �	 ��	 �����	 ���	���	<
���� ������ ��	 ��&��	 �������	
 (�	 ��&��	 	��� �����	 �� �������� ��	 	��������	 �����
��	 ����	< ��������	 �� ��	 %�&�	 ���	 ����� ����� �������


�� ���	������< ���������	��� ������� �� ��	 ��	�����	 +��	 �������� � ����������
���	��	����� �� ����� ��	 �������	< �������� �� ���� 	�����	 ? ����� ��� � �����	��� ��	
�����	�	 ��	 %�&�	< �� ������ ��� �� ��%�� �� � �����	��� ��	 �����	�	 ������������	


���	 �����������	 �� ����� ����� &�	���� �� ���������	��� ��	 ��	 �����	�������	
���	��	�����	 ��	 �������	< �� ��	��������
 ���	 ��������	 �� �8�� �� �������� ���	�	���
; 	��	������ ��	 ��	�����	 +��	 �� �����	�	 �����	�	< ��	� ��� ��&��&���� ��	 �����	�	
+���	 	�� ��	 %�&�	
 �� �=��< ����� ������� ��� �� ������ �� ��������� ��	������� ��0
������ �� ��� �	 ���������< ��	 � 	�������� ��� ��	 ����� 	���=���� �;< ���	��� ��
��������� ���	� �� ������< �� ������ ? ��	 ����������	 �� 	��� �	 ���	�	 �� ������< �� ��	
�����	�	 ��	 %�&�	 �� 	��� �	 ����������	��	


,������=� �������� �� �� ����� �� 9
 )�������� ���	 	����� ��	���� ��	 ������������
�� ���������	��� ��� ; �������	���� �� ��������� ������< &�B�� ; ����������� �� ��������
�� ��8�	���
 /�������	< ����� ���������� �	� 	���������� ������� �� �������	 ������	< �	
��� ���	 �����	 �	 �����


���	 ���	 �������	 �������� ; ���� ������	 �� ,
 W����< [
 A���& �� ����
 ������
	�� ���������� 	��%������ �� ������� �����8�	
 ��	 �� ������� F-1G< ��	 �����	 �����	���
��� ������� ����"	� �� ������	 	��	�������	 �	�� 	�� ��	 ��	�����	 +��	
 $�� ���&��0
���� ����� ��	 �� ��������� �������� ��	 ������	 ? ��	 ��� ���� �������< ���� �����
��	 ��	��������	< ��	 �������	 ����� �	� ���������		&� 	��� ������	 �� �� ������
 ,�
����������� ���������� �	� ���	 ���	����� ��	 ��8������	 ��		�	 �����  �� ��	���&��� J ��	
������ ���������� ��� 	���< ��	 %�&�	 8������ ; ����� ��	 �������	 ��	 ��&��	 �����0
������ ; ��	 ��		�	
 )� ��������� ��"����� �	� �����	� ���� ��	���� ��	 ��		��������	
���	��	�����	 ����� �������	< ��	� ��� ��	 ��		��������	 ����� %�&�	


,����� �� ���	������ �� ����������� ; ����� �� ������	��	 �	� ������		���< �� ��%����
����� �������� ���� ��������� ������
 4� ���� �������� ������� ��� ��	 %�&�	 ����� �	
����		������� ��	 �=��	 ������	 ; ��	�������� ��	 �������	< �� ��� �� ����������� ���	�
���� �	 ��������� ���� ; ���	
 9� ���	�� ���	 �� ��	��� �� ����� ������������ ���R ��	
%�&�	 �����	 ����� �������� ���	 6��< �� ����� �����	� �������� ���R ��	 ����	


��	 �� 	����� ������ F-*G< � ������� 	�������� ���	 ; �� ��������� 	���	����� ��
�"�� �����	��	< ���������
 (���� �������< ���� ����� ��	�������� ��C��� ��� ���� ����
����
 (���� ���� �	� ��	���� ���	������ ����� �� ��&�� ����������� +�� ? �� ����� ��
��� �� 	����� �	 ����		���< �� ���	� ��	���� %�	��6� �� ����� ��������� +���
 ,���"	�
�����	�� ��	 ��		�������� ����� �������	 �� %�&�	< �	� �	�� 	�� �� ����� �� L ���������
��	 �������	 �������	 ��	 ������	 M< ��� ���� ���� ��������� �� �������� ��	 �� ������
��	 �����	��	< �7< �� � �=�� ���5��< ��	 %�&�	 �������	��� �	 ����		������� ��	 �=��	
��	��������	




�

�%�%� 6��)��,�� ���� �� ���������� �� ������ ���������

A��� F--G  ��������� 	 ������� ��	 	��	0��	�����	 +��	 6� �� ������	�� �� ��	��0
������ �����< ��	� ��� � �����	������� 	"�������� K���&��	�����N ��	 �����		���	

(��	� ��	 �� ��� ��� ����� �������  ��� ����	&�� ����� ��� 	������� ���������� � ���0
��5�� �� ���	������� �� ���������	 	��	�������	 ? ����%����� �	� �� ������	�� � �����		���
��������	 	��	�����	 	��	 ����� ���� ������ ����������� K�� 	"	�5�� +��N< ��	���� ; ��0
�������� ������������� ����	 �����	�	< �� ���	 	������ ; ����� �� ��	���	 ��"	����	

���	 ��������	 ��� ��	 ���5��	 ����������� �����	�	 �� 9����� �� ��$ F��G< /� �� ��$ F-�G<
����	 �� ��$ F�1G �� E��� �� ��$ F�*G
 4� ���� ��� �� ���5�� �� /� �������� ��	 ��	�����	
+��	< ��	 ��� 	�� ������ ����������� �	� �� ��	�� �� �������	 K��� +��N


(���� �� �����	� A���< �� ���5�� ����������� �	� ���C� ���� 	������ �� ��	��������
�����
 ,�	 ��	���	 ��� �����������< ����� � ���������� ����� �������< 	��� ��������	 ;
����� �� �������	 ���&��	�����	 �������	 ? ���	� �� ����� ���5�� ��� ��	 ������	 ���������
������������ ��	 ��	��������	 �����	 �	������ ; �����&��� �� ����	 �����	�	
 �� �������<
��	 �� ���5�� �� ���������� ���� ����� �������	����� �� 	���		�� �����	� �� 9�����
�� ��$ F��G< ���� ������	 ��������� � ����� ��	 L R���	 �����	 M K/�N �� ����� ��	 L R���	
���&� 	�����	 M K/2N ���	����	 	�� ��� ������ �� �������< ����	 ��� � 	����� �����	����
�� ��&�� ����������� �� �����
 ,�	 �����	 ��	 R���	 	��� �����	�����	 �� ��	 �����	
���&��	�����	 ? L A���	 �	����	 M< L /���� ����� M< L /���� &���� M< �� L /���� ��5	
&���� M
 ,� ������ ����������� �	� ���	 ���	����� �� �5&��	< ��������	 ; �����&��� ��
��	 ������	< ��� �� 	�������� �	 	�� ��	 ��	���	 ���������	 ��	 	�� ��	 ��������	
	"��������	 ? 	� /� �	� L &��� M �� /2 �	� L ��5	 &��� M< ���	 �� ����� �	� �����������
L ������ M


,�������� �	� ���	 ����� ��� � 	����� �����	���� ����� ������� �������
 :� �8��< ��	
�������	 ���&��	�����	 �����	������ ����� �� ��	����� �������	 �� ��	���	< ��6�� ; �����
����� �������� ����������� K��� ���� �� ��
����� (��< ��
 	������ �< ���
 �< �
 �1N
	�� �� ����������� �� � ��	��� ��"	���� �����	�������
 !��	�< ��	 ��&�	 ��	 	���		��	
���� 6����	 ���	 U����	 	�� �� ���� �����������< �� ������� ���&��	����� L &��� M
�	� �����	���� ; ����� ����� �������� ��6��� 	�� IN< �� �����	 �� �����	 ? �������� �����
	�� ��	 ������	 �����	< �� ������ � ���; ����� ����� ������ ���	������ �� ��	 ������	
����� 	�U	����� L &���� M
 3�B�� ; ��	 ��	�����	 +��	< ��	 ���5��	 ����������� +��	
����6����� ����� �������� ����� ��	 ��	���	 ��"	����	 �����	�	 �� ��	 �������	 ���&��	�����	
�&��	
 ,�	 ������	 ������� ���� 	��������� 	��	 ���� �����	 ? 	��� ����������� 	��	
����� ���&��	����� KL &��� MN< 	��� ; ����� ����� ������ ��������� ���	 �� ����	 �����	�<
��� �	� ���	 ���	������ �� ��&��	 ����������� �� �������	 ���&��	�����	
 ,� ������
����������� ������� �����	������� ��	 �������	 ���&��	�����	 K+��	N
 O��� � ��	����<
����������� �����	���� 	��	 ����� +���< �� ���� ��	���� =��� ���	����� �� ��� ��	���
��		���� ? ���	� ���������� �� ����))������


)� �����&� �� ������ �����������  ���� ��� �� �������� ��&��&���� ��	 �5&��	<
���� ���	����	 ������� =��� 	����������� ������	
 ,�	 	�����	 ������� ���	 =��� ����	��	
��	 ��	 �����	 �������	 �� ��	 ������	< 	��� �� ��	 �������	 ���&��	�����	 ? L �����
�	��� M< L ��"�� M< L ����� M


D��������< �� ���5�� �����	� �� 9����� �� ��$ ������ �� 	������ � �����	� ��	
������	 ��������� �� ����� �� 	���		��< ; ����� �� 	�����	 �	�������	 �� ��	���	



��"	����	< ����	�	 	�� ��	 ��&�	 ���������	
 (�	 ��	���	 	��� ���������	 ��	 �� ��&&�
	"�������� ��	 ������	 K�������� �� ��))*������N< �� �C�� ; ��	 ���	������ �� �����		�	
�� ������ ����������� +��


,���������� �� ������� �����	� �� ����	 �� ��$ F�1G �	� �	� 	�� �� 	"	�5�� +��
	������� � ��������� ? ��	 ���5���	 ����6�� �����	��5�� ���� ���� K����������<
��� ���������� �� ������	���N ��������� �� 	"	�5�� �� �5&��	 	"��������	 �� �C�� ;
������� �� ����� �� �������< ������� ����� �� 	��	0��	����� +�� ����� �������� �� ��
������� KL �	 ���������� M< L ���������� M< ���
N


��	 ��	 ���5��	< ��	 �������	 	��� ���� �����	�����	 �� �C�� �������	�< ; �����
�� �����	 ���&��	�����	< ������������� ������	 �� ��	 ��	�����	 +��	
 , ������ ��	
�����	 	����&���� �������=� �� ����� �����	���� �� � ������� ��	 	��	0��	�����	 +��	 ����
������� �������	��� ��	 ���������� ������	
 (���� �� �����	��� /� �� ��$ F-�G �� ����	��
�� ��$F��G< ���� �	� ��������5������ ����� � ��������� �� ������	 �� ����� 	��%������<
�� �� ������� ������ �� �����	����� ���������	���< ��� ���� =��� ������� �� ������@������<
��	 ��� ��������
 (�� ��%���� ���� ����� ��	��		��� 	�� ���������	��� ��	 ��	���	 ��
���	&� �� +��


������ ���< /� �� ��$ F-�G ���������� �� ��	���	 ������	 �� �� �	 ��������� ��
�����6����� �����< ���� ������������ L +���	 M
 9� ���	��5�� ��� ��	 ��	���	 �������	
	�� ��� ������� ������� �� ����������� �� 	��� �	 ������������	 �� ����� �� ��	����<
�� �����	� ���� �� ��	 ���	������ �� ��&��	 ����������� ; ��	 ��	�����	 +��	 ��6��	
	�� ��������� ? ��	 ��	�����	 	��� ���	�	 �����	����� ��	 ��	���	 	"��������	 ���������	
�� �� %�&� K; ����	�� ��	 �����	 ���&��	�����	 ���������	N
 4� ������ ���� �� ���� ; �����
��	��		��� 	�� � ����� �� ������������ ����������
 (� ��%�� �� ��������� �	� ���������0
���� ���	��� ��	 ����� �� ��	 ���5��	 ���������	 +��	 ? ���	��� ��	 ������	 �� ���5�� ��
9����� �� ��$ ���	����	��� ��	 �5&��	 �����	��	 �� �� ������ �����������< ��	 ������		��� ����
���������� 	��	 � ����� ����� ����� ��������� K�� ����� ���&��	�����N J ��	 �����	 	���
��������	< ��	 ����� �"����5	� ���	� �������� 	�� ����	 ������	 ���������	 ? �� 	�&��
���� ��������� ��������
 /� �� ��$ �����	��� ������������� �� ��%�� �� ������������ ���0
�������< �� ������ �� ����� � ���������� ��	 ����	 ����� ��	���	 	�� ��	 ��8�����	 �"��	
���������	
 �� �=��< ����	 �� ��$ 	����&���� �������=� �� ��������� 	"�������� +���< ���
������ �� �������� ��	 ������	 ���&��	�����	 	�	 ����		���� �������������� ����� �������
�� ��	���	 ���������� ���6������


:� ����� ����� ������������ �������������� ��8������< �������	 %�	��6�����	 ��
�"����5	�	 �� ��	 ���5��	 ���������	 ��%��&���� ���� ��	 ������	 ������������	< �� ������0
��� ���	&� �� � ������� ��	 ��	�����	 +��	 �� �� ��%�� �� ���������


� ����� �� �� ������������ �� ��������� �����������

��	 �� ������� ���	 ���	 ���� 	���� ����� ������������ ��	 �� ���� ��5	 &�����
�� ����"	� 	��	�������
 ���	 ���	 ��	���� %�	��6� ��	 ����	 	����	 ��� ���� �����&������ ��
����� �������< �� ���	 ���"�� �������� 	�� �� %�� �� ������	 ; ����� ��	��	�����

,���%�� �� ������� 	����� 	�� ������	�� ��	 �����	 	������6���	 ����		���	 � ���������0
���� �� ����� ������� ������� +���




������
� �

��� �����	�� �����

����� ����� ����� ������� ������� +��� ����		��� ; � ���	 � �����	������� ��	 ���0
���	 ; ����� �� �������	 ������� +���	< �� �� ��������� 	���	����� ����
 (� �������
���	���� ��	 �	�	 ���������	 	�� ��	������	 	����"�� � ���	�������� �� ��	 �����	< ����
� ��	�������� ��� ����%�� ��	 ���� �������	 	�����	


���	 ��������	��	 ���� ������ � ������� ��	 	��	0��	�����	 +��	< ��	 ������� 	���	0
���� ����� ���5�� ������< 6� �� ������ ���������	��� ��	 ��	���	 	��	�������	
 ���	 �� ��0
�5�� 	�� �����	� ; �����	 �������������� ��	 �������	 +���	
 :�6�< �� ������� �������
� ������� ��	 ����������	 ���	����� �� ����� ����"	� ����� ������� ��		� �� �������	<
��� �����	������� ; ����� ���5�� ������ +��


� ������� ��� ���������� ��� !���

, ������� ��	 	��	0��	�����	 +��	  ��� �����	�� �� ,
!
 A��� F--G �� �# -< 6�
�� ������	�� � �����	������� ������ ��	 �����		���	 ��	 ��	 	"	�5��	 �� ����	���

,�	 	��	0��	�����	 +��	 	��� &���������� �����	�	< ����� ���< ���� ���� ������ ; ��0
����	�� ������������� �� ���������	���< �� ������ ���< ���� �����	 ���������� �� ��������
�������������� ��	 �������	 ���&��	�����	


��� %������� �� ����

���� �� ����������� Ω �����< �� 
��
%��
����� (�� A �� Ω �	� ��6�� �� ��� ��������
����������� ��� 		����< ; ����� ������� ω ∈ Ω< �� ��&�� ����������� µA(ω) ?

µA : Ω→ [0, 1].

)� 	��	0��	����� +�� A �	� ��� ������
� 	� supω∈Ω µA(ω) = 1


/��� ��	����� +�� A ��6��� ���� ��	�����	 ���	 ���������	 ?

�1



I �� 
������ �� A< ��6�� ����� �� 	��	0��	����� �� Ω ���	����� ��	 �������	 ω �0
������� ; A ��� �� ��&�� ��� ��� ?

supp(A) = {ω ∈ Ω/µA(ω) > 0};
I �� ��*�� �� A< ��6�� ����� �� 	��	0��	����� �� Ω ���	����� ��	 �������	 ω ���0
����� ; A ��� �� ��&�� ����� ?

noy(A) = {ω ∈ Ω/µA(ω) = 1}.

(���� ���5�� ��������� ��	 	��	0��	�����	 ��		����	 ���� 	��	0��	����� +�� �	� &�0
�����	�� &�B�� �� α%�����

 !��	�< ���� ����� ����� α ∈ [0, 1[< �� ��6��� ��α%����� Aα

K��	����������� ��α%����� 
����� Aα+N ����� �� 	��	0��	����� �� Ω ���	����� ��	 �������	
ω ��� ����������� ; A ��� �� ��&�� 	�������� K�
 	���������� 	��������N ; α ?

Aα = {ω ∈ Ω/µA(ω) ≥ α}
Aα+ = {ω ∈ Ω/µA(ω) > α}

4� ������� ��� ��	 	������ �� ��"� �� A 	��� ��	����������� ��6��	 �� 	�	 α0�����	
A0+ �� A1


,�	 	��	0��	�����	 +��	 ���������� �� &������	�� ��	 ��	�����	 ��		����	
 :� ����0
������< �� ��6��� �� ��������� (�� ����� �� 	��	0��	����� +�� �� IR ���� ��	 α0�����	
	��� ��	 ���������	 �����	< �� ���� �� ��"� �	� ��� ���
 ,��	��� �� ��"� 	� ������ ; ��
	��&�����< �� 	�&�� ���	 ���� ������ (��


:�6�< �� �������� �������	��� �����	� �� A��� K������ ��	 F�1GN ������ �� &����0
��	�� � +��< ���� ������� ���������� �	� 	�� ��	 	��	0��	�����	 ��		����	
 $��� ��
������� ����	��� ����	�����	 X1 × . . . ×XN < �� N 	��	0��	�����	 +��	 Ã1, . . . , ÃN ��	0
����������� ��6��	 	�� X1, . . . ,XN 
 (��	������	 ��� �������� f ��6��� �� X1 × . . .×XN

���	 �� ��	����� Y < ��� ; ���� N 0����� �� �����	 (x1, . . . , xN ) 		���� ��� ����� y ∈ Y ?

y = f(x1, . . . , xN )

!���	 �� �������� �������	��� �� A��� ������ ���������� f �� 	��	0��	�����	 +��	
Ã1, . . . , ÃN 
 ,���	����� ������ �	� �� 	��	0��	����� +�� B̃ ��6�� 	�� Y < ���� � ��������
����������� �	� ��	� ��6��� ?

µ
�B(y) =

{
supx1,...,xN / y=f(x1,...,xN ) min

(
µ
�A1

(x1), . . . , µ �AN
(xN )

)
	� f−1(y) �= ∅,

0 	� f−1(y) = ∅.
K�
�N

��	 �� �	 �� �����������	 ��	����	< �� ����� ���� =��� ���� �� α0�����	 ?

B̃ α =
(
f

(
Ã1, . . . , ÃN

))
α

= f
(
(Ã1)α, . . . , (ÃN )α

)
,

�7 ����������� �� f ; ��	 ��	�����	 ���	 A1, . . . , AN ∈ X1 × . . . ×XN �	� ��6��� �� �
�C�� 	������ ? f(A1, . . . , AN ) = {f(x1, . . . , xN ) : (x1, . . . , xN ) ∈ A1 × . . .×AN}




��	 �� �	 �������< �&�"�� K�#1*N  ������ ��� ����� ��������� ������ �	 ���%���	
����6��
 )�� ��������� 	�U	��� �	� ��� �� 	������� 	��� ������ ��	 ��������� �
�
 (��	�
�� ���������� �� �	 ���� ��	 ���������	 +��	 �����	 K�� �������� ����������� 	���0
�������� 	�������������N ���	��� � �������� f �	� ��������
 :� �������< � ��������� �	�
���%���	 ���� ���� ��	 α0�����	 	������	 ?(

f
(
Ã1, . . . , ÃN

))
α+

= f
(
(Ã1)α+ , . . . , (ÃN )α+

)
.

��� &���	��� �� �� ������


%�%
 ������ �� �� ��������� ���*$����

(��	������	 ���� 	��	0��	�����	 A �� B �� Ω
 ,�	 ��������	 �������	������< �������
�� �� �������������� 	��� ��	����������� ��6��	 ����� 	��� ?

∀ω ∈ Ω< ω ∈ A ∩B ⇔ ω ∈ A �� ω ∈ B<
∀ω ∈ Ω< ω ∈ A ∪B ⇔ ω ∈ A �� ω ∈ B<
∀ω ∈ Ω< ω ∈ Ac ⇔ ω �∈ A


������ ���< ��	 	��� ���	 �� ��	 ,��	 �� �� ���&� ?

(A ∪B)c = Ac ∩Bc

(A ∩B)c = Ac ∪Bc.

��	 � ������� ��	 	��	0��	�����	 +��	< ����������� ���� ������� �� Ω ; �� 	��	0
��	����� +�� ���	� ���	 ����		������� ������< ��	 �������� �� ��� �������� �����0
������
 �� ���	������< ��	 ��������	 	�� ��	 	��	0��	�����	 +��	 	� �����	��� �� ��	
��������	 	�� ��	 ��������	 ����������� ? �� ��� ���� &������	�� ��	 ��������	 ��	��0
���	��	 ��		����	



%�%� �� ��*���*��������

,��������� ������������� 		���� ; �� 	��	0��	����� ����� A< ����	����� Ac ��	
�������	 �� ����������� Ω ��� ������������� �	 ; A
 ��	 �� �	 ���� 	��	0��	����� +��
A< 	�� ������������� Ac �	� �� 	��	0��	����� +�� ������ ; ����� ����� �������� c ��
��	���� ��6��� �� [0, 1] ��	 [0, 1] ?

µAc(ω) = c (µA (ω)) < ∀ω ∈ Ω.

(���� ������ ��	 ��������	 ��6��		�� ��	 ��������	 ��	�����	��	 +��	< � ��������
�� ��&���� c ���� ����6�� �������	 ���������	
 :� ����������< ���� ���� 	� ��������� �����
	�� ������&�� �� � ������� ��	�����	�� ��		����< ���	������� �	� �������� ; �� ��	�����
���
 )�� 	���� �������	 ������ �� ��6��� c ?



{
c(0) = 1, c(1) = 0,
� �	� ���0����		���


9� ���	�� ������	 ��6������	< ���	 ������&����	 J ��	� ��� ��	���� 
����� �	� 	������0
���� ������		��� �� �������� J ��� ��	���� ����� �	� 	������ �� ����� ��� c (c(x)) = x, ∀x ∈
[0, 1]


, ��&���� 	����� K�� ������������ �����N �	� ?

c(x) = 1− x.


%�%� �� ���3�������

�� �=�� ��� ������������< �� ��6��� ���������� +�� �������	������ ; ����� �����
��������
 9� 	�&�� ����� �0����� K����� ����&�����N T < ��������� �� [0, 1]2 ��	 [0, 1] ?

µA∩B(ω) = T (µA(ω), µB(ω)) < ∀ω ∈ Ω,

����6�� ��	 ���������	 	������	 ?

T (1, x) = x ∀ x ∈ [0, 1]
T (x, y) = T (y, x) ∀ x, y ∈ [0, 1]
T (x, y) ≤ T (u, v) ∀ 0 ≤ x ≤ u ≤ 1, 0 ≤ y ≤ v ≤ 1

T (x, T (y, z)) = T (T (x, y), z) ∀ x, y, z ∈ [0, 1].

�� ���	������< ��  �&������ ?

T (0, x) = 0< ∀x ∈ [0, 1].

,� ������� �	� ��� �0����� �	�����< ��� ���	����� �		� � ���	 &���� �0����� ? ����
����� �0����� T <

min(x, y) ≥ T (x, y), ∀x, y ∈ [0, 1].

(��	� �� ���	 �������� �0����� ���������� ?

-�!������ 
%
 + ,�� �%����� -��
���������� �%�������. �
� �����������/ 
 ���� �

���
 ���� ������ (x, x) ��� ��� x ∈ [0, 1]/ �� ������ x �� ���
���$

, �0����� �� ,�Y	��\��R 	� ���5��� ������� �� � 	���� ?

W (x, y) = max{x + y − 1, 0}.




%�%� �� ��3�������

,��������� +�� ������� �	� ��6�� �� ��� �0������� K������� ����&�����N U < ����0
����� �� [0, 1]2 ��	 [0, 1] ?

µA∪B(ω) = U(µA(ω), µB(ω))< ∀ω ∈ Ω,

����6�� ��	 ���������	 	������	 ?

U(0, x) = x ∀x ∈ [0, 1]
U(x, y) = U(y, x) ∀x, y ∈ [0, 1]
U(x, y) ≤ U(u, v) ∀ 0 ≤ x ≤ u ≤ 1, 0 ≤ y ≤ v ≤ 1

U(x,U(y, z)) = U(U(x, y), z) ∀x, y, z ∈ [0, 1].

�� ���	������< ��  �&������ ?

U(1, x) = 1< ∀x ∈ [0, 1].

,� ������ �	� ��� �0������� �	�����< ���  ���� ����������� ��=��� � 	���� �0
������� �����������< �� � ���	 ������ �0������� ? ���� ����� �0������� U <

max(x, y) ≤ U(x, y), ∀x, y ∈ [0, 1].

, �0������� �� ,�Y	��\��R �	� ��6��� �� ?

W ′(x, y) = min{x + y, 1}.


%�%� 6������ �� -� ���'�� ���

,�	 ���	 �� �� ���&� �� � ������� ��	�����	�� ��		���� �������� ���� ������&�� ��	
� ������� ��	 	��	0��	�����	 +��	
 :� �8��< �� ���	�� ��� ������� �		�������� ����� �0�����
�� �0������� ? U �	� ��� �0������� 	� �� 	�������� 	� T (x, y) = c ( U (c(x) , c(y) )) �	� ���
�0�����


! ����� ������ KT <cN K��	����������� KU <cNN< �� ���� ���� ���� �����	������ ���
�0������� U K�
 ��� �0����� T N ����� �������� ; � ������� ��&���� 	�	0�����
 ,���	�����
��6��� ���	 �� ������ �� '� 0��	�� (��< ���� (T,U, c)


!��� �� ������������� 	����� c(x) = 1 − x< ��  ��	� ��	 ������	 �� �0�����	 ��
�0�������	 ���	 	�����	 ?

min(x, y) ←→ max(x, y)
W (x, y) = max{x + y − 1, 0} ←→ W ′ = min{x + y, 1}

)� ������� �� �� ���&� (T,U, c) ��� ����6� ��	 ���������	 	������	 ?



T (x, y) ] ϕ−1(max{ϕ(x) + ϕ(y) − 1, 0})
U(x, y) ] ϕ−1(min{ϕ(x) + ϕ(y), 1})

c(x) ] ϕ−1(1− ϕ(x))

�7 ϕ �	� �� ���������	�� K��������� ��%������ ����		���N 	�� [0, 1]< �	� ��� ����< �� ��
&�1�
���) J �� �� ����� (Wϕ,W ′

ϕ, cϕ)


	 "�������� !����

��� '����	� ��� 	�� ��	������ �	��������

�%
%
 -�!������

)�� ������� ������ R< ��6��� 	�� �� ��	����� X< �	� �� 	��	0��	����� �� �������
����	��� X ×X


/���� ������� ������ R ������ ������������� ������	 �������	
 4� ��6��� ��	� �	���0
������ ��	 �������	 ������������� Rc< ����
� R−1< �� ����� Rd< ��6��	 �� � �C��
	������ KF�-G �
�1N ?

(x, y) ∈ Rc ⇔ (x, y) �∈ R
(x, y) ∈ R−1 ⇔ (y, x) ∈ R
(x, y) ∈ Rd ⇔ (y, x) �∈ R


, ������� ���� Rd �	� ���� ��6��� ����� (R−1)c


, ������� xRy �	� ���������� ; (x, y) ∈ R


�%
%� ���������

)�� ������� ������ R ���� ����6�� �� ������ ������ �� ���������	< ���� ��� ��	��
KF�-G �
 �*N �	� ������ ��	 �� ����� �
�
�< �
 '�


(������	 �� ��	 ���������	 	��� ����	
 4�  �� ������� � ��������� 	������ ?

���������� �%
 + ,�� ������� �
� �
*������� 
 �� 
�������� 
 ���� �
�  �� ��
 ���%

*������� �� �����(�"��$

'����
������ +
I $� R �	� 	"�������� ? xRy ⇒ yRcx, ∀x, y ∈ X
 9� �����	�� �	 �� ������ x, y ∈ X
��� ��� xRy, yRx< �� ��� ��������� ; � ������������ ? yRcx, yRx
 R �	� ����
���	"��������
 �� �=��< �� �����	�� �	 ��������� x ��� ��� xRx< �� ��	"������
����@����� ���	 	����������� xRcx< �� ��� �	� ����		����
 R �	� ���� �����+�����
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��+������� xRx, ∀x ∈ X

�����+������� xRcx, ∀x ∈ X

	"������ xRy ⇒ yRx, ∀x, y ∈ X

���	"������ xRy, yRx⇒ y = x, ∀x, y ∈ X

	"������ xRy ⇒ yRcx, ∀x, y ∈ X

���������� xRy �� yRx, ∀x �= y ∈ X

���������� ����� xRy �� yRx, ∀x, y ∈ X

���	������� xRy, yRz ⇒ xRz, ∀x, y, z ∈ X

D����� wRx, yRz ⇒ wRz �� yRx, ∀w, x, y, z ∈ X

���� �
� I ���������	 �	�����	 ��	 �������	 ������	

I 	� R �	� ���	"�������� �� �����+����� ? ���� ���� ������ x, y ∈ X ��� ��� xRy<
�����	"������ ����	� yRx ⇒ x = y< 	��� yRx ⇒ xRx< �� ��� �������� � ���������
�������+�������
 �� ���	������ ? xRy ⇒ yRcx, ∀x, y ∈ X< �� ��� ������ ��	"������
�� R


�%
%� �������� �������

����� �C�� &������< �� ���	��5�� ���� �"��	 �� �������	 �������< 	����� �������	 	���
���	�
 �� 
�����



-�!������ �%
 +
2 ,�� ������� ������� K��&�N �
� ��� ������� ��(�"��/ ���
*������� �� ����
��� 3
2 ��� ������� ������� 	����� �
� ��� ������� �����(�"��/ ���
*������� �� ����
���$

��	 �� ���� �� �� �����< ���	 ��������	 ������ � ��������� �������+������� ? �� 	�&��
���� �������	 	�����	
 , ���%������� ��	 ���������	 �����	"������ �� �������+������� ����
���������� ; ����� ��	"������< �� ���� ��� ��	 �����	 	�����	 	��� ��	 �������	 	"��������	
�� ���	�����	


(�	 �������	 ������� 	��� �&������ ������	 �������	 ������� ������
 ���� ����	< ��
��	���&�� �� 	��	0��	����� ���������� ��	 �����
 �����"


-�!������ �%� + ,� ����� ���� �
� ��� ������� ������� -
����. �����4��$ 5��� �
� ����
�
*�������/ ����
��� �� �����4��$

(��	� � ������� ������� � ���	 �	����� ? ; ���� ��		����� ����%��	 	�	 ��0����
�����	���� �� �8�� ��� ������� �������


4� ���� LX ����	����� ��	 �����	 ����� ��6��	 	�� X


-�!������ �%� + )�� �����	��� ������� L ���� ����� ������ P ���� 
�� X �
� �� �����



����� 
�� X ��������� P +

xPy ⇒ xLy ∀x, y ∈ X, �� L ∈ LX

$� ���� ���	��5�� �� ����� ������ ����� �� ��	����� �� ���������	 ������� 	�� ���0
����	 ����	 ����%��	< ��	 �����	���	 �������	 		�����	 ; �� ����� ������ ����� 	��� ����
��	 �����	 ����� K��6��	 	�� �� �=�� ��	����� ����%��	N ��� ��	������� ��	 ���������	


4� ���� Λ(P ) ����	����� ��	 �����	���	 �������	 		�����	 ; �� ����� ������ P ��6��
	�� X


,�	 �����
 �����������
 ���	������� ��� 	��	0���&���� ��	 �����	 ������	
 :���  ���
�������	�� �� �#�' �� ������� Z����� ?

-�!������ �%� &� ������� Q ⊆ X ×X �
� �� ����� �����������	 
 �� ���� �

����  X
��� ��������� �����������
 (Ix)x∈X ��� ���
 �� �� ����� ������ ����� ��� +

(x, y) ∈ Q⇔ a > b, ∀a ∈ Ix,∀b ∈ Iy.

D�	����� F��G ����� ��� ��6������ ���������� ?

���������� �%� + ,�� ������� �
� �� ����� �����������	 
 �� 
�������� 
 ���� �
� �
*%
������� �� 6����� -��$ ������� 7$8$7/ �$ 9:.$

���������� �%� + ,� ����� �����������
 �
� �� ����� ������$

'����
������ ? � ���%������� ��	 ���������	 ��	"������ �� D����� 		��� �� �8�� � ���0
	����� �� � �������
 $��� Q �� ����� �����������	 ?

xQy, yQz ⇒ xQz �� yQy

⇒ xQz,

���	��� Q �	� 	"��������


D�	����� �����	� ��� ���� ��6������ ����������< �	�� 	�� ��	 ������	 ����	�����	
�� 	����		���	 �� �������		���	
 4� ���� Xp

Q(x) K��	����������� Xs
Q(x)N< ����	����� ��	

�������	 y ∈ X �������		���	 K��	����������� 	����		���	N �� x 	���� Q ?

Xp
Q(x) = {y ∈ Q/(y, x) ∈ Q} K�
�N

Xs
Q(x) = {y ∈ Q/(x, y) ∈ Q} . K�
�N

���������� �%� + ,�� ������� Q �
� �� ����� �����������	 
 �� 
�������� 
 ���
� ��� ��%
����� ������� ������ ���� ��
 ��
�����
 �� �������

���
 -�� ��
 ��
�����
 �� 
����

���
./
������� ;��� �������
 �� ������� �� ����������� ������
�� +

∀x, y ∈ X, Xp
Q(x) ⊆ Xp

Q(y) �� Xp
Q(y) ⊆ Xp

Q(x)
�� ∀x, y ∈ X, Xs

Q(x) ⊆ Xs
Q(y) �� Xs

Q(y) ⊆ Xs
Q(x).



��� (�����	�������

�%�%
 -�!������

, ������� ��	 	��	0��	�����	 +��	 ������ �� &������	�� ��	 �������	 �����	 ��		����	
F- G
 )�� ������� +��� R ��6��� 	�� X �	� �� 	��	0��	����� +�� �� X × X
 4� ����
µR(x, y) ��< �� ����������< R(x, y) ∈ [0, 1] �� ��&�� ����������� �� ������ (x, y) ; R


,�	 �������	 �������������< �����	� �� ���� ����� ������� +��� R 	� ��6��		��� ;
����� ���� �������� �� �������������� c ?

Rc(x, y) = c(R(x, y))
R−1(x, y) = R(y, x)
Rd(x, y) = c(R(y, x)).

�%�%� ���������

,� �		&� ��	 �������	 �����	 �� �������	 +���	 ���&� � ����6������ �� ����	 �������0
��	
 :� ����������< ���	�������	 ������� 	��������� �� �������� �� �������	 ��	�����	��	<
�������	��� � +�� ���� 	� ���� 	���� ��8�����	 ��������	 +��	
 :� �� �	< �� ����	�
�������	���� ���� ������� �� �� ���&� (T,U, c)
 ,� ����� �
�
�< �
 '- �������< ����5	
D���� �� 2�����	 KF�-G ���
 �
-N< ������� ����6��� ��	 ���������	 �	�����	 ��	 �������	
+���	 ; ����� ���� ������� �� �� ���&� (T,U, c) �����
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��+������� R(x, x) = 1, ∀x ∈ X

�����+������� R(x, x) = 0, ∀x ∈ X

	"������ R(x, y) = R(y, x), ∀x, y ∈ X

���	"������ x �= y ⇒ T (R(x, y), R(y, x)) = 0, ∀x, y ∈ X

	"������ T (R(x, y), R(y, x)) = 0, ∀x, y ∈ X

���������� U(R(x, y), R(y, x)) = 1, ∀x �= y ∈ X

���������� ����� U(R(x, y), R(y, x)) = 1, ∀x, y ∈ X

���	������� T (R(x, z), R(z, y)) ≤ R(x, y), ∀x, y, z ∈ X

D����� T (R(w, x), R(y, z)) ≤ U(R(w, z), R(y, x)), ∀w, x, y, z ∈ X

���� �
� I ���������	 �	�����	 ��	 �������	 ������	 +���	

���������� �%� + � R �
� ��� ������� min%����
��� 
�� X -���
�% %��� ��� �� T %�����
���
�� ���
 �� �������� �� ����
���� �
� �� min./ ����
 �!����� �� 
�
 α%�����
 �
�
����
���/ ���� α ∈]0, 1]$

, ������ �� �	� ������ �� D���� �� 2�����	 F�-G




�%�%� �������� ������� ����

,�	 �������	 ������� +���	 	��� ��6���	 �� �������� �� �������	 +���	 ��	 �����	
+���	 ��	 ���������	 ������	 �� �������	 ������� ��		����	


-�!������ �%� + �� T %����� ������ (�� -
����. �
� ��� ������� �
*������� �� T %
����
���$

9��< � ��������� ��	"������ +��� ���	� �	 ��������� �� � �0����� T 


,�	 ��6������	 ��	 ���������	 +���	 ���� ���������	 ���� ������� �� �� ���0
&� +�� (T,U, c)< ���	 ������	 ����� ��� �	� &���������� 		���� �� �����	 ?
(min,max, c)< �7 c(x) = 1− x


4� ���� ��� ��	 α0�����	 ���� ����� ������ +�� 	��� ��	 �����	 ������	
 :� �8��< ��	
���������	 �� ���	������� �� ��	"������ 	� ����������� 	�� ��	 α0�����	


, &������	���� +��� ��	 �����	 ����� ; ����� �� ������� �� �� ���&� ����	� K	���
(min,max, 1−x)N ��6��� �����	������� ��	 �����	 ����� ��		����	
 ! ���������� �����<
���	 �� ������������	 ���� �	 �������	 ����� +��	


�� .��	 �� ��$ F��G  �����	� ��� ��6������ ������� �����������
 (�� ��	 �� ���� ��	
	��������	 �� ����������	 +���	 	�	 �������������� (P, I)< ��	 ���� �� �������� ��� ��
���	 ������	 �� �������	
 !6� �� ��������� � ��	� �� ������ �� � ��6������ +��� ���
� ��6������ ��		����< ���	 ��������	 � ��6������ �����	�� �� .����� F G< ��� 	��������
; ��� ������� R ����������
 ������ ���< 	�� ������ ��� ���������� �� ������� �� ��
���&� (T,U, cϕ)< �� ���	��� ���� ���� ���� �� ������� (min,max, 1 − x)< ��	 α0�����	 ��
����� ������� ������� �����������	 +��� 	��� ��	 �����	 �����������	
 4�< � ��6������ ��
�� .��	 �� ��$ �� &����� ����� ��������� ��� ���� ��	 	��������	 (P, I) ��������5��	


���	 ��������	 �� ��� � ��6������ �� .����� ���� ����� �����������
 
����< ��� ���	
��������	 ; ����������� ����� �����������
< ������������ ; ������	 �	&�	 �� � �������
��	 �������	 ������� �� ��	 &����	


-�!������ �%� + ,� ����� �����������	 +�� Q �
� ��� ������� �����(�"��/ Wϕ%
�
*������� �� T − U %6����� -��$ ������� 7$7$7/ �$ 9<.$

4� ���	��� ��� ����� ��6������ ������� ����������� �� ����� ���� ����� �����������	
��		����< ���	����� ��	 � �����	����� �
�< �
 ''


���������� �%� + ,� ����� �����������
 (�� �
� �� ����� ������ (��$

'����
������ ? D���� �� 2�����	 ��� ������ ������ ������� �����+����� �� T − U 0
D����� �	� ����		������� T 0���	����� F�-G
 �� ���	������< �� ����� �����������	 +�� Q
�	� ���	���� K� 	��	 �� � T 0���	�������N< �� 	"�������� K� 	��	 �� � Wϕ0	"������N ?
�� 	�&�� ���� ���� ����� ������ +�� K�� �
�
�< �
 ' N


:�6�< .����� �������� � �����	����� 	������ ?



���������� �%	 =����
 ��
 α%�����
 ���� ����� �����������
 (�� ����  ����� �� ������
�� '� 0��	�� (min,max, 1− x) 
��� ��
 �����
 �����������
$

(���� ��������� �	� ����=������ ������		���< �� ���	 �������	 ���� ���� �� ������� ��
�� ���&�
 :� ���< ���	 ���	 ���������	 �� ���	 � ����� ����������� ����	� ��	 �
��6������ ���� ����� ������ +��


��� )��������� ��� 	�� ��	������ "����

�%�%
 7��*����� ������� �

, ��������� ����
��� FT (R) ����� ������� ����� R �	� ��6��� ����� �������	������ ��
����	����� ��	 �������	 ���	�����	 ��� ����������
 $��� Rk ��� ������� ���	����� ��������
R< �� K ����	����� ��	 ������	 ��	 �������	 Rk ��		����	 ?

FT (R) =
⋂

k∈K

Rk.

, ���	������� �	� ���������� ; � ��������� R◦R ⊆ R< �7 � �����	����� ����� �������
R1 �� ��� ������� R2 �	� ��6��� ��	� ?

∀x, y ∈ X : x (R1 ◦R2) y ⇔ ∃ z ∈ X ��� ��� xR1z �� zR2y.

4� ��	��	� ���� �&������� 	����� ���� ������� � ��������� ���	����� ����� �������

:� �8��< ������ ���	��������� R ������� ; � ��������� �� �������� 	����		������� �
�5&�� �� �����	����� �� R %�	���; 	�����	���� ? FT (R) ◦ R = FT (R)
 �����	 Rm =
R ◦Rm−1< ��� R1 = R ?

∀x, y ∈ X : x (FT (R)) y ⇔ ∃m > 1 ��� ��� xRmy.

���� �� ��	����� 6�� X �� ������ n< � 	�����	���� Rm = Rm−1 ���������� ����	0
	������� ���� m ≤ n− 1


/����	 ��	 ������	 	��� �	��������� �������	 � +��


, ��������� T %����
��� =%FT (R) ����� ������� +��� R �	�< �� �����	���< ��6���
����� � ������� T 0���	����� ������� ��� �������� K(�Y�����" �� �	< �#*�N< �������	���
���� ���	� � 	��	 �� A��� K�# -N ?

-�!������ �%	 + ��� R1 �� R2 ���" �������
 �����
 (���
 �����
 
�� X$ R1 �
� ����
�
���
 R2 -R1 ⊆ R2. 
 �� 
�������� 
 +

R1(x, y) ≤ R2(x, y), ∀x, y ∈ X ×X.

$��� Rk ��� ������� T 0���	����� �������� R< �� K ����	����� ��	 ������	 ��	 �������	
Rk ��		����	 ?

=%FT (R) = min
k∈K

Rk.



��	 �� �������< �� �� ���	��5��� ��� � min0���	�������< �� �� ����� ���� FT (R)
� ��������� min0���	����� �� R


���� ��� ������� +��� R ��6��� 	�� X< � T 0���	������� �	� ���������� ; � ���������
R ◦T R ⊆ R< �7 � T 0�����	����� �� R1 �� R2 �	� ��6��� ��	� ?

(R1 ◦T R2) (x, y) = sup
z∈X

T (R1(x, z), R2(z, y)) .

$� �� ���� Rm = R ◦T Rm−1 � T 0�����	����� �� Rm−1 �� R< ��� R1 = R< ���	 �
��������� ���	����� �� R ����6� � ��������� 	������ ?

=%FT (R)(x, y) = sup
m≥1

Rm(x, y), ∀x, y ∈ X.

,; ������< � ���������� �� ���&������� �� ����� �� � ��������� T 0���	����� �	� ��5	
����� ? 	� R �	� ��� ������� +��� ��6��� 	�� �� ��	����� X �� ������ n< ���	 �� ������
����������	 ����		���	 �	� ����� 	������������� ? m ≤ n− 1


�%�%� 7��*����� ������� � �8��$���

, ��������� ���	����� ����	� 	�� � ��������� �� ���	������� ��		����< ��� ��������
���� ������ ����%��	 (x, y) ∈ X × X
 ���	 ��6��		��	 � ����
���� �>���� ����� �
����� ������� �� � ���	�������< �7 	���	 ��	 ������	 ����%��	 ��	�����	 �� X 	��� ��������	


-�!������ �%" + ��� R ��� ������� ����� ����� 
�� X$ R ����� �� �������� �� ���0
	������� 8����� 
 �� 
�������� 
 +

∀x �= y, z ∈ X, (x, z) ∈ R �� (z, y) ∈ R⇒ (x, y) ∈ R.

?� �������� ��� �� ����
���� ���

��� ������ �� ����
���� �>����$

! ����� ����� �� ���	�������< �� ��� �����	������ � ��������� ����
��� �>����<
��6��� ����� �������	������ �� ����	����� ��	 �������	 ���	�����	 8�����	 ��� ����������

$��� FT ′(R) � ��������� ���	����� 8����� �� R
 ���� ���� (x, y) ∈ X ×X< ��  ���	 ?

(x, y) ∈ FT ′(R) ⇔ (x, y) ∈ FT (R) 	� x �= y

(x, y) ∈ R 	����<

��� ���� ���� ����H� ?
FT ′(R) = FT (R) ∩ Ic

Rc ,

�7 IR ��6��� � ������� �������� ����	����� ��	 ������	 (x, x) �����	 ��	 R
 (���� ���0
������ ������ � ��������� �� � ��� ��+����� �� R ��	 �� �����		�	 �� ��������� ���	�����
��		����


��	 �� �	 +��< �� ��6��� � ��������� =%���	����� 8����� ����� 	��� ?

=%FT ′(R) = min{=%FT (R), Ic
Rc},

�7 IR(x, x) = R(x, x) �� IR(x, y) = 0, ∀x �= y ∈ X J 	��� ������ ? Ic
Rc(x, x) = R(x, x) ��

Ic
Rc = 1, ∀x �= y ∈ X




�%�%� #'��'����� �� �������� ����

���	 �����	 ��� �������	 ������	 ��5	 ����������	 ���	�����	 ��	 �� ������� 	�� ��	
��������	 ��&��&���� �� ������&� �� D���� �� 2�����	 F�-G


!&��&�� �� ��	����� {Rk, k ∈ {1, . . . ,m}} �� �������	 +���	 ��6���	 	�� X ���	�	��
; ���� ���� �����	������ ��� ������ ������� R = M(R1, . . . , Rm) ��6��� 	�� X
 ���� ��	
��������	 M < ���	 ���	 ������		��	 �����	������� ; ���� ��	������ � ��������� �� ��0
������� 	������ ? ; ���� ������ ����%��	 (x, y) ∈ X< M 		���� � ������� R(x, y) ��6���
����� ��� �������� ; m �&�����	 ��	 R1(x, y), . . . , Rm(x, y)
 4� ���� �� ���	������
����� ?

R(x, y) = M (R1(x, y), . . . , Rm(x, y)) .

,�	 ��������	 ������	 ���	 ���	 �������	 �� 	��� ���� �	 ����������	 �� �������	


:�6� ���	 ���	 �����	����	 ���������� 	�� �������	 ��������	 ���������
 K��
 ��0
6������ �
�< �
 '�N


,�	 ��������	 max< min �� ������ ����6��� ����� ���������
 9�	 	��� �� ���	 ��0
��	 ; ��&��&���� �� �������	 +���	< �� ��	 ��	������� ���	 � ��������� 	������ ?
M(x1, x2, ..., xm) ∈ [0, 1] J �� ������� ��&��&���� �� �������	 +���	 �	� ���� ���� ���
������� +���
 ���� ���������� max �� ���� ����� ?

R = max (R1, . . . , Rm) ,

� ������� &��&�� ��	� ������� ?

R(x, y) = max
k∈{1,...,m}

Rk(x, y), ∀x, y ∈ X.

���	 ���	�����	 �������� �� �������� &������	��< �� ����������< ��	 ����	 ����0
����	 ? ���������� ��� K�� ?������ @�	!��� �����	�N< �����	� �� ̂&�� F-'G
 !������� ;
��� ��	��������� �� m �����	 (x1, x2, ..., xm)< �� 	�&�� ����� ��"���� �������� ��	 �����	
�����	
 4� ���	������ �� ��� ������		��< �� �� ���� wk ≥ 0 �� ���U����� �� ����������
		���� ; � kième ����� x(k)
 , 	���� ��	 wk ��� �< �� ���� ��	����� �� wk ��	������
��	 ���������	 ��6��� �� �������� ��� ���������� ?

owa(x1, x2, ..., xm) =
m∑

k=1

wkx(k).

, &������	���� ��	 ��������	 ������������ ����	 �	� �������
 !��	�< �� max �	� ��6��
�� w1 = 1< �� min �� wm = 1< �� ���������� ������ �� wm/2 = wm/2+1 = 0.5 ���	���
m �	� ���< �� �� w[(m+1)/2] = 1 	����
 ,� ������� ��&��&���� �� �������	 +���	 ��
�� �������� ��� ��	�� ��� ������� +���< 	��������� ���� ��� ? owa(x1, x2, ..., xm) ∈
[mink xk,maxk xk] ⊆ [0, 1]
 :�6�< ����� �	� ���� ����������< ���	���

∑m
k=1 wk = 1


4�E&� F�#G  ��������� ��� ������� ������		��� ���� �������	�� ��	 ����������	
���� �������� ��� ; ����� ���� 	��� ���5���< ���������� ����� �� ��&�� �� ��	%�������
K�� ����

 ��	���N
 (� ��&��< ������	 ����� � K�� minN �� � K�� maxN<  ��� �����	� ��
D���� �� ̂&�� F��G ?

ρ =
1

m− 1

m∑
k=1

(m− k)wk.



9� ��	��� ���� � ��������� �� ���������� ��� ��� ���������� max
 :� ����������< ��
���� ��� �� ��&�� ρ 		���� � max �	� �� 1< �� ��� ����� �� min �	� �� 0
 ������ ���< ��
���� ���; �� �������� L ��"���� M �������	� �� ��	 ����������	 �&��	< �����	����
�� ��&�� ρ = 0.5


, ������� �� 4�E&� 	������ �&������ 	�� ��� ���� ��	��� �����	�� �� ̂&��
 9�
	�&�� ����� ��	��� �� ��	���	��� �� ����������< ��������� �������� � ��� ������������
��	 �&�����	 ��� �������� ; ��&��&���� ?

Disp =
m∑

k=1

wk ln wk.

4�E&� �������	� 	���������< ���� �� ��&�� �� ��	%������� ρ �����< �� ����������
��	 ����	 �� ���������� ��� ��� �����	��� ����� ��������
 9� 	�&�� ���� ���� �����5��
��������	���� ���0������� ��� ���������	< ����� �	� �	� �� ��	����� ��� �� 	������
��		���� ����� �!/,!. ?

�����	��
m∑

k=1

wk ln wk< 	��	 ��	 ���������	 ?⎧⎨⎩
1

m−1

∑m
k=1(m− k)wk = ρ

wk ∈ [0, 1], ∀k ∈ {1, . . . ,m}∑m
k=1 wk = 1.

�� �������< ���� ��	 ����������	 �� �����	 �� ����� m = 3< �� �� ��&�� �� 0.25< �
������� ����� ������� ?

[
w1 = 0.1 J w2 = 0.3 J w3 = 0.6

]

 .��� �������< ��	 ����0

����	 max< min �� L ��"���� M ������� =��� ������	 	����� ����� ������� ; ����� ��
����	 ��&��	 �� ��	%�������	< ��	����������� �< � �� �
-


� ������� ��� ���#������

:��6�� �� 2�" �� ��$ F' G< � ������� ��	 ����������	 �	� ������������� ������ ; �
��	������� �� �����5��	 �� ����	��� �����0����5��	
 :��� ������ �� ���������� ����"	� ��
����������	 �������	 ���5	 �� ��8�����	 	�%��	< ����5	 ��� 	�������� �� ����5��	< �������0
���� ; �� ��	����� ����%��	
 (�	 ����������	 	��� ��	���� ��	����	< �� ����� ������ ��	
����	 ��	 ��8�����	 	�%��	 �� ����5��	< 	��	 � ����� ����� ������� ������ �������� ��	
����������	 ����� ��%��	
 :� &�����< ������� �������� 	�� ����������� �� ����%�� L &���0
������ ������� M


9���������� ���������� ��	 �� ���� ��	 �������	 ��		����	< ����� �������  ��	����
��� ������� �� �������	 +���	




��� &������ �	������� ��� �����������

�%
%
 �������� �� ���4������ 4��$��

4� ���	��5�� �� ��	����� ����%��	 X< ���� � ������	�� �� ����	 	���� ��8�����	
	�%��	 �� ����5��	< �������� 	�� ��� ������� �� ���������� ����� S ��6��� ��	� ?

xSy ⇔ L x ���	� �	 ���� ��� y M

�� ����������< � ������� ������ S ����6� � ��������� �� ��(�"��� ? �� ���	��5�� ��
�8�� ��� ��	 	�%��	 �� 	��� �	 	����	 ; � ������	�� ��	 ����	 (x, x)< �� ��� ��	 ��%��	
�� ������� L =��� ���� ������0�=��	 M


:��� �� ����6� �	 ����		������� ������ ���������
 :���  �� �8�� ��� ���������� ����
������ ��	 ������	 	��%������	< ��� 	��� ������� ���������	


, ������� �� ���������� �	� ���� �����< �� ���� �����	� ? L x �� y �		� ���� ���� ���
������ M K	��� xSy �� ySxN
 2�" �� ��$ ����� �&������ ������ ������� �� 
�����

�����


�%
%� -���*������� (P, I, J)

! ����� �� � ������� �� ���������� ����� S< �� ��6��� ��	 ����	 	��	0�������	 	������	
����� � �������	����� (P, I, J) �� S ?

���������� 	������ ? xPy ⇔ xSy �� yScx
9���8������ ? xIy ⇔ xSy �� ySx
9������������ ? xJy ⇔ xScy �� yScx


9� ��� ���� ���� � ��	�������� ����� � ������� �� ���������� ����� S< �� 	�� 	��	0
������� �� �������	����� P < ������� �� ���������� 	������


:� ������ ; ���6� ��	 �������	 ����< ������������� �� �����	�< ��	 ��6������	 	�
���� ���	 	"���������	 ?

P ] S ∩ Sd

I ] S ∩ S−1

J ] Sc ∩ Sd


9������������< �� 	����C��� ��� ��	 �����������	 ��	 	��	0�������	 �����	�������
���� ; ����	 ��6������	 ?

I � ������� �� ���������� 
����� P �����	���� ; � ��� ���	"�������� �� S ? ����
�������� ���� ��	 ������	 (x, y) ���� � ���������� 	���� S ���	� �	 ����������< ��
��� %�	��6� �� ����6���� L 	������ M J

I � ������� ����>������ I �������� � �������� ��	 	���	 ������	 ���� S ����� �
���������� �� �C�� ���������� ? �� 	��� ���� ��	 ��%��	 L ����8�������	 M J



I �������������� J �		����� ��	 ������	 (x, y) �� X × X ��� ��6��		��� �� ����8�0
�����< �� ���������� 	������ K	��� ����� ���������� �����N ? ��	 ��%��	 	��� ���� ����
L ���0������	 M


/���� ������� ��+����� ���� ���� =��� �������	�� �� �� ������� �� 	��	0�������	
(P, I, J) 	���� ��	 ��6������	 ����������	
 (� ������� ����6� ��� 
�������� �� ����������


�%
%� +�������� �� ���4������

2�����	 �� T���Y� F'-G ��� �����	� � ��6������ 	������


-�!������ �%
 + �� ������ (P, I, J) �� �������
 �����
 �
� ��� 
�������� �� ����������

 �� 
�������� 
 ��
 �������
 
������
 
��� ������
 +

2 I �
� ��(�"��/ P �� J 
��� �����(�"��
 3
2 I �� J 
��� 
*�������
/ P �
� ���
*������� 3
2 P ∩ I = P ∩ J = I ∩ J = ∅ 3
2 P ∪ I ∪ J �
� �����4��$

���	 ���������	 �������
 �� ������� ��	 ���������	 ���� ��	 ����	 	��	0�������	 ?

�
 P ∩ I = P ∩ J = I ∩ J = ∅< ��� ��6��		��� ��	 �������
 ������������� J

�
 P∪I∪J �����5��< ��� ���� ���� �� �C�� ���������� �������� �� ? P∪P−1∪I∪J =
X ×X< ��������� �� ��������������


(�	 �������	 ���������� ���� ��� ������ �� ��������< �� ���� ������ ����%��	 �� X ×X
�������� ����		������� ; ��� �� ��� 	���� ��	 	��	0�������	 �		��	 �� S ? P < P−1< I< ��
J K� ������� X ×X = ∅c �����	���� � ������� ������N


��	 ����	 �����< 2�����	 �� T���Y� F'-G ���������� ������������ ����� ��� �������
�� ���������� ����� �� 	 	�������� �� ���������� ?

���������� �%


8$ � S �
� ��� ������� �� ���������� ����� -
�� ��(�"��./ ����
 
� �������
���
(P, I, J) �
� ��� 
�������� �� ���������� ����� ��� P ∪ I = S$

7$ �������������/ 
 (P, I, J) �
� ��� 
�������� �� ����������/ ����
 S = P ∪ I �
� ���
������� �� ���������� ����� ���� �� �������
��� �� ����������
 �
� (P, I, J)$

T���� ��6� ��� ��	�� �� �������	 ���������	 ������		���	 ����6��	 �� ��	 	��	0�������	
(P, I, J) ?

P ∪ I = S K�
'N

P ∩ I = ∅ K�
-N

P ∩ J = ∅ K�
 N

I ∩ J = ∅ K�
1N



P ∪ I ∪ P−1 = S ∪ S−1 K�
*N

P ∪ J = Sd K�
#N

P ∪ P−1 ∪ I ∪ J = X ×X K�
��N

������ ���< 	� ���� ���� ?

S(x, y) =
{

1 	� xSy
0 	����<

�� 	����C��� ��� ���� ���� ���	������ ��	 ������	 P (x, y)< I(x, y) �� J(x, y) ����� ��	
��������	 �� ������ �� ���5���	 (S(x, y), S(y, x))
 (�	 ��������	 ����		��� �� �������	
	������	 ?

I �� ������ ; S(x, y)< J �	� ������		��� K� 	��	 ��&�N< ���	 ��� P �� I 	���
����		���	 K� 	��	 ��&�N J

I �� ������ ; S(y, x)< J �� P 	��� ������		���	< ���	 ��� I �	� ����		���


(�	 ���������	 	� %�	��6��� ; ����� ��	 ���6&������	 ��		����	 	������	 ?

S(x,y) S(y,x) P (x, y) I(x, y) J(x, y)
0 0 0 0 1
0 1 0 0 0
1 0 1 0 0
1 1 0 1 0

�%
%� (9�*��� ������������� �� �� �)����� �� ���4������

(��	������	 ��� ������� �� ���������� ����� S ��6��� 	�� ����	����� X = {x, y, z}<
�����	� �� ����	 ��%��	 ?

S x y z

x 1 1 1
y 1 1 0
z 0 0 1

$ �������	����� �� 	��	0�������	 (P, I, J) �	� � 	������ ?
I , ������� �� ���������� 	������ P ?

P x y z

x 0 0 1
y 0 0 0
z 0 0 0

����5	 S< � 	���� ���������� 	������ �������� �� ������ (x, z)< ���	��� ����%�� x
������ ����%�� z 	�	 ��� � ���������� 	��� ����




I , ������� ������8������ I ?
I x y z

x 1 1 0
y 1 1 0
z 0 0 1

:� �����	 ��	 �������	 ��&����< 	��� �� ������ (x, y) �������� ; I ? x ������ y
���� ��� y ������ x


I , ������� ������8������ J ?
J x y z

x 0 0 0
y 0 0 1
z 0 1 0

:� �8��< 	���� S< �� ��"  �	 �� ������� �� �������� ����� y �� z< ���7 ��������0
�������


4� ������� ��� ���� ������ ������� (a, b) ∈ X × X �������� ; ��� �� ��� 	����
��	 	��	0�������	 �		��	 �� � �������	����� �� S K�� ��� �		� ����� ������ �� P−1< �
������� �� ���������� 	������ �����	�< ��� �������� ��� �� ������ (y, x)N ? ����� ��������� �	�
��� �� �������	 �� �������� �
-< �
 < �
1< �
��< �
 -�


:� �������� ��������� �
'< �� ���� �������	�� S ?

P x y z

x 0 0 1
y 0 0 0
z 0 0 0

∪
I x y z

x 1 1 0
y 1 1 0
z 0 0 1

=

S x y z

x 1 1 1
y 1 1 0
z 0 0 1

��� &������ ��� ����������� "����

�%�%
 ���$�:*� �� �)��9 �� ���������

!��5	 ��� ���������� �� 4����	Y" F'�G< ���	����	 ���������	 	� 	��� ������		�	 ; �
&������	���� ��	 �������	 �� � ������� ��	 ����������	< ���� ����" �� 2�" F'�G
 D����
�� 2�����	 F�-G ��� ����� �� �����5�� ��	 ����������	 +���	 	��	 ���&�� �� � �������0
	����� ����� ������� +��� �� ���������� �����
 �� ������ ; � �������	����� ��		����<
����������� ���	 �� +�� ����		��� � 	��	�������� ��	 ��������	 ��	�����	��	 �������	������<
������� �� �� ��������������< �� ����	 ������&��	 ��	������	 ? �0�����< �0�������< ��
�������������� +���


9�	 ��� ���� ������ ��&��� �������	��� � +�� �� � �������	����� ����� ������� +���
S ��+�����< ����� � �������	����� (P, I, J) ������� &�B�� ; � 	��	�������� ���� �������
�� �� ���&� (T,U, c) K��
 ��&���� �
�
-< �
 '�N �� ��������	 ��		����	< 	��� ?

P (x, y) = T (S(x, y), c(S(y, x)) )
I(x, y) = T (S(x, y), S(y, x) )
J(x, y) = T ( c(S(x, y)), c(S(y, x)) )




��������	�����< D���� �� 2�����	 F�-G �������� ����� �����	�� �	 �� ������� �� ��
���&� ��� ��� ��	 ��6������	 �� P �� I ��	� ��6���	 	��	�		��� � ������� P ∪ I = S
 9�
�	� �� ���	������ ����		��� �� ������� ��	 ��6������	 ���	 ���������	


�%�%� 6������ �� -� ���'�� �8������ �� �������� ����� �� (P, I, J)

���� ��	����� �� �����5��< D���� �� 2�����	 ���	��5���� 	�������� ��	 �����5��	 ��
��6������ ��	 (P, I, J) �� �������� ����� ������� +��� �� ���������� ����� S K	���������
��+�����N< �� ����� ��	 �������	 ��&����	 �������	 �������� ����6�� K�������	 �
' ; �
��< �

-�N


��	 �� ������� ����	< ��	 	����	��� ��� ��	 	��	0�������	 (P, I, J) ����6��� 	�����0
���� ������	 �����	 ?

�
 9���������� �� ������ �� ���������	 ��� ���������	 ? P (x, y)< I(x, y) �� J(x, y)
��������� 	�������� ��	 �����	 S(x, y) �� S(y, x) J 2�����	 �� D���� ��	 ��	�&����
���	 ����� ��	 ��������	 �� [0, 1]2 → [0, 1] ?

P (x, y) = p(S(x, y), S(y, x)) K�
��N

I(x, y) = i(S(x, y), S(y, x)) K�
��N

J(x, y) = j(S(x, y), S(y, x))
 K�
��N

�
 �������� ��		������� ��	����� ? �� 	�&�� �� ���������	 �� ��������� 	�� �� �������
< p, i, j >
 ,�	 ��������	 p(a, c(b))< i(a, b)< j(c(a), c(b))< �7 a, b ∈ [0, 1]< 	��� ���0
������		���	 �� ������ ; ����	 ���� �&�����	 J �� �������� ������� �����������
��	 ���������	 �������	 ��	 �� �	 ��		���� K��
 	������ �
�
�< �
 -�N


�
 $"������ ? I �� J 	��� 	"��������	 J ���	� ��� �����	����� ��������< �&������ ����6��
��	 �� �	 ��		����


D���� �� 2�����	 ����������� ��	���� ��	 �������	 �� �� ���&� (T,U, c) �����	 ��
	��	���� ��	 �������	 ��&����	 �
' �� �
#< �
 -�< ��	 �� �	 �� �������	 �� ����������	
(P, I, J) +���	 ?

P ∪ I = S K�
'N ⇔ U(P (x, y), I(x, y) ) = S(x, y)
P ∪ J = Sd K�
#N ⇔ U(P (x, y), J(x, y) ) = Sd(x, y)


!� ����� ��	 ��������	 < p, i, j >< ��� 	� ������ �� ��	 ���������	 	������	 ?

U( p(a, b), i(a, b) ) = a K�
�'N

U( p(a, b), j(a, b) ) = c(b). K�
�-N

D���� �� 2�����	 �������� ��� � 	���� 	������� �	� �� ������� �� �� ���&� ����<
�
0;0�
 �� ,�Y	��\��R< ���� (Wϕ,W ′

ϕ, cϕ)
 , 	������� �	� ���� 6��� ; �� ���������	��
	�� [0, 1] ϕ ��5	


T���� ��	 ���������	 ��&����	 ����� ��	 	��	0�������	 +���	 (P, I, J) ��� 	��� ��	� ����0
���	 ?



P �	� Wϕ0	"��������< �� ��� 		��� � /0	"������ �� P
P ∩Wϕ I = ∅< �� ��� �����	���� ; ��������� �
-< �
 -�
P ∩Wϕ J = ∅< �� ��� �����	���� ; ��������� �
 < �
 -�
I ∩Wϕ J = ∅< �� ��� �����	���� ; ��������� �
1< �
 -�

P ∪W ′
ϕ

P−1 ∪W ′
ϕ

I ∪W ′
ϕ

J = X ×X< �� ��� �����	���� ; ��������� �
��< �
 -�


!��	�< �����	 ��	 ���������	 ��	����	 	��� �������� ����6��	< ; ���� ���������	 ��5	 ?
I �� �� �	 ������ ? P ∪ I ∪ P−1 = S ∪ S−1 K�
*N J
I �� P ���	� ��� Wϕ0	"��������< �� ��� min0	"��������


�%�%� -�!������ �� (P, I, J) ���$��

!6� �� ��6��� ��	 	��	0�������	 (P, I, J) �� �������	����� ��&���� �� S &�B�� ��
��������	 < p, i, j >< D���� �� 2�����	 ��������� ; ���� �0�����	 ��������	 T1 �� T2

��	������	 K��� �������� � �=�� ��&���� ����� cϕ< �����	������ ; ����� �� �������
�����	� ���� 		���� ����	 �������	 ��&����	N< �� ��	��� ���� ���� a, b ∈ [0, 1] ?

p(a, b) ] T1(a, cϕ(b))
i(a, b) ] T2(a, b)


9�	 �������� ��� �� ������� �� ��������	 < p, i, j > 	��	��� ��	 �������	 �
�' �� �
�-<
�
 --< ��� 		����� ��	 �������	 ����� (P, I, J)< 	� �� 	�������� 	� �� ���	�� �� ���� s > 0 ���
��� ?

T1(a, b) ] ϕ−1(T s(ϕ(a), ϕ(b)) )
T2(a, b) ] ϕ−1(T 1/s(ϕ(a), ϕ(b)) )<

�7 T s �� T 1/s ����������� ; � ������ ��	 �0�����	 ���� �� 6���1
 4� �� ����� �	
���� ����� &��������< �� 	���	 �������	 �	 ����������	 ���� ���	 ������		��
 O��� ; ϕ<
�� 	�&�� �� �����������	�� ����������� ��6��


T���� ����	 	�������	 ��������5��	 �� ������	 (T s, T 1/s) ?
I 4� ������� �� ������� ��	���� ������		�� ���	��� s ���� ���	 � ? T1 = T2 J �� �����
���5��< �� 	��� ������� �� �� ���&� ����� ��	 � ��6������ �� < p, i, j >
 ,
	������� 	������ ?

T1(a, b) = ϕ−1(ϕ(a)ϕ(b)) J

I ��	 � ������� P ��	� ������� ���	� �	 min0	"��������< �� ��� ���� =���
	�������� J � 	���� 	������� �8��� ����� ��������� �	� ?

p(a, b) ] Wϕ(a, cϕ(b))
i(a, b) ] min{a, b}
j(a, b) ] min{cϕ(a), cϕ(b)} J

I ��6�< ��� ����	�5�� 	������� ���@� ����� ? �������� ��� ������ �� ����6�� �
��������� ������� P ∪ I ∪ P−1 = S ∪ S−1 K������� �
*< �
 -�N ?



p(a, b) ] min{a, cϕ(b)}
i(a, b) ] Wϕ(a, b)
j(a, b) ] Wϕ(cϕ(a), cϕ(b))


9� �	� ��6� �������� �� ������� �� �����	< �� �� ���	���� ��� ��	 ���������	 ��
��������� 	�� < p, i, j > �� �� 	"������ 	�� < i, j > 	��� ���� ����6��	< ���� ����	�����
��	 ����	 	�������	 	�����������	


, ���	�������< ��	 �� �����5�� �� ����������< ���� =��� 	��������
 D���� �� 2��0
���	 �������� ������ ������� �� ���������� 	������ P min0	"�������� 		����� ; ���
������� �� ���������� S ���	�����< �	� ����		������� ���	�����
 ���� ��	 ����	 	�������	<
	���� � �����5�� ����6� ����� ���������


���� ��	 ����	 	�������	 	��	��	���	< ���	 ����	�		��	 � �����5��< ��� ����	� �
min0	"������ �� P 
 ���	 �����	 �� ���	 ���� �����������	�� ��������
 T���� ���� �
�������	����� �� ����������	 ��� ���	 �����	����	 ?

P (x, y) = p(S(x, y), S(y, x)) = max(S(x, y) + (1− S(y, x))− 1, 0)
= max(S(x, y)− S(y, x), 0)

I(x, y) = i(S(x, y), S(y, x)) = min(S(x, y), S(y, x))
J(x, y) = j(S(x, y), S(y, x)) = min(1− S(x, y), 1 − S(y, x)).

�%�%� +�������� �� ���4������ ����

$���� �� ����� �� D���� �� 2�����	< ��	� ��� ������	 �����	 ����� �� .��	 ��
4�������Y��< T� �� Z��� �� W���� F-�G ��� �����	� � ��6������ 	������ ����� 	��������
�� ���������� +���


-�!������ �%� + ,� ������ (P, I, J) �� �������
 �����
 (���
 �����
 
�� X �
� ���
	�������� �� ���������� +��� ���� �� ������ �� '� 0��	�� (T,U, c) �����/ 
 �� 
��������

 ��
 �������
 
������
 
��� 
��
����
 +

8$ I �
� ��(�"�� �� J �����(�"�� 3

7$ P �
� T %�
*������� 3

:$ I �� J 
��� 
*�������
 3

9$ P ∩T I = P ∩T J = I ∩T J = ∅ 3
<$ P ∪U P−1 ∪U I ∪U J = X ×X$

�� � �=�� �C�� ��� ���� ��	 	��������	 �� ���������� �����	< ���	 ���������	 ����%
���
 �� ������� ��	 ���������	 ���� ��	 ����	 	��	0�������	 ?

�
 ,�	 �������
 ������������� ? P ∩T I = P ∩T J = I ∩T J = ∅ J
�
 ��������� �� �������������� ? P ∪U P−1 ∪U I ∪U J = X ×X


.����� F-G ������� ��	���� ����� ��6������< �� ��������� ��� 	� �� ������� ���	� �	
����� �� ,�Y	��\��R ����< ���	 P < I �� J 	��� ��	 �������	 �����	
 (� ��	���� �	� ���������
; ����� �� 2�����	 �� D���� ������ ������������< �7 � ������� �� ���������� ����� S
�	� +���< �� ����� ��� P ∪U I = S




-�!������ �%� + �� ������ (P, I, J) �� �������
 �����
 (���
 �����
 
�� X �
� ���
	�������� �� ���������� +���/ 
 �� 
�������� 
 ��
 �������
 
������
 
��� 
��
����
 +

8$ I �
� ��(�"�� �� J �����(�"�� 3

7$ P �
� Wϕ%�
*������� 3

:$ I �� J 
��� 
*�������
 3

9$ P ∩Wϕ I = P ∩Wϕ J = I ∩Wϕ J = ∅ 3
<$ P ∪W ′

ϕ
P−1 ∪U I ∪W ′

ϕ
J = X ×X$

D��������< �� �����	� � 	������< ���������� ; � ���������� ��	 ���	 �����	� ?

-�!������ �%� + �� ������ (P, I, J) �� �������
 �����
 (���
 �����
 
�� X �
� ���
	�������� �� ���������� +���/ 
 �� 
�������� 
 ��
 �������
 
������
 
��� 
��
����
 +

8$ I �
� ��(�"�� 3

7$ I �
� 
*������� 3

:$ ϕ(P ) + ϕ(P−1) + ϕ(I) + ϕ(J) = 1/ �A 1(x, y) = 1, ∀x, y ∈ X$

���� ���	 �� �����	< �� ���� 	� ������� �� ����� �� .����� F-G


��	 ����� �	< ���	��� ���	 ���	 ���� ���� �����������	�� ��������< ���	 ���	
������		����	 ���������� �� 	��������	 �� ����������	 �����	 ��� ? P + P−1 + I + J = 1


�� �=�� ��� ��	 �� �	 ��� K��
 �����	����� �
�< �
 -�N< .����� ������ ��� � ��6������
����� �����	� �	� ��������� ; � �������	����� �� ����������	 �� D���� �� 2�����	


���������� �%�

8$ � S �
� ��� ������� (��� �� ���������� -
�� ��(�"��./ ����
 
� �������
���
(P, I, J) 
����� ����� ��
 ���
 
������
 ������������ ������
 -��$ ����	���!� :$7$:/
�$ <B. �
� ��� 
�������� �� ���������� (���/ ����� ��� P ∪Wϕ I = S$

7$ �������������/ 
 (P, I, J) �
� ��� 
�������� �� ���������� (���/ ����
 S = P ∪Wϕ I
�
� ��� ������� (��� �� ����������$

���� ��������� � ����������< �� �C�� ; ��������� ��� ���� ���� �������	�� (P, I, J)
�� �������	�� S = P ∪Wϕ I ����� ��	 �� �	 ��� K��
 ��������� �
�< �
 -�N< �� ���
����������� ���� �� ����� ����� �������	����� +���< �� ����	�� ��	 ���������	 �����	0
�������	 � ������ (P, I, J)
 ���	 ���	������	 ���� � 	������� ���	����� ; � 6� �� �
����� �
�
�< �
 - < 	��� ����� ��� 		��� � min0	"������ �� P K�����5�� 	�������N


���������� �%� + � (P, I, J) �
� ��� 
�������� �� ���������� (��� ����� ��� �� �������
�� ���������� 
����� P �
� min%�
*�������/ ����
 �� �������
��� �� ����������
 �� ��
������� �� ���������� ����� S = P ∪Wϕ I 
����� �� 
������ ���
��� �� min%�
*����� ��
�� ���������� 
����� -��$ 
������ 7 �� ����	���!� :$7$:/ �$ <B. �
� (P, I, J)$



'����
������ + (������	 ������ S �� ���� ������ (x, y) ∈ X2 ?

S(x, y) = W ′
ϕ (P (x, y), I(x, y))

= ϕ−1 (min {ϕ(P (x, y)) + ϕ(I(x, y)), 1})
= ϕ−1 (ϕ(P (x, y)) + ϕ(I(x, y))) ,

����5	 ��������� �� �������������� ����6�� �� � 	�������� �� ���������� +��� (P, I, J) ?
ϕ(P ) + ϕ(P−1) + ϕ(I) + ϕ(J) = 1


$��� (P ′, I ′, J ′) � �������	����� �� ���������� +��� �� S 	����� � 	������� ��6��� ��
D���� �� 2�����	< ����� ��� P ′ �	� 	"��������
 ����5	 �� ��	���� ���������< ���	� ���
	�������� �� ���������� +���


P ′(x, y) = Wϕ (S(x, y), cϕ(S(y, x)))
= ϕ−1

(
max

{
ϕ(S(x, y)) + ϕ

(
ϕ−1 (1− ϕ(S(y, x)))

)− 1, 0
})

= ϕ−1 (max {ϕ(S(x, y)) + 1− ϕ(S(y, x)) − 1, 0})
= ϕ−1 (max {ϕ(S(x, y)) − ϕ(S(y, x)), 0})
= ϕ−1 (max {[ϕ(P (x, y)) + ϕ(I(x, y))] − [ϕ(P (y, x)) + ϕ(I(y, x))] , 0})
= ϕ−1 (max {ϕ(P (x, y)) − ϕ(P (y, x)), 0})
=

{
ϕ−1 (ϕ(P (x, y))) < 	� P (y, x) = 0
ϕ−1 (0) < 	����

=
{

P (x, y) < 	� P (y, x) = 0
0 < 	����< 	��� 	� P (x, y) = 0< ���	��� P �	� 	"��������

= P (x, y).

�� �=�� ���� ������8������ ?

I ′(x, y) = min {S(x, y), S(y, x)}
= min

{
ϕ−1 (ϕ(P (x, y)) + ϕ(I(x, y))) , ϕ−1 (ϕ(P (y, x)) + ϕ(I(y, x)))

}
= ϕ−1 (min {ϕ(P (x, y)) + ϕ(I(x, y)), ϕ(P (y, x)) + ϕ(I(y, x))}) ,

���	��� ϕ �	� 	���������� ����		���

= ϕ−1 (ϕ(I(x, y)) + min {ϕ(P (x, y)), ϕ(P (y, x))})
= ϕ−1 (ϕ(I(x, y)) + ϕ (min {P (x, y), P (y, x)}))
= ϕ−1 (ϕ(I(x, y))) < ���	��� P �	� 	"��������

= I(x, y).

:�	����< ���	��� (P ′, I ′, J ′) ����6� ��� 	�������� �� ����������< ��  ?

ϕ(P ′) + ϕ(P ′−1) + ϕ(I ′) + ϕ(J ′) = 1

⇔ ϕ(P ) + ϕ(P−1) + ϕ(I) + ϕ(J ′) = 1

⇔ ϕ(J ′) = 1− (
ϕ(P ) + ϕ(P−1) + ϕ(I)

)
⇔ ϕ(J ′) = ϕ(J)< ���	��� (P, I, J) �	� �&������ ��� 	�������� �� ����������

⇔ J ′ = J.



4�  ���� �������� ��� � �������	����� �� S = P ∪Wϕ I 	����6�� ��� ����������
	������ 	"��������< �7 (P, I, J) �	� ��� 	�������� �� ���������� ����� ��� P �	� 	"��������<
�	� �&�� � ������� (P, I, J)


(�� ��� �� ���	������ �� �������� � ��%������ ���	��� ����� ��	 �������	 �� �����0
����� �����	 �� ��	 	��������	 �� ����������


�%�%� (9�*��� ������������� �� �� �)����� �� ���4������ ����

(��	������	 ��� ������� �� ���������� +��� S ��+�����< ��6��� 	�� ����	����� X =
{x, y, z} ?

S x y z

x 1 1 1
y 0.8 1 0.3
z 0.1 0.2 1

$ �������	����� �� 	��	0�������	 (P, I, J) �	� � 	������ ?
I , ������� �� ���������� 	������ P min0	"��������< ���	������ 	���� � �������

P (x, y) = max (S(x, y)− S(y, x), 0) ?

P x y z

x 0 0.2 0.9
y 0 0 0.1
z 0 0 0

, 	���� ���������� 	������ ��������� �������� �� ������ (x, z)< ��� �� ��&�� ���0
�������� ; P �� 0.9


I , ������� ������8������ I< ����� ��� I(x, y) = min (S(x, y), S(y, x)) ?

I x y z

x 1 0.8 0.1
y 0.8 1 0.2
z 0.1 0.2 1

�� ������ �� ����	 ������	 ����%��	 ��	�����	< �� ���� ��� ������8������ ����� x
�� y �	� ��������5������ ������
 ������ ���< ��	 ��%��	 	��� ��������� ����8�����	
�� ������ ; ���0�=��	 ? ���	� � ��������� �� ��+������� �� I


I , ������� ��������������� J < ������� 	���� � ������� J(x, y) =
min (1− S(x, y), 1 − S(y, x)) ?

J x y z

x 0 0 0
y 0 0 0.7
z 0 0.7 0

,�������������� �	� ����� ���� ���� ������ ����%��	< ; ����������� �� (y, z)




, �������������� ��	 ����	 	��	0�������	 +���	 �	� ��������< �� P +P−1+I+J = 1 ?

0 0.2 0.9
0 0 0.1
0 0 0

+
0 0 0

0.2 0 0
0.9 0.1 0

+
1 0.8 0.1

0.8 1 0.2
0.1 0.2 1

+
0 0 0
0 0 0.7
0 0.7 0

=
1 1 1
1 1 1
1 1 1

������ ���< ���������������� ��	 	��	0�������	 P < I �� J �	� ��������< ���	��� � �0
����� �����	�� ��	 ��������� ���������������� +��� �	� ����� �� ,�Y	��\��R
 4� ���������
�� �������������� ���	����� ��0��		�	 		��� ��� ?

max (R1 + R2 − 1, 0) = 1c,

���� ���� ������ �� �������	 R1, R2 ∈ (P, I, J)< ��� 1c � ������� +��� �����


:�6�< �� ����6� ���� ��� S ���� =��� �������	�� ; ����� �� ���� 	��	0�������	< ���
&�B�� ; ������� �� P �� I< 	��� �� � ������� min (P + I,1) = P + I = S ?

min

⎛⎝ 0 0.2 0.9
0 0 0.1
0 0 0

+
1 0.8 0.1

0.8 1 0.2
0.1 0.2 1

,

1 1 1
1 1 1
1 1 1

⎞⎠ =
1 1 1

0.8 1 0.3
0.1 0.2 1

� ����� ��� ��� ��������� !����

��	 �� �������< ���	 ���	 ����	� ����	����� ��	 ������	 	������6���	 �����	��	 ��
����� �������< �� ������C�� �� � ������� ��	 	��	0��	�����	 +��	< ��� ���	����� �����
���� ������ �� &�	���� �� ���������	���
 ���	 ���	 ������ ������� ���� ��������� ��
&������	�� ��	 �������	 ������� ��		����< ��	� ��� � ������� ��	 ����������	
 ��	 ��
������� 	�����< ���	 ���������	 ��� ��	 ���� �������	 ���	������� �� ��������� �� �����
������� ������� +���






������
� �

��������	� ��� �����	�� �����

,�	 �������	 +���	 �� ���������� "�� ��� ���	�����	< �� 	�&�� �������� �� �������
�������	 ���	������� � ������ ���&�� ����� �� ����� ������� ������� +��� �� ����"	�
�� ���6�	 	��	�����	
 ��	 ��� �����5�� ����� ���	 ��������	 ����� ���5�� �� � ���5��
���� �� ������ � �����	������� �� � ���������� ��	 �������	< �������� �� �� %�&�< �
����	 ����� ����������< ���� �� ��	�������� �����
 :�	����< ���	 ���	�������	 � ���������
��&��&���� ��	�� ; 	"������	�� ������������ ������� ; ���	����	 ����������	 �� ���	����	
%�&�	
 ���	 ���������	 �������� ������� ����� �� ��	 �����		�	 �� ���	��������
	���	5�� ��	 �� ���� �� � ������� ��	 ����������	 +���	
 :�6�< ���	 �����	����	 ���
��������� ��	����� ; ������	�� � ������� ���������	��� �� ���5�� +��


� $��%��

��� '�	������ �� ���������


%
%
 -�!������

���	 ��6��		��	 ��� �� ���5�� ��	���� ; �����	����� ��	 ��8������	 �� ���������� ��0
��������	 ���� �� ��	����� �� �������	 X
 ���	 ���	 ������ �� ������� 1 �� �������	��
�� ���5�� ������< �����&�� ���� ��������� 	���	����� �����	������� ������
 (�� 	�0
&��6� ��� ���	 �� ���	��������	 ������������ ��	��������� ����� �������	< ���� �����	
�� ����	 �� �������	
 O��� ��� 	��� �� ����� �� 	"���5	� ���	����� K���������� ������<
��	����� �� ����������	 ���� �=�� %�&�< �� �=�� ��	����� �� %�&�	N< ���	 �����������	
���� �� �=�� ���5�� �� �����	������� ? ��� ������� ������� +���< ��� ���	 ���������	
������� �� ��������


��	 �� ������� ����	< �� ���	��5�� ��� ���������� ��������5��< ���� �� %�&� �� ��
��	�������� �����	


4� ��6��� � ������� �� �������� ����� ��� ������� ������ �����&��� ��	 ������	
�� �������� ��&� ����� �������	
 :��� ������< ���� ���� ������ �� ������� (x, y)< ��
	�&��6�� �� ��� �� ��� ��� L x ���	� �	 ������ 	���������� �� y M< �� ������ ��� L x

 �



������ y � 	��	 ��&� M
 4� ����	� � ��+������� ���� 		���� ������������ ��� � ������
�� ������� �� 	����		�����
 (�� �������� �������	���� �� � ������� ��	 ����������	< ��
���������� &�B�� ; � �������	����� �� 	�������� �� ���������� (P, I, J)< ���	����� ��	 ��
������� ���������


�� 	���� �� �����< ���	 ��������	 �������� ��	 �������	 �� � ������� ��	 ����������	
�� ��	 ����� ; ����� ������������ �� ��	���������� 	��	������� K����� �
�
�< �
  'N


2������ �� ���������� :�������� ���������	

���������� K��&�N K$N �������� K��&�N K$N ��+�����
���������� 	������ K�N �������� 	������ K�N 	"��������
9���8������ K9N 9���	���������� K9N 	"�������� �� ��+�����
9������������ K�N (��+�� K(N 	"�������� �� �����+�����

���� �
� I (����	������� ����� �������	 �� ���������� �� �� ��������

$� �� ����� �� ������� ����
��������� ��@� 	�U	����� ��������� K����		������� ��
%�&� ; L ��	������ M ���� �������	N< �� ����� �� ���(�< �����	������ ; � 	��	0�������
���������������< 	�� %�	��6� ���	 �� � ���	������� �� � ��������� ��&��&���� ? ����
��� ���������� ��������5��< ���� 	�� 	"	������������ ����



%
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, �����5�� ���� ���	�	��< ���� �� %�&�< �� �������< �� ��� ���������� �����	< ;
��������� ������������ ���������� �� ���������� �������
 4� 	������ ���� ���	������
��� ������� �� ��������< ; ����� ��	 ��	���	 ui ���� �� ��	��	�< �7 ���� ���� i ��������
�� ������� ��������


9� ���	�� ���	����	 �������	< ���	 �� ����	 ����������	< ���� ������� ����� �������
�� ��������
 9� �������� ���� �������� ��	 ����5��	 �� ����� ? ����� � 	���������< ���	
���	 ���� ���� � 	������� �� ������������ ������� �� ������ �� ��	 ��	 ����������	


:� �8��< ���� ��������� ���	�����< �� �����5�� 	����	 � %�&� 	�� ����	����� ��	 ����0
������	 �	� �� �=�� ? ������� ��	 ��8������	 �� ���������� ����� �������	 �� ��	 ��	���	

9� �	� ���� 	�������� �� ��������� ��� ������� ����&������ �� ������������ ������� 	��
������ ��	 ����������	
 !�������� ���< �� ���� =��� ��		���� �� ��������� ��� ���������
����� ��	 �������	 �� �������� �		��	 ��	 ��8������	 ����������	
 (���� ��������� ����
=��� ������ ���	 &����< ��� ���	 ���	 �����	����� ��%��� �� ���5�� ��������� ; ��	�
�� 	�� ����� �� ����	��		�
 4� 	������ ���� ; �� ��� 	 ��������� �� ���������� ����0
��� ������ �� &�� �� 	�������
 (�������< � ��	��� ���� ������< �� �	� ���	�������
��� � ������������ �� ������������ � ����	 ��	 ����������	 �� 	��� �	 	"	��������


,� �����5�� �� � &�	���� ��	 ��8������	 �� ���������� 	�� ��	 ����������	 	�� �� ��		���
�� � ��������� ��&��&����< ���	����� �������������� ? ���� �������� �� ���� � 	"���5	�
��	 �������	 �������	 	�� �� ��	����� �� ����������	< �� �=�� �� %�&�	< �� �� ��	����
������&������ ��	 �������	 	"������	��	


��	 ����� �� �����5�� ������� ���������< � ����	��		� �� ������������ ������� �	�



	��������� ��������� �� ���������	��� ��	 ��	���	 �������	 �� �� %�&�
 (��	� ��������
���	 ���	 %�	��6� ; � 6� �� ������� � �� ������	 ; � ������� ��	 	��	0��	�����	 +��	


���	 ����	 ���������� �� +�� �� �C�� ���&��		���< �� ���	����� ����	 ���������	 ����
���5�� �� ������� �� ��������
 ,� &�� �� ����	��		�< �� ���� �� &�	���� �� ���������	���<
	�� ; ����� ���	 ��	 �� ��������



%
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, 	������� �������� ���� ���	������ ��� ������� �� �������� S ����� �������	
���	�	�� ; ������� ����������� ��	 ����	 ��� ���� 	��� 		�����	
 !��	�< ���� ���� ������ ��
�������	 (x, y) ∈ X2< ��	����������� �����	 �� ��	 ��	���	 (ux, uy)< �� ��6��� � �������
S �� ?

xSy ⇔ ux ≥ uy.

, ������� ��	� ������� ����6� � ��������� �� ��+�������< �� �����	���� ���� ���� ;
��� ������� �� �������� ��&�
 :��� �	� �&������ �����5��< �� ���� ���	 x, y ∈ X< 	�
ux < uy ���	 uy ≥ ux
 :�6�< ���	����� ���	��5�� ��� ������� �� ������� ��������< ��
���� ��&��&�� ������������ ������ ���� ����	 �&��	 ? S �	� ���� 	"��������
 :��� �	� ��
���	 ���	����� ? ���� ���	 x, y, z ∈ X< 	� ux ≥ uy �� uy ≥ uz ���	 ux ≥ uz
 �� ���	������<
� �������� ��&� S �	� ��� ������� ������� ����


4� ���� �������� � ������� ��		���� ��	 ����������	< �� ��6��		�� �� D = S ∩ Sd

� 	��	0������� �� �������� 	������ �		�� �� � �������	����� �� S
 S ���� 	"��������<
�� �	� �	� �� ��������� ���� �&���� ? D = S
 , �������� 	������ D ���� �� ���	������
�����5��< �� ���@� ���	 ��� ��	 �������	 ������	���������� KIN �� �� ���+�� KCN �		��	
�� S 	��� ����		������� ����	
 :� �8��< �� ��	��� �������� ����������� �� � ���������0
����� ����6�� �� ���� ������� �� 	��	0�������	 �		� �� � �������	����� ����� ������� ��
	����		����� K��
 ��	 �������
 �� ������� ���	�����	 ��	 � 	������ �
�
�< ���
 �< �

-�N


��	 ����� ������� �� �������� S �� ���	���� �	 ��� ����� ����	��		� 	�� ��	 ��0
��������	< �� ���� �	� ���� �����	�
 ���� 	��� ���������< �� 	�U� �� ���	������ ��� 	
�������� 	������ �	� ����		������� �� ����� ����
 4�< ��� �� �����	���� �	 ; � ������
�� ���������� 	��%������< �� �� ���� =��� ��		���� �� ����� ���	���� �� ��	�������� �����
���� �������	< �� ���������� ���	��� ��	 ����	 �����	�������	 ��������	 �� �� %�&�	 	���
������	
 9��< 	� ��� 	�&��6���� ��� 	��� ������ ����� ���� ����	< � 	���������� �� ����� 	��
������ �	� ����		������� �������
 4� ���� ���� 	��������< ���� ��	 �������	 ��� ����0
������ ��	���&��	 �� �� %�&�< ; ��	 �����	���	 �� �������� 	�� ��	 ����������	
 :� �����
��	������� �������� �� � �����	��� ����		��� ������� �� ����	


9� �	� ���� �������� �� ������� �� ������ ���������	��� ��	 ����	< �� �C�� ; �
���������� 	�� ��	 �������	 ������� �������	 �����	���





%
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)�� 	������� 	����� ��������� �� ������� �� ������ ���������	��� ���	�	��< ����
����� ������� i< ; ���	������ �� ��������� v̄i = [v−i , v+

i ] ����H� ��� � ��	��� ui ��0
��������� ������� �� �� %�&�
 4� 	�&��6� �� �; ��� ui ���	� ��� ���	������� ����� �����
vi ��� �����	������� ��������� � ���������� �� %�&�
 ����H� ��� �� ��	�� ui = vi �����
��	 � ������	�� �� 	��&�����	 ������������ �������< �� ����5�� ���	������ ��� vi �	�
������ �� ���5�� �������	� ? vi ∈ v̄i
 ,���������� v̄i �����	���� ����	����� ��	 �����	 ��	0
	����	 �� vi ������ ���� �� � ��	��� ui ; ��	��	����� ? �� ���� ���� �� ��������� �����
��� ��	��������� �� ��

���� �� vi 	���� ui
 ���� ����� ��	��< ����������� v̄i ��������
��&�������� � ����� ui< �� 	 ����� ���� ������ �� ���������	��� �� ���	������� �� %�&�


4� ��6��� ���	 ��� ������� �� �������� S̄ ����� 	��� ?

xS̄y ⇔ v+
x ≥ v−y .

,; ������< � ��+������� �� � ���������� 	��� ��������	


, ������� �� �������� ��&� S̄ ���� ��	���� =��� �������	�� 	����� � �������
��		���� ��	 ����������	


, 	��	0������� �� �������� 
����� �	� ��	� ��6��� �� ?

D̄ = S̄ ∩ S̄d.

:��� �������� ����	����� ��	 ������	 �� �������	 (x, y) ∈ X2 ���	 ��� v+
x ≥ v−y ��

v+
y < v−x < �� ��� �	� ��������� ; v−x > v+

y 
 �� ���	������< xD̄y 	�&��6� ��� ���	 ��	
�������	 �� v̄x 	��� 	��������	 ; ���	 ���� �� v̄y
 ���	��� ��	 ���������	 v̄x �� v̄y �����	������
��	����������� ��	 �����	 ��		����	 ��	 vx �� vy< �� �� ������ ��� vx �	� �����������
	���������� 	�������� ; vy< � 	��	 �7 ����������� �������� �	� ����		����
 :� ����� ��
���������������� �� vx �� vy< xD̄y ���� ���� ������ ����� ��������� ? vx > vy J �� 	�&��
����� ����

��
 ! �������	�< xS̄y �� �����	���� ������ ��

����< ����� �� ����������� vx ≥
vy< ���	������� �����	� ����������� �������� vy > vx ���� ��	 �	 �7 ��	 ���������	 v̄x ��
v̄y 	� ����������


4� ������� ��� D̄ �� S̄ 	��������5���� ��	����������� ����� ��� ����		��� �� ���
��		�������< ��	 �������	 �� ���������� �	 ��&�����	����� �� �=�� ���������
 :� �8��<
���	������	 �� �	 �� ���� ���������	 v̄x �� v̄y "�� ����� ������ ����� ������ � �����
	��������� �� v̄y ? v+

y = v−x 
 ! ��	� �� �����	����� ���� ��� �����< ��  � ��		������� xS̄y
�� �=�� ��� � ��		������� yS̄x< ���7 ���	���� �� ����		��� �� vx > vy ? xD̄c
 �������	<
����������� vx ≥ vy �	� ����		���< �� ������������ �� 	�� �������� vy > vx �	� ��&��0
���	����� ����		���� ? � ����� ������ �� vy< v+

y < �	� � ����� �&��< ; vx K���	���
vx = v−x N


, ������� D̄ �	� 	"�������� �� ���	��������< �� ���	����� ? ���� ���	 �������	
x, y, z ∈ X< xD̄y �� yD̄z �������� v−x > v+

z < 	��� xD̄z
 :��� ���	� �	 �����5��< �� ����
���� ������ (x, y) ���� ��	����	 v̄x �� v̄y 	� ����������< �� ��"  �	 ����		��� �� vx > vy ��
�� vy > vx ? ��	 �������	 x �� y 	��� ���	 ���	 ��
��������

 D̄ �	� ���� �� ����� ������




, 	��	0������� ����
��������� Ī = S̄∩S̄−1 �	� 	"�������� �� ��+�����< �� ��6������

:��� �������� ���� ����	����� ��	 ������	 �� �������	 (x, y) ��
��������
 ? ��	 ���������	
v̄x �� v̄y 	� ���������< �� ���	��5�� �� �8�� ��� vx ≥ vy �� vy ≥ vx 	��� �&������
��		����	< �� ��� ��	 �������	 x �� y 	��� ���� ���C�	 �� �� %�&� �� ���5�� ����������


:�6�< � 	��	0������� �� ���(� J̄ = S̄c∩S̄d �	� ����< �� S̄ �	� ����		������� �����5��


������� ����� ������� ������� S̄ ���	� &�5�� ���	 ����	�� ��� � ���������� S ? ��
�����5�� �� � �����	��� �������� ��	 ����	 	� ������ ��	����	 ������� 	�� ��	 �����	 ��	
���������	
 ,���	�������< ���� ���� �������	< 	� 	���� �������� � ����� �� ����������
����� �������� 	������ �� ����	����������


:� �8��< ���	������	 ��� ���������� �7 ���� �������	 x, y ∈ X 	��� �����	����	 �� ��	
���������	 v̄x �� v̄y ��	%����	 ��	 ��5	 ������	 ���� �� ������< ��� v−x > v+

y 
 $�� ����� ����0
������< �� ������� ���� ; ����������� �� ������ (x, y) ; D̄
 (��	������	 �������� ���
�������� ����������< �7 ��	 ��	���	 	��� ���������	 ; � ����������< ; ��� ��8������ ��5	 ?
��	 ux �� uy 	� �������� ; ����� ���������	< ��	 	�U	����� ���� ��� ��	 ���������	
�����	������	 v̄x �� v̄y 	� �������� ��	����	 �� ������
 (���� ���	0��< (x, y) ����������
���	 ; D̄< ��	 ; � 	��	0������� ������	���������� Ī
 ,�8������� ���� ������� ; Ī �� D̄
�	� �� ���	������ ��	����


4�  ���� ������� ����	������� ����� D �� D−1 	�� ����� ����� Ī �� D̄
 ���� ���������	
	� ���������� �� �� 	� ���������� �	< �� ���	� �� ����� ������ ��� ������� ����	�������

,�	 ���������	 �����	��� ���� ��� �������	���< ��	 �� �C�� ��&������� �����	�< ; ��	�
�� ����	 ������5��	 ������	



%
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, ������� ��	 	��	0��	�����	 +��	 ������ �� ����� �� �C�� ������� ���	 	��	0
��	��� ����� ������ ���������	���
 (���� ������������< �� ���	��5�� ��� � ����� ui

�������� �� �� %�&�< ���	� ������ �	������� ����� ����� vi ��� �����	������� ���������
; �������	��� �� 	 ���������� �� ������� i
 ����H� ��� �� ������� 	 ��	��������� �� ��		���0
���� �� �� ��	����� ��		����< �� ������� ����� ���	 ; �� 	��	0��	����� +�� ṽi
 4� ��6���
���	 �����	����� ṽi ����� �� ��������� +��< ��� �����	���� ����������� ; �������	��� ��
����������� ��� ��������� v̄i


:�	����< �� ���	����� ��� ������� �� �������� +��� S̃ �� ������� ��	 ���������	
+��	 ṽi
 /��� ����� �� ����� ������������� ��� ���� � ������	�� ��	 ���������	 ���	<
�� �����	� �� �������� �������	��� K��
 	������ �
�< ���
 �< �
 �1N ?

S̃(x, y) = sup
a≥b

min
(
µṽx(a), µṽy (b)

)
.

(���� ��6������ �����	���� ; ��� &������	���� �� � ������� ����� ���������� S̄<
���	��� ���� ��� ���	����� xS̄y< ����� �������		��� �� � ��

���� �� ����������� vx ≥
vy K�� ���� �� �8�� ������ ? S̃(x, y) = Π (vx ≥ vy)N


�� ���	��������< S̃ �	� ��� ������� ��+�����< �� �����	���� ���� ; ��� ������� ��
	����		����� +��
 :��� �	� �� ���	 �����5��< ���	��� �� ��"� ���� ��������� +�� �	� ���
����




 

ux 

vx 
~ 

uy 

vy 
~ 

h 

1 

0 

���� �
� I :������ �� ������	�� �����������	 +��	

$�� � 6&��� �
�< �
  *< �� ��	���� �� ������� �� ���� ���������	 +��	 ṽx �� ṽy ����0
��	�	 �� ��	 ��������	 ����������� ����R�_���	< ��	����������� �������	 	�� ��	 ��0
	���	 �����	�������	 ux �� uy
 4� 	����C��� ��� ����������� vy ≥ vx �	� ���������
��		����< ���	��� ��	 �������	 �� ��"� �� ṽy 	��� ���	 	��������	 �� �������	 �� ��"�
�� ṽx< ���7 � ����� S̃(y, x) = 1
 :� �������< �� �	� ����		���� �� ���������� ���� ���0
����	 a �� b �� ��&��	 ����������� ��	������	 µṽx(a) �� µṽy(b)< ���	 ��� b ≥ a< ���
min

(
µṽy(a), µṽy (b)

)
> h
 , ����� h �����	������ ; � ������ �������	������ ��	 ����

���������	 +��	 ��6��� ��� � ����� �� S̃(x, y)


, ������� ��	 ����������	 +���	 ������ �� �������	�� S̃ �� 	��	0�������	 ������	0
	���	
 ���	 ��������	 ��	 �������	 ���	�����	 ; � 6� �� � 	������ �
�
�< ���
 �< �

- 


, �������� 
����� (��� D̃ �	� ��	� ��6��� �� ?

D̃(x, y) = max
(
S̃(x, y)− S̃(y, x), 0

)
, ∀x, y ∈ X.

���������� 
%
 + &� �������� 
����� (��� D̃ 

�� �� �� �������
��� ����� �������
�� �������� S̃ ������� ��� �������
�� �� ������
 (��
/ �
� 
� ����� +

D̃ = S̃d.

'����
������ ? ���� ���� ������ ����%��	 (x, y) ∈ X ×X< ��	 ��"�� ��	 ������	 +��	
�����	������	 ṽx �� ṽy 	���< �� ��6������< ��� ����	< ���7 ?

max (Π (vx ≥ vy) ,Π(vy ≥ vx)) = 1

⇔ max
(
S̃(x, y), S̃(y, x)

)
= 1.

4� ?

D̃(x, y) = max
(
S̃(x, y) − S̃(y, x), 0

)
= max

(
S̃(x, y), S̃(y, x)

)
− S̃(y, x)

= 1− S̃(y, x)
= S̃d(x, y).



, �������� 	������ D̃ �	� 	"�������� �� ���	��������< �� ���	����� ? �� 	�&�� ����
����� ������ +��
 :� �8��< ���	� � ����� ���� �� S̃< �� �����	 �� ���� ��� ��������
��� ����� ������� ��6��� �� ����� ������ +�� F�*G
 ! �� �����< D̃ &������	� ���� � �������
���������� D̄


�� ���	< D̃(x, y) = 1 − S̃(y, x) ��6��� � ��	��� �� ����		��� �� ����������� vx >
vy< ���	��� S̃(y, x) ��	��� � ��		������� �� ����������� �������� vy ≥ vx
 (���� �
������� ����� D̄< � ������� +��� D̃ ������ ���� ��� ����		��� ��	 ������	 �� �������� ?
���� 	��������5�� ���� ����� ��� ��	��� �� L �������� 	������ M
 ��	 �; ������< �
����		��� �� vx > vy ��	���� �� D̃(x, y) ���	� �	 ��&�����	����� ��������� ; � ����		���
�� ����������� vx ≥ vy


��	 ��������� �� � 6&��� �
�< �
  *< � ������ �������	������ h �	� ��� �����< ����
�� ������� x ������ 	���������� y ��� �� ��&�� �� ��		������� 	���������� ��������� ; 1 ?
D̃(x, y) = 1 − S̃(y, x) = 1 − h < 1
 , ����� D̃(y, x) �	� �����< �� ���� �����	���� �
����		��� �� ����������� vy > vx< ��� �	� �&�� � ������������� ; 1 �� � ��		������� ��
����������� vx ≥ vy ? �� �� ������� �	� ��������� ��		���� KS̃(x, y) = 1N


,���
��������� (��� Ĩ �	� ��	���� ��6��� �� ?

Ĩ(x, y) = min
(
S̃(x, y), S̃(y, x)

)
, ∀x, y ∈ X.

�� ���	��������< ���� �	� 	"�������� �� ��+�����
 Ĩ ������ � ��		������� ���� ����
�������	 ��=��� ����8�������	
 $�� ��������� �� � 6&��� �
�< �
  *< �� ������ �	�����
��� Ĩ(x, y) = h
 (���� ����� �	� ��� �����< ���	��� �������	������ ��	 ���������	 +��	< ��
���	 ��������� �� ����	 	������	< ���	� �	 ����
 Ĩ(x, y) ���	� �	 ��� ���	 �&�� ; 1<
���	��� �������	������ ��	 ��"�� �	� ����
 ��	 �� �	 �� ���5R�	 ���������	 ������	 	��
��	 ��	���	 ux �� uy< �� 	����C��� ��� ������	���������� �	� �������� ����		��� �� ��	 ����
��	���	
 �� ���	������< ���	 ��	 ��	���	 ux �� uy 	��� ������	< ����	 �� ���	��5�� ��	
�������	 ����� ��	�����	 J ������	���������� ������ 	�� ������ �5	 ��� |ux−uy| ≤ l< �7
l ������ � ��&��� �� ��"� ��	 ���5R�	
 9����	�����< ���	 ux �� uy 	��� ����&���	< ���	
��	 �������	 	��� ���	�����	 ����� ��	�����	 �� �� %�&� J �� ������	���������� ������ 	��
������� �5	 ��� |ux − uy| ≥ L< �7 L �����	���� ; � ��&��� �� 	������ ��	 ���5R�	
 ,�
��&�� ������	���������� Ĩ(x, y) ������ ���� ���� �� ��&�� ������������� �� ������ ������
��	 ��	���	 ux �� uy �������	 �� �� %�&� ? ���	 ���� ���� �	� &���< ����	 �� ���� ������
�� ������ �������


:�6�< �� ���(� (�� C̃ �	� ����< ���	��� S̃ �	� ����		������� �����5�� ?

C̃(x, y) = min
(
1− S̃(x, y), 1 − S̃(y, x)

)
= 1−max

(
S̃(x, y), S̃(y, x)

)
= 1− 1 = 0, ∀x, y ∈ X.




%
%� ;���� �� �� *���������� �������� ����

,�	 �������	 �� �������� +���	 ���������� ���� ��������� ������������ �������
��	 ���6�	 	��	�����	< � ����� �� ����� ����������
 ������ ���< �� 	��� ��	 �������	
�� 	����		�����< �� ; �� ����� ����	 	� ��=���� ���� ; ����"	� �� ����������	 +���	< �� ��
���	 ����� �������	����� �� 	��	0�������	 ������������	


����� ������� ���5��< �� ���� ���	������ ��� ��	 �������	 �� �������� +���	 ��0
��	��� �� ��������	 ����� ��	 �������	 L ������� ���� M �� L ���������� ���� M ���	���<
���� ����������	< ����	 ���	������ � ���� �� ������	 ����	 �� ����	 ����� �������	
 :�
����������< �� 	�U� �������"�� ��	 ������	 +��	 ����&�����	 ���� � ��&��� �� 	������
�	� 	��������� �� �&�� ; � ������ �� ��������� ���� ������� ��������� ���� ���� �� ����	


(�������< � ���	������� �������� �� ������������ ���������� ���	� �	 �� ��%�����
�� 	��< ��	 �� ��"�� ���� �������� �� ��&�� �� ��������� ��	 ��8�����	 ������	 �� ����0
���� ����� �������	
 4� ������� �� �8�� ��&���� �� ���������� ��	 ������ �� ���������
����������� ���5	 ��	 %�&�	< �� ������ ��� �������� ����������
 �� ���	< ������������
���������� 	�� ���	����������� ������� � ����	 ��	 ���������	 ��	�� ; 	"������	��
�� �����	����� ��	 �������	


�� �� ����� ��������� L ������� +��� M< ���	 ����������	 ���� ��	�	��� 	�� ��	0
���� ������< �� 	�&��6�� � ������	���� ����� ���������� �������	� �� ����� �������

,����������� ���������� ��	 ��������	 ���	� �	 ������� ���� ����0�=��< ��	 ����
�����6�� ���������	��� �� ������������ �������< �� �C�� ; ��� �������� ��� �����		� ����0
�������� 	��������� ; ����� ��	 ��&	 ��		����	


��� ������� "��� �� �����*����


%�%
 -������

, ���	�������� ��	 �������	 �� �������� +���	 ������ �		������������ ��	 ������	
+��	 ����	�	


���� ��	 ����������< ���	 ���	 ����	&� ��	 ���� 	����&��	 	������	 ?

�
 !����	����� �� ����	 ��		����< ���	 &�������� �� ������	 +��	 �"��	 �� ��������
���� ���5��< ��� ���� ������ ��	���� 	�� ��	 ����	 J

�
 !����	����� ������� �� ������	 +��	 J �� ���� �������� �� ������� �� %�&�	
�������� ��	 �������	 ; ����� �����������	 J ����0�� ������� �� ������� ��6��� ��
	������ �� ������	 +��	 �� ����� �����6���
 4�  �&������ ����	&� ������	�0
���� �� ������	 �����������	< �����	������ ����������� �� 	������ �� ��"� ����
������ +�� ����R�_��


!6� �������� ����� 	������ 	����&��< �� ��������� 	��	����� �� ��� ���	��� �%
�����  ���� ��� ���&�� ������	����� �����������	 	�����	< ���	 �����������	 ������	

9� �������� �� 	����&��� � ���������� ����� ����� ����������
 /��� ������< ������	�����
�����������	 ������	  �����	������ �������� ��	 %�&�	< ��	 ��	����	 ���� ����	 ��U��0
������ ����������	 ? ��	 ������	 �� ��"� �� 	������ ��� �� �8�� ��	� �� 	������ �����5��	
���������������
 ,�����	����� �����������	 	�����	 	��	� ������� ���	 	��	��	���< ��	 ��0



�������	 ���������	��� ������	 �� ��	 %�&�	 ���		�� 		�R ���������	
 :� ����� �< �

�#�< ���	 ���	�����	 ��� ����� ��	����� ; ������ ����� ����������< � �����	 �� � ������
�����������
 ,�	 ��	����	 ������	 	��� ������&���	< ��	 �� 	�U	��� �	 ; �������
��� ���������� 	���������� �� � ������ ��	 �������	 +���	 ��	� ��&&��	


(���� ���	���� �� � ���������� ��	 ���������	 ���������	��� ������	 �� ��	 %�&�	 �0
����� ��	 ����	��&����	 �������� ���	 ���		��	< ��� � ����� ��	 	���	�����	< ��� ��
� �	"�����&��
 ��	 �� ���� �� ����� ��5	�< ; ����������� �� ����� ���	���� �� �����<
���	 ���	 ��	���������	 ; � �����5�� 	����&��
 9� 	�&�� ���� ������������ �� +�� ��	 ��	
��	���	 �����	 �������	 �� �� %�&�< ; ����� ���� ���5�� ��� ���	 ����	 ���	�����


��	 �� ������� ����	< ���	 ���	 ��������	 ; ��6��� ���� ����� �� ����	 �����	���	
; �� ������ ��5	
 )�� ��������� ���	����� �������������� �������� �� ���������� ��
������



%�%� 7��*� '�������

,�	 ����5��	 ; �����&��� �� ����� �� � ����� 	��� ��	 	�����	 ?
I 	��������� ? �� ������ +�� ����� =��� �������< � ����� &������ �� ���5R� 	�����

�������� ������		��� J �� ����������< ��	 ������	��	 �� ������	 +��	 	��� �	��	 J
I ��	����� ��� ��� ? ���� ��������� � 	������� 	�� ��	 ����������	< ��  �� ����� ����

�������� �������	�� �� ��	����� +�� J ��� ����� ���� �����&����� ���	� ���� �	
������ J

I ��"� ��� ���� ? � 	������ ����		������� ���� �� %�&� �� ��	���&��� ���� �������	<
�	� ��� ���������� J 6� �� ��� ���� �����	������ ��� 	������ ����	����������< ��
��	�� �� � ���������� �� ���������< �� �	� ����		��� ��� �������	������ ����� ��"��
���		� =��� ��� ���� J �� ���� �� ���	 ���	������ ��� ��	 ����	 	��� �������	 �����
����������� ������� J �� ���	������< � ����� 	���������� ����&����� 	��� ������
��������


(�	 ���������	 ���� ���	�	 �� ������< ���	 ���	 6������� ����� ����� ����� 	�� ��
������ ����R�_��< �� ����� �� ��"� l �� �� ����� �� 	������ L = K × l
 ���	 ���	 
������ 6�� � ����� �� � ���	���� K ; 3


(���� ������ +�� ṽi �����	�� ���������	��� �� � ��	��� ui �������� �� �� %�&�<
�� �� ��	������� �� ������� �� ��"� ����� �� 	������ 	�� ����� ����� ui



%�%� ����*����'� �� �� ������

,� 	��� ���5��� ������ ����6�� ��	�� �� ���U����� l< ��� ������ �� 6��� � ����� ��
������ +��
 9� ������� ����������� ; �� ��&�� ���������	���< �� �� �������� ������ ��
	��������&�� 	�� ��	 ������	 ���� �� ������


9������������< ���������	��� ������ �� ������� �� ��&�� ������������� ���� ������
������ ����� ���� ��	���	< �� �������� �� ����������� �� ���� ����
 4�< �� ��	�����
��	 ���6�	 	��	�����	< �� 	� ���� ������ ��� ��	 %�&�	 	��� ���&������ �������	
 (��R
������	< ��	 ������	 ������� ����� �������	 ��	���� ��5	 	����	 	�� ��	 ����������	< �=��



���� ��	 ����	 �� ��	���	 ��5	 �����	
 ! �������	�< ���R ������	< ��	 ����	 �����	 �� 	�
��=���� ���	����������� �	 ; ��� ������������� �������< ���	��� ��	 ������	 �������
������	 �� 	� ����������� �	 	�� ��	 ����������	 ? ����� ����������� ���� =��� ������� ��
�� ���U����� l K�������	���N �����
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���� �
� I T�������� �� ���������	���

,��������	��� ������ ���� �� %�&�
 :�	����< �� ���@� ��������� �� ���	������
�&������ �� ������ ��	��������< �� �C�� ; �������� �� ���U����� l ; ����� ������
%�&�S��	��������
 $�� � 6&��� �
�< �
 1�< �� 	����C��� �� �8�� ��� 	� ��	 ���� %�&�	 � �� ��
	��� &��������� �		� �����	 ���� �� ��	�������� ���� K�� �	N< �� �� �	� �������� ���� ��
��	�������� ������ K�� ���N
 :� �����	 �� ������ �� �������	 (5, 3) ������< �� 	�����
��� �� %�&� � 	��� ��5	 �����	< ���	��� �� �������� ���	 	�	 ������	 ������� 	�� ��	 �
����������	< ��&�� ������	 ����	 �� ��	���	 ����=������ ����	 K�������	  < ' �� �< �� 1
�� *N
 ,� %�&� �� �	� �� ������� ������� ����	 �����	< ���	��� ��	 ' �������	 �������
����� ��	 �������	 � �� ' 	��� 	"	������������ �����	�	


4� ������� ���������� ���� ���	 ���� �� ������ �� ���U����� ���������	��� ��������
�� � ����������< �� �=�� �� ������� ���	����� ? �� �������< ��	 ��	���	 ��	 �������	
1 �� *< �������	 �� �� %�&� �� ���� �� ��	�������� ������< 	������� ���	 �����	�	 ��� ��	
����	 K�	 �������	���< ��&�� ��	 ����	 ����������� �����	N
 (�������< ��� �����@�
�	 �����5������ �����< �� 	������< ��� ������������ ���	������� �� l ����� ������� 	��
���	����� ��5	 � ��	�������� �� �����		�	 ��&��&����
 4� ���	��5�� ���� ���< ���� ��
%�&� �� �� ������� �����	< ���	 ��	 �������	 	��� ������	�	 �� �� �=�� ������ +��< ����
� ����� �����	���� ; �� ���U����� l
 (� ���U����� 	�� ��������� &�B�� ; ��� ���������
��������	����


���� ������ ������		������� ������� �� ������	�� ���������������� ���������	��� ��
����� �������< ���	 ���	 �������� ����	&� �� ������	�� ���>�� �4	��
 :� �8��< �������	



�����	 F'1G 	��������� ; ������� ��� ���������	��� �	� ������ ���	 ����� ��� �������	���
���C�� �	� ����&��� ��	 �����	 �� ��������� K	��� ��	 ���� �� �����N
 ,����&� �����
����� ������	���� �	� ��5	 ��U�������� �������< ; ��� ��������� ��5	< ��� �������� ��	
�������	 ���� ��	 ��	���	 	��� 8�����	 �� �����	 �� � �5&��
 :� �8��< ��	 %�&�	 	���
����@��	 ; ��������� � ����� ��������� �� �������< �� 8����� �� �������	 ����=��	 �
���� ������� �� ������
 ,��������	��� �� ��	 ��	���	  ���� �� 	���� ���������� ?
��	 ���	���� �� %�&�< ��� ���� ��5	 ������ ����� ����� �� � �5&�� ���	� �	 		�������
; ��� ���� ������� �����	����� ����� �����
 ���� ����� ��	��< ���	 ���	 ���	���� ���
���	��� ��5	 	����� �� � ������	���� �� ���8�� �5&��
 ! ����� ��	��� x �������� �� �� %�&�
	�� � �5&��< �� 		���� �� ���U����� ���������	��� c(x)< ��� 	����� ; �������� � �	� ��
������ +�� 		���� ; � ��	��� x
 ����� ����� �� �������� c(x) ��	� 	��������� ; �������
�� �����5�� 	����&�� ? �� ����� ����R�_���< ���� �	� �&�� ; � 	�� � ��&� ��� �������
�� � �5&��< ; L2 �� ���������	< �� ������� 	�� ��	 ���� 	�&����	 �� ����� L1 ��	��� K��

6&��� �
�< �
 1�N
 :� �������< ���	 ���	 6�� L1 ; 8% �� � ���&���� �� � �5&��< �� L2 ;
� ����� �� ���������� 0.1


 

1 

L1 L1 
x 

c(x) 

L2 

���� �
� I 5>�� �4	��

	 �&��&����� �����

!� ����� �� ����� ����������< �� ��	��	� ����� ������� +��� �� �������� 	"����0
��	�� ������������ %�&�� ����������
 :� ����� �� � ����	��		� 	����	�� �� ���5�� ����	�<
�� 	���� ����	���� ���	����� ������� ��	 �������	 +���	 ���������� 	�������	 � ����	 ��	
��8������	 ����������	
 :� �8��< ���������	��� �� ���� =��� ���		�R &��		�5������ �	�����<
��	 	������< ��	 �����	�	 �� %�&� 	��� 	����	�	 ; �� �������� ������	 �� ���������


,�&��&���� 	�� ��	 ����������	 ���	�	�� ; ��	���� ������������ ������� 	��	 � �����
����� �������� ������� �� �������� ? �� ����� ���� ��������� ������ �� ������������ ��0
��	� �� �8�� �� ������	��
 (���� � ��"���� ��	 ��	 ���5��	 ���������	< ��&��&����
 ���� �H�� ����������� � ��������� �� ������������ 	�� ��	 ����������	< ���� �� ��&&��
��� ���������� ���	 6���
 :��� ���� �&������ ��������� �� ��	���� � ��������� ��	
����������	


4� ���	��� �� ��� ��� �� ��������� 	���	����� �����	� �	� 		�R ���&�� �� �����0
����	 	�����	 K�� �������< �	�	 	�� ��� ��"	� �� � ������N< ; ���� ��5	 ��� ���R
����0��< ������������ ������	�� �	� �� ����� ����������


, ���	������� �� � ��������� ��&��&���� 	�� ��� 	�� �� ��������� ��	 ����������	
���� �� %�&� �����
 (�������< ���� 	��������� �� � �=�� ���5�� ; � 	"���5	� ��



������������ ������� 	�� ����	����� ��	 %�&�	
 ,�	 �������	 �		��	 �� ��&��&���� ��	
����������	< ���� ����� %�&�< �������� ���� ; ���� ���� =��� &��&��	 	����� ����� �=��
���������< ��5	 �� ������������ ��� ���	 ���	�������	 ��������������


:�6�< �� � ��	���&��� ����� ��������� �������������< ��� 	�� ��������� ��������0
������ 6� �� ��	����� �� �����5�� �� ���	�������
 :� �8��< �� ������� ���; ���		�� ��
��&��&���� �����< ��	 �������	 �� �������� ��������	 ������� ��� ��������� �		��������
�� ����� �� ��� �� ��������������� ? � ���	������� �� ���� 	��	0������� �� ��������
	������
 �� ���	������< �� ������� ; ����"	� ��	 ��	����	 ����� ; ��&��&���� 	�� ��	
%�&�	< �� 	�� ���	 ����		��� �������	�� ��� ��������� ����������< ��	����� ; ��������� �����
���������


! ���		�� �� ��&��&����< ���	 ��	��	����	 ��	� ����� ������� �� �������� �����<
	"������	�� ������������ �������� �� �� %�&� 	�� ��	 ����������	< �� �� ����	����� ��	
%�&�	
 (������ ���������������� 	�� ����� ������ �� �������	< ����� ���	�	���� &�����
�� 	�� 		����< ���7 �� �����5�� �� ���	������� �������
 (��	� �� ��� ����� 	�&�� ����
��	���� ���� ? ���� �� �����	���� ����� ��	���� ������������ �� ��������� �� ������������


��� ��������

(����������� ; ��������� �������� ����������< ��������� ������� �������� 	��
��� ���������� �� �"�� ���������
 (����0�� ������ � �����5�� �� � ������	�� ��
����	 �� �������	< �� ��	 		������	 K�� ��&�� �� ������ ����� ����� � �� �N< �� �"�� L
�� ������� a ������ �� ������� b M
 /����	 �� 	��� �	 ���������	< �� ���	 ���	 �������
�� �������	 �5&��	 ���� �������� �� 	�������	 ����&���	�	


4� ��6��� ��	� �� ���(� ����� �������	��� �� �������� 	������ 	�� ���� ����������	 ?
�� 	�&�� ����� ��	��� ���������������� ����� ��	 ����������	
 ,� %�&� ���� �� �8�� �����6�� �
�������� 	������ ���� ������� a 	�� �� ������� b< ���	 ��������������< U���� � �������
�����	�< b ������� 	���������� a
 ,� �����		�	 ��&��&���� ���� 	����&��� ��	 	�������	
�� ���+��< ����H� ��� �� �������� �� ��������	 ����� ��	 ���� ��	����	


,� ���+�� �����	���� �� ��&�� �� ���	 ����� �� ��������� �� ������������ ����� ���	����	
����������	
 9� ������ �� ������������ ��������� �������� �� %�&�
 ��	 �� ���	�� ���
���� ���������� ? ������	����� ����� � �������� 	������ ���� ������� 	�� �� ����< ��
���� ����	����������< 	�	 ����� " �� �� ������	 ���+��
 ��	 �� �	< �� ���	  	�����
�������� �� ������� �		������������ � �������� 	������ ? �� %�&� ���	� �	 ����		�������
�		� ��������� 	�� �����	 ��	 ����������	< �� �� ���C��� ���� ����� ���		� U���� ���
���	 L a ������ ����		������� b M< ������ L a �� b ����	�������	 M ��	 ����	 ���	
 (�	
���� U������	 �� 	��� �	 �������������	< ���	��� ������	���������� ���� 	������������
����� ��� ��	������ �� %�&�< �� ����� ��� ����������� ���� � ������ ������ �����
�������< ����H� ��� ����� ��U������ �� ������������ ��	 ���� �������	
 :� �� �� �	
�� ����5��� ������� ������������ ��	��������� ? 	��� � �������� 	������ �� a 	�� b


:� ��6������< ��	 ���� ����� �� 	"���5	� ������������ �����	������� �� ��������	
	�����	 ?

I �����	�� ������������ ��	���������< ���	��� ���� �������&�� � �������� 	������
�� ������ ; ������	���������� J



I ��%���� ������������ �������������< �� �����	����� �� ��������	 	������	 ��&�0
��	��	 �	� ������� �� ���+��< � ��������� �� ����� ��	����������


(�	 ���� ��������	 	����� �������	 �� ���� ���5��	 ?
I ��	 �� ������� ����	< �� �C�� ������< ; ����� �� ���������� max J
I �� � 	����< �� ���5�� ���	 	�����< ; ����� ���� �������� ���������


��� &$�� �
��������� ������

��	 ��	 �����5��	 �� ����	���	 �����0����5��	 K��
 ������&� �� D���� �� 2�����	 F�-G �

�##0��-N< ��	 �������	 �� ���������� �����5��	 	��� ����������� &��&��	 �� ����������
��	%������ max< �������� ���� ����� ���	���� � ���	������� ��	 ����������	 	������	
 D����
` 2�����	 �������� ��	���� ��� ���� ���� �� �C�� ���������� ���������� &��&�� ��	
����������	 	������	 �� �� �������� �� �"�� min


���	 ����5�����	 �� ������	�� ��&��&���� ��	 �������	 �� �������� 	������< ��
� �������� 	������ �����	���� �� ����������� ������ ��	 ���� 	����	 �� � 	����&��
������� ? ������� �� ���+�� K	��� ��	 ��������	 	������	 ��&���	��	N �� ������� � ��������
	������ ����H� ��� ������	���������� K	��� ���	���� �� �������� 	������N


������� ��&��&���� ���%������� ��	 ��������	 	������	 �� �����	���� �	�������
�	 �� ��������	 ������	
 :� ����������< ���� �� ������ �	 �� ���	����� �� ���+��< ��
�������&�� ������	���������� �� ������ ; � �������� 	������
 :� ���< ���	� ����������
���< �� max< ��� ������ ; ��	 ���&����	
 (��	� ���� ���������� ���	 ������ ���	 ���	
	����	 �����	 ��	 �� ������� ����	< ��&�� ��� � ���	������� �� � �������� 	������
&��&�� 	��� ������
 :�	����< ���	 ���	 ������ �� �������� ��	%������ ���	 ����	��< ��
�"�� ���


���� &����� ��� ��	 �������	 ��������	 	����5&������ ���� ��	 � ������� ��	 �����0
�����	< ��� �� ������� ��� ��	 �������	 ��+�����	 �� �����+�����	< �� ����	� �� ���0
�����	 � ��������� ������������ K��
 	������ �
�
�< ���
 �< �
 '#N
 ,�	 ���� ��������	
������	 ����6��� ���� ����� ���������< �� ��� &����� ��� � ������� �		�� �� ��&��&����
�� �������	 ��+�����	 K��	����������� �����+�����	N 	�� ����		������� ��+����� K��	���0
�������� �����+�����N


��� ��+�������

���	 ���	������	 ��	����	 ��	 ��8������	 ����������	 k ∈ {1, 2, ..., n} ������	 ; ��
������ %�&�S������� �����< �� ��� ���	 �5�� ; ������� ��	 ��������	 ��&�	 �		��	 ��
����� ����������< ��	� ��� ����	 	��	0�������	 �����	�������	


,�	 �������	 �����	 �� +���	 	����� &��&��	 �� ��	 �=��	 ���������	< �� ���	��5��
���� �������� ��	 �������	 +���	
 4� �� ���� ������� ���� ���	 ��� ������� ��������5��


$�� �� ����� �
�< �
 1 < ���	 ���	 ���������� ����	����� ��	 �������	 �����	 ; �
���	�������� �� ; ����"	� �� � ������� �����+����� L< ��6�� ����� �� ������� ����



Sk � ������� �� �������� �� � kième ����������
(Dk, Ik) � �������	����� �� Sk �� �������� 	������ �� ����	����������
L �� ������ ���	��	���� ���� ��	 ��������	 	������	 	�� ��	 ����������	<

�����+�����
M = Ld 	 ����< � �������� ���	� �����< ��+�����
(DM , IM , CM ) � �������	����� �� ����������	 �� M

DM � �������� 
����� �����

IM ����
��������� �����

CM �� ���(� ����< ��� �������� 	��	0�������

���� �
� I �������	 ���� ��&��&���� ��	 ��������	 	������	

��&��&���� ��	 ��������	 	������	 	�� ��	 ����������	
 (��	� ����� ������� L ��� 	��
�����	�� ��	 ��&��&���� 	�� ��	 %�&�	


(�������< L �� 	��������5�� �	 ����������� ����� ��� ������� �� �������� ��&�

���	 ���	 �� �8�� ���� ���� �� ������	�� ��&��&���� ��	 ��������	 	������	< ���
��	 ��������	 ��&�	
 D�����������< L ���	� �	 ��� ������� �� �������� ��&� K	��0
��		�����N< �� ���� ���	� �	 ��+�����< ��	 �����+�����
 ,������	���� ���� ��������
���������� 	�� ��	 �������	 �� �������� 	������ K�����+�����	N 		��� �� �8�� ���� ���0
��+�������


:� �������< ���	� 	 ���� M = Ld ��� �	� ��� ������� �� �������� ��&�< �� ��� 	�
��=�� ���� ; � �������	����� �� ����������	
 :� �8��< L �	� �� ������� ��&��&���� ��
��������	 	������	< ���< � ����� ��	 ����������	< 	��� ����	 �� ��������	 ��&�	
 ,
�����	����� �� � ���� �� ����0�=�� ���� ������ K(Rd)d = R, ∀RN< �� ���C��� ��� �
�����	����� �� L �� � ���� �������� �� ��������� � ������ �� �������� ��&�< �� L
�	� �� ������� ��&��&���� ��	 ��������	 	������	< ����	 ��	 ��������	 ��&�	


���� 	��� 		����< �� 	�U� �� ���	���� ��� � ���� ����� ������� �����+����� �	�
��+����� ? M �	� ���� ��� ������� �� 	����		�����


:�6�< ���	 ���	 ������		��	 �������� ; ������������ �� ������������ ������ �� ��	
�������	 L �� M = Ld< � ����� �� ���� �������	����� �� 	��	0�������	 �� ����������	

, �������	����� ��6��� �� D���� �� 2�����	 	����5&�� ; � ������� ��	 ����������	< ;
��������� �� 	��������� ; ��	 �������	 �� 	����		�����
 �������	< ��	 ��������	 ��	�	
�� %�� �� ����� �������	����� ������� =��� ��������	 ; ����� ������� ���������� R

��	 �� �	 ���< ��	 ��������	 �����	������� �� ��6������	 ��	�����	��	 ���	�����	 ��	
� 	������ �
�
�< ���
 �< �
 -�< ���	 ��� ��	 �� �	 +��< ����	 �����	������� �� ��6������	
��	 ��������	 < p, i, j >< ���	�����	 ��	 ��	 	������	 �
�
�< �
 -- �� �
�
�< ���
 �< �
 - 


��	 � �����	����� 	������< �� ������ � �����	������� ����� � �������	����� �����
������� ����������< �� ����� �� 	 ����


���������� �%
 ��� (PR, IR, JR) �� �������
��� �� 
��
%�������
 �� ����������
 �����
������� R ����������/ �� (PQ, IQ, JQ) ����� �� 
� ����� Q = Rd$ ?� � ����
 +

PQ = PR, IQ = JR, JQ = IR.



'����
������ ? �� ���	��5�� ������ �� �	 ���
 4� �������	� Q �� R �� 	��	0�������	
	����� ��	 ��6������	 �������	 ��	 � 	������ �
�
�< ���
 �< �
 -� ?

I PQ = Q ∩Qd = Rd ∩ (Rd)d = Rd ∩R = PR J
I IQ = Q ∩Q−1 = Rd ∩ (Rd)−1 = Rd ∩Rc = JR J
I JQ = Qc ∩Qd = (Rd)c ∩ (Rd)d = R−1 ∩R = IR J

4� ����� ��	���� �� �	 +��< �� ���	������ �� ������� �� ��������	 < p, i, j > ��6�� ��
D���� �� 2�����	
 9�	 �������� ����� ������� < p, i, j > 	������� �� ���� �������	�����
K���	 ���������< ����6�� ��	 �������	 �
' �� �
#< �
 -�N �	� ��� ��� ?

i(a, b) = j(cϕ(a), cϕ(b))⇔ p(a, b) = p(cϕ(b), cϕ(a)).

4� ���� ��	���� ����6�� ��� D���� �� 2�����	 ��� ��	 ����	 	�������	 �� < p, i, j > �������	
� ��&���� �
�
�< ���
 �< �
 - ����6��� ���� ��	 ���� ���������	
 �� ���	������ ?

PQ(x, y) = p (a, b) < ��� a = Q(x, y) �� b = Q(y, x)
= p (cϕ(b), cϕ(a))
= p (cϕ(Q(y, x)), cϕ(Q(x, y)))

= p
(
Qd(x, y), Qd(y, x)

)
= PR(x, y).

�� �=�� ?

IQ(x, y) = i (a, b) < ��� a = Q(x, y) �� b = Q(y, x)
= j (cϕ(b), cϕ(a))
= j (cϕ(Q(y, x)), cϕ(Q(x, y)))

= j
(
Qd(x, y), Qd(y, x)

)
= JR(x, y),

�� ?

IR(x, y) = i (a, b) < ��� a = R(x, y) �� b = R(y, x)
= j (cϕ(b), cϕ(a))
= j (cϕ(R(y, x)), cϕ(R(x, y)))

= j
(
Rd(x, y), Rd(y, x)

)
= JQ(x, y).

(���� �����	����� ���	 ������ �� ����� ����"	� �� ������� ��&��&���� ��	 ����0
����	 	������	 K��� LN ��	 �� ���� �� � ������� ��	 ����������	
 ! ����� ������� R< ��
		���� � �������	����� �� 	��	0�������	 �� ����������	 �� 	 ���� &�B�� ; � ��6������
	������ ?

-�!������ �%
 + �� ������� �������	����� ���� �� ����������	 ����� ������� ����������
R/ �� �������
��� �� 
� ����� Rd 
����� �� 
������ �� 6���� �� ������
 	�����

���
���
*����� -��$ 
����� :$7$:/ �!��$ 7/ �$ <B.$ ?� ������ 
�������� (PRd , IRd , JRd) ��
(DRd , IRd , CRd) �� ��
�����$



4� ������� ��� �� ������� �	� ��� 	�������� �� ���������� 	� �� 	�������� 	� R �	� ���
������� �� 	����		����� K���	�0;0���� �����+�����N


�� � 	����< ���	 		�������	 ; ���� ������� ��&��&���� �� ��������	 	������	< 	
�������	����� ����
 ���� �� ������� 	"��������< �� 	�&�� ���� ����� 	�������� �� ���0
�������< �� �� ����6�� ��� 	�	 	��	0�������	 	��������5���� ���� ����� �� ��� ��� ����0
���� 	������< ����	���������� �� ���+��


�� )�������� max

,�&��&���� ��	 ��������	 	������	 Dk �����+�����	 �� ���������� ���������� max
������� ��� ������� ����� L = maxk Dk �����+�����
 �� ���	������< 	 ���� M �	�
��+�����< �� 	 �������	����� ���� (DM , IM , CM ) �	� ���� ��� 	�������� �� ����������


CM �	� ��� �������� 	��	0�������< ��� �����	���� � ���(�
 ����5	 � �����	�����
�
�< �
 1 < ��  CM = IL = L∩L−1
 �� ���	������< CM �	� �&�� ; � ��� 	"�������� ��
L
 4� L �����	���� � ������ ��	 ��������	 	������	 �������	< ���� CM ��	��� ����
�� ��� ����  ����� L ���+�� M< 	��� ������	����� ��	 ��������	 ��&���	��	


, 	��	0������� IM ������� ; �� ��� ���	� �� ���+��< �� �������� 	������< 	��� ������	0
����������
 :� ����������< �� 	����C��� ������� �	� ����		������� ����� ���	��� �����	 ��	
��������	 	������	 Dk 	��� �����5��	< 	��� ���������	 ������	����������


������	 ��������� ���� %�&� ������ �� ������ �� �������	 (x, y) �����< � ����	 ��
����	 ����������	 ?

k Sk(x, y) Sk(y, x)
1 1 1
2 1 0.2
3 0.5 1

4� �� ������ ��	 ��������	 	������	 �����	�������	 K	��	0�������	 �� ����������
	������N ?

k Dk(x, y) Dk(y, x)
1 0 0
2 0.8 0
3 0 0.5

, ���������� 1 �	� ������ ? ������	���������� ����� x �� y �	� �����< ��	 ��������	
	������	 	��� ���� �����	< �� �� ���� " ���� �� ���+��
 :� �������< ��	 ���� ����	 	���
���+��������	< ���	��� ��	 �������	 	���������� �������	 	��� ������ x< ���	 y


,�&��&���� ��	 �������	 �� �������� 	������ �� ���������� ��	%������ max �������
; � ������� L ��6��� �� L(x, y) = 0.8 �� L(y, x) = 0.5




T���� ��	 ��	���	 �������	 �� ���+��< �������� 	������< �� ����	���������� ?

(x, y) (y, x)
L 0.8 0.5

M = Ld 0.5 0.2
DM 0.3 0
IM 0.2 0.2
CM 0.5 0.5

,� ���+�� ����� ��	 ���� �������	 �	� ����� ; ��	� �� ����������� ��	 ��������	
	������	 ��&���	��	


,�	 ����	 	��	0�������	 DM < IM �� CM ����		��� ����� 	��	��	���	 �� ����� ��
��� �� ���������������< ���	�������	 ��������� ��������� �� ������	 ����������	


:� ��6������< �� ������� ��&��&���� ���� L ��	��� ���� ��������� ������������
����������
 ,�������������� �	� ������ ��		���� &�B�� ; � �������	����� �� ����������	 ��
� ������� �� �������� ��&� M < ��6��� ����� 	 ����


��, )�������� ���

�%�%
 <���!������

,�&��&���� �� ���������� max ���	� �������� �	 �����5������ 	��	��	���<
���	��� ���������� �	� �� ��6������ ���� 	��	���� �� �����	 ����=��	< �� ���� �� ��	

���� ���� ������ �� �������	 (x, y)< ��6��� L(x, y) ����� �� maxk Sk(x, y)< �������� ��
�8�� ������ ���������� ��������� �����	������� ���		� �������� 	�� �����	 ��	 ����	
 ���	
���������< � �������� 	������ ������� ������� �	� 	�	�������� �� �������	�� ����� ����
����������
 4� ���� ��	� ������� ��	 ���� ������5��	 	�����	 ?

I ��� 	���� �������� 	������ 	�U� ; ���	�� �����	 ��	 ����	����������	 J
I ��� 	���� �����	��� �� �������� 	������ 	�U� ; ���	�� ����� �������� � ���6�

�� ���+��


4� ���� ������� ��5	 ��	������ ���	��� �� ������ �� �������	 ; &��&�� �	� �����
 ,� ���0
���� ����� 	����� ��������5������ ����&����< ���	��� �� ���+�� ������� ; ��� ��������
�� %�&�
 , 	����&��� �	� ������ ���	����� ��"  �	 ��"�� ��������� ��� ���������� ���	
6��� J ��	 �� ������� ������� �� ���	���� �� �������	�	 ����	 ����������	 ���	�	����	
���@� ��� ���������
 ,�	 ��������	 ��������	 ���R ��� ���	��� ������ 	� ���������
�� &����� 	�� ����	 ����������	< �� ��� �� ����		��� �	 �	������� �������	���� ���� ���0
����� ���	 ����	�� ��� �� max
 9� ������� �� ������� �		������ ���	����� ���	��5�� ������
���������� ��&��&���� ��	 ��	����	 ��	 %�&�	
 9�	 	��� ����� ��� ���	 �������� K�������
��� ���R���N< ��	 	������< ����%����� �� ��&��&���� ���	� ���	 �� �=�� ? �� �� 	�&��
���	 �� ������� ��� ���������� 6��� ; ����� �� ����������	 ���	 �� ����	 ���������	<
��	 ��������� �� ���	��	�	 	�� ��� ���������� 	����	�� 6���
 )� �������� �� �"��
��"���� �� ������ ���@� ���� ������� ���	 ������� J �� ���� �=�� ����	&�� ��
min< 	� ���� 	������ ���	������ ������������ ������� ; ���	 ��	 %�&�	
 ���	 �������	
���� � ����		��� �� ���������� ��&��&���� �� �� �������� ���< �� ��������	 �� �	 ��	
����������	




,��������� ��� ���	 �����	��	 �������	�� �	� ���������� ��� K�� ?������ @�	!���
�����	�N< ���	���� ��	 � 	������ �
�
�< ���
 �< �
 '#
 9� �	� ���� �	&� 		�R ������ ��
��� ; � ����	��� �����0����5��	 F�-G


���	 ��6��		��	 ��	 ���U�����	 �� ����������	 �� ����� ; ����� �� ��&�� �� ��	%�������
ρ �����	� �� ̂&�� �� D���� K��
 	������ �
�
�< ���
 �< �
 '#N


4� ���� N �� ������� �� ����������� �� ����� �� ��&�� �� ��	%������� ρ 	�� ��	 �������	
�� �������� 	������ Dk ����� 	��� ?

N = Owak∈{1,...,n}(Dk, ρ)

��	 �� �	 �� ��&��&���� ��	 ����������	< �� ���� =��� ������		�� �� ���� ����� ��
��&�� �� ��	%������� �� ��� �������� ����� ���� �����	 ? 1 K�� maxN �� 0.5 K� ��"����< ��
�����	 ��	 ����������	 	��� ���	 �&��	N
 :� �8��< � �����5�� ����� ������ ��&��&����
������ ����������< ����	 ��� � 	������ ������ ��������� ��� ������� �� ��������
	������ ����� ��"���� ? ���	�0;0���� �		� ������ ��� ��		���� ��	 ����������	 K� 	��	 ��
�������� ���������N
 (������� �������	���� �� � ��"���� ���	� �	 ��������� ��� ��	
��������	 6��	 ���� ��&��&����
 (��	� 	�������� ��	 ���"����5	� ���� ������ ��5	 �����
�� ����������	 ��� ���� ����� ������ ���	 � ��"����


�%�%� ���$�:*�

,������	���� ������� �� ���������� ��� 	�� ��	 �������	 �� �������� 	������ �� �����
����������< ������������ ; ����� �� max< ��&����� ��� ��������� ��� 	��	��	���< ���
���� =��� ��������


, ������� N �	� ���� �����+�����< ���	��� ��	 ��� 	��� ���������

 4� ���� O = Nd

	 ���� ��+�����< ��� ���� ���	��5�� ; ����	�� �� M = Ld ����� ��� ������� �� ��������
��&�< �� (DO, IO, CO) 	 �������	�����


�������	 ��� ��	 ��� 	������� ��������5��< ���� �� L ���+�� ����� M< �7 �����
����	���������� ���	� ������� ����� KIk(x, y) = 0, ∀kN< � 	��	0������� ������	������0
���� ����� IO ���	� �	 ����
 ���� �� ������ �� ����������	 ���< �� ���� ������� ���
����� ���6&������ 	������� �����	����� ���	������ ������ ��	 ����������	 	��� �����	 ���
Dk(x, y) = 1 �� ������ �����	 ��� Dk(y, x) = 1


�����	 ok(ρ) �� ���U����� �� ���������� ��� �������� � kième ����� ����		���
 4�
������� ��� ����� �	� ���������� �������� �� n �� ρ


��	 � 	������� ���	������< �� ���+�� CO(x, y) = CO(y, x) �	� ���� �&� ; ?
Cmax(n, ρ) =

∑
k∈{1... n

2
} ok(ρ)
 �� ���	������< ���� ρ < 1 K���	�0;0���� ���� �� �	 �7

����� �	� ��8����� �� maxN< �� ���+�� ����� Cmax(n, ρ) �	� ���� 	���������� ��������� ;
�


(� ��	���� ���	� �	 �����
 ,�	 	��	0�������	 (DO, IO, CO) 	��� �� �8�� ����	 �� �
��������� �� �������������� K��
 	������ �
�
'< ���
 �< �
 -1N< �� ��� �������� �����������
	������ ? DO(x, y) + IO(x, y) > 0
 4�< ��	 � 	������� �������< �� �	� �	� �� ������� ���
D(x, y) = D(y, x) = 0




!� �����	 �� �� �	 ���������� �� L ���+�� ����� M< ��  ���� ������ ��� �� ���+��
CO(x, y) ������&��� �	 � ����� �	����� 1< �� ��� �� ����� ���� ����������� ��
��� ����� ������	���������� IO(x, y) ��� �����< ��&�� ���	���� ������	���������� 	�� ��	
����������	


9� ���@� ���� ��� � ������� �� �������� ��&� O �� �����	���� �	 ���������
; ��	 ������	 ? 	� � �������� 	������ DO 	����� ���������< � ������5�� ����� ��	 ���	
������	���������� IO �� �� ���+�� CO �	� �� ��6���


�%�%� +�������

4� ������� ���� ; &������ ��� ������� �� �������� ��&� M ���	 	��	��	��� ��� O

:� ����������< �� 	������ ��	����� �� �����5�� �� L ����������� M ����� ��	 	��	0�������	
������	���������� �� �� ���+��


, 	������� ��� ���	 �����	��	 ���	�	�� ; ������ ������������� ������	����������<
���	 ; ��������� � ������� �� �������� ����� �� ������ ��	 ���	 �� ���+�� �� ��0
������ 	������ �����	
 4� ������� ��� ��� ������� ; ��6��� � ������� �� ��������
��&� M �� �� ���	 �� 	�	 	��	0�������	 (DM , IM , CM )< ; �������	� �� � ��������� 	�����
%�	������
 ���� ��	��� ��	 �� ���� �� � ������� ��	 ����������	< �� �� 	�������		� ����
����� 	��	0�������	 ���	������ ��� 	�������� �� ����������	


:� �8��< �� �����@� �	 ������� �� ���	������ ��� �������� 	������ ����� �����0
������
 , ������ �	� ��������< �� ��	�� �� �����	"������ ��	 ��������	 	������	 ���0
����	< ��� 	��� �������������� ���+��������	
 �� �� ���< ��� �������� ������� �������� ��
Dk(x, y) �� 	��������5�� ���	 ����� ��� �������� 	������
 ,� ����� �� ������	����������
����� �	� ������� ����	 ������< �� �� �����5�� �� 	� ��	� �	 ? ��	 ����	����������	
�������	 	��� 	"��������	


4� �������� �� ���	������ ��� ������� IM ������	���������� ����� ; ����� ���� ��&��
�� ��	%������� ρ1 6��� �� ������ �� ��������< � ����� ��	 ����������	< ����� ����	����0
������ �� �������� 	������ ?

IM = owak∈{1,...,n}(Ik, ρ1).

���	��� ����� �	� ���������< �� ��� ��	 Ik 	��� ��	 �������	 ������	���������� K��0
+�����	N< IM �	� ��+�����
 :� �����< ��	 Ik ���� 	"��������	< IM ���	� �&������
 :���
�����	���� ���� �8���������� ; ��� ������� ������	���������� +���


���	 �������	 �������� �� ���� �� ���5��� ρ1 �����	���� �� ������ �� ��������
����� �������� 	������ �� ����	����������
 �� ��6������< ρ1 �	� �� ��&�� �� ��	%�������<
��	���� ; ��&��&���� ��	 ����	����������	 	�� ��	 ����������	
 �� ���	������< ���	 �� �	�
�����< ����	 ������	����������  ��	��� ��=��� ������� ���� =��� �������
 (����� ���� �� �
�������������� ��	 	��	0�������	 ������	���������� �� �� �������� 	������ 	�� �����
����������< ��� 	�&��6� ��� ������	���������� ����� �����&� 	�� � �������� 	������ ?
�=�� �������< �� ����	 �� � �������� 	������ 	�8�����
 ��	 �� �	 ����=�� ρ1 = 1<
���������� ��� ������� �� max< �� ���� �� ������ �� �������	 (x, y) �����< ������	������0
���� ������ ���	� �����	 ��	 ����	< ���	�0;0���� ��	 �����	 ������	���������� ���	 �����	<
��� �����	������� �&������ �� ��������	 	������	 ��	 ���	 �����	




:�	����< �� ������ �� ������� ��&��&���� ��	 ��������	 	������	 L′< �7 �� ��&�� ��
��	%������� ρ2 %��� 	�� �H�� �������< 	��� ������� ����������� ��	 ��������	 	������	
�������	< �� ������ ; �����	 �	����	 ?

L′ = Owak∈{1,...,n}(Dk, ρ2).

��	 ��&��&���� ��	 ��������	 	������	 	�� ��	 ����������	 ; ����� �� ���������� max<
�� ���� ������� ��� ������	���������� ����� IM ��� �� ��	���� �	� �&�� � mink∈{1,...,n} Ik<
	��� �� ������� �� ��&��&���� ��	 ����	����������	 �������	 �� ���������� min< ��� ��
���������� max
 4� ���� ���� ��&���� �� ��������� ����� ������< ��	 �� ��� �� 	�����6��
� ������������ ��	 ���� ���5���	 ρ1 �� ρ2
 9� 	�U� ���� ��� �� ����	�� ���� ������
�� ������ ; ���������� �� �������������� ����	� Kc(x) = 1− xN< �� ��	�� ?

ρ2 = 1− ρ1.

4� ������� � ������� �� �������� �����	������ ; L′ �� � ��6��		�� ����� 	
���� ? M ′ = L′d
 $��� (DM ′ , IM ′ , CM ′) � �������	����� �� M ′


! �� 	���< ���	 ��	��	��	 ���� �H�� �� ������	���������� ����� IM < �� �� ������ ��
� ������� �� �������� ��&� M ′< ��� ���� ���� ��������� ���� &������ ��	 	��	0�������	
�������	 DM �� CM 


,����� ���	�	�� ; ���	������ DM �� CM < �� ����	�� 	���������< ���� ���� ������ ��
�������	 (x, y) ∈ X2< � ���	������� ��	 ���	 �������	 �� ���+�� �� �� �������� 	������
��	����������� ��������	 �� CM ′(x, y) �� max {DM ′(x, y),DM ′(y, x)}< �� � ���������0
����� ��������� �� 	��������	 �� ����������	 K��
 	������ �
�
'< ���
 �< �
 -1N ?

CM (x, y) = k(x, y).CM ′(x, y)
DM (x, y) = k(x, y).DM ′(x, y)

1 = DM (x, y) + DM (y, x) + IM (x, y) + CM (x, y).

4� ������ ��	���� ��	 ���U�����	 k(x, y) = k(y, x) ��������� �� ������	�� � 	����0
���� �� ���������� ?

DM (x, y) + DM (y, x) + IM (x, y) + CM (x, y) = 1
⇔ k(x, y). (max {DM ′(x, y),DM ′(y, x)}+ CM (x, y)) + IM (x, y) = 1
⇔ k(x, y).max

{
L′(x, y), L′(y, x)

}
+ IM (x, y) = 1.

���� ���� (x, y) �7 max {L′(x, y), L′(y, x)} �= 0< � 	������� �	� ���� ?

k(x, y) =
1− IM (x, y)

max {L′(x, y), L′(y, x)} .

,� �	 max {L′(x, y), L′(y, x)} = 0 	� ���	���� ��	 ��	 ���� 	�������	 	������	 ?
I ,�	 ��������	 	������	 �������	 	��� �����	 ��� Dk(x, y) = Dk(y, x) = 0 	��
�����	 ��	 ����������	 k J ��	 �� �	< ���� ��� 	��� ρ2< ��  ����		�������
max {L′(x, y), L′(y, x)} = 0 J



I �� ����< ��	 �� �	 ��������< ������	 ��	 ���5���	 �� ����� 	��� ���	 J ��� ���	�
��		���� ��� ���� ρ2 ∈ {0, 1} J ��	 	��� �� min Kρ2 = 0N ���� �������� ; ������
max {L′(x, y), L′(y, x)}


$� ���� ���� �	����� ���������� � 	������ 	�������< �� ����� ���� �� ��&�� ��
��	%������� 	���������� ��	����< ������������ �� � �����5�� �	� ; ������� �� ������
 ��	
�� �	 �� ��&��&���� 	�� ��	 ����������	< ��� 	�&��6� ��� ������	���������� �	� ����� ? �����
���� ����������< ��  ����< ���� ��� 	��� ρ1< IM (x, y) = 1 J � ����� �� k(x, y) �������
���� ���< ���	��� ? CM (x, y) = DM (x, y) = 1− IM (x, y) = 0
 4� ��	� ���� ?

k(x, y) =

{
1−IM (x,y)

max{L′(x,y),L′(y,x)} < 	� max {L′(x, y), L′(y, x)} > 0;
1, 	����


K�
�N

��	 	� ���� &�5&� ��	 %�&�	< �� ���� " ���� �� ���+��< �� � �������������� ����� ��	
����	����������	 �������	 �� ��	 ��������	 	������	 �������	 ���	� ���	 		����
 ,����	�����
����� ���� �� �������	 (x, y) ����� ��� Dk(x, y) = Dk(y, x) = 0, ∀k �	� �� ���	������
��		����
 (��	� ��� ��	 ��	��	 ���� ��	������	 ���	 �����	��	 �� ������������ ��	 ��0
�����	 	"������	�� ��	 ����������	 �� ����� ��	 %�&�	 ? �� �������� �� ���+�� ������<
��&��&���� 	�� ��	 %�&�	 	�� ���������� ���������� ; ��&��&���� 	�� ��	 ����������	


4� ����6� ��6� ��� �� ������� �� 	��	0�������	 (DM , IM , CM ) ������ �	� ����		�������
��� 	�������� �� ���������� K��
 	������ �
�
'< ���
 �< �
 -1N< &�B�� ; 	 ��������������<
; � 	"������ �� ; � ��+������� �� IM K����	� &�B�� ; ������������� �� ���������� ���N


�%�%� ���*� �� �9�*��� ���'��'����� ��� �� ��������� ���

��	 �� ����� �
-
'< �
 *�< ���	 ����������	 � ��������� ��&��&���� �� n �������	
+���	 �� �������� ��&�	 Sk


Sk, ∀k ∈ {1, . . . , n} ��	 �������	 �� �������� ��&� ; &��&��
(Dk, Ik, Ck) � �������	����� �� Sk

ρ �� ��&�� �� ��	%������� L &���� M �� ��&��&����
ρ1 = 1− ρ �� ������ �� �������� ����� �������� 	������ �� ����	����������
ρ2 = ρ �� ��&�� �� ��	%������� �� ��&��&���� ��	 ��������	 	������	
IM = Owak∈{1,...,n}(Ik, ρ1) ������	���������� �����
L′ = Owak∈{1,...,n}(Dk, ρ1) �� ������� ��&��&���� K������������N ��	 ��������	 	������	
k(x, y), ∀x, y ∈ X � ������ �� ���U�����	 �� ������	���� �� L′< 	"��������<

������� 	����� � ������� �
�< �
 *�
L(x, y) = k(x, y).L′(x, y), � ������� +��� ������� ��&��&���� ����
∀x, y ∈ X

M = Ld � �������� ��&� �����
(DM , IM , CM ) ��	 	��	0�������	 �� ��&��&���� �����

���� �
� I 2�	��� �� ��&��&���� ����� �� n �������	 �� �������� ��&�

���	 ����	 �������� �������� ��� �&������� ; �� �	 ���������� �� ���� ����0
����	 ��&�	 ��6���	 	�� �� ��	����� ����%��	 X = {x, y, z}
 4� ���	��5�� ��� �����



������� �	� �		�� �� � ������	�� �� ��	���	 +���	 ������	 �� �� %�&� � ����	 �����
���������� ��������5��
 ���� ����� ��	��< ��	 ��������	 ��&�	 	��� ���������	 �������0
��������


T���� ��	 ��������	 ��&�	 �������	 	�� ���� ����������	 ?

S1 x y z

x 1 1 1
y 0 1 1
z 0 1 1

S2 x y z

x 1 0 1
y 1 1 1
z 0 0.4 1

4� ��	��� ������� ��� ��	�������� L ��"���� M ��	 ��������	 �� %�&�< �� �� ����	��
���� ��� �� ��&�� �� ��	%������� ρ = 0.5


!6� �� ���	������ ������	���������� �����< �� �������� �� ������� ��	 	��	0�������	
������	���������� �������	 ?

I1 x y z

x 1 0 0
y 0 1 1
z 0 1 1

I2 x y z

x 1 0 0
y 0 1 0.4
z 0 0.4 1

,� ��&�� �� ��	%������� ρ1 = 1 − ρ ���� �&� ; �
-< ���	 ��	 ����	 	��� �&��< ��
������	���������� ����� �	� ������� �� ��"����� ��	 ����	����������	 �������	 I1 �� I2 ?

IM x y z

x 1 0 0
y 0 1 0.7
z 0 0.7 1

4� ������� ��	���� ; ���	������ �� ������� ��&��&���� L′
 ���� ���< �� ������ ��	
��������	 	������	 ������	 ?

D1 x y z

x 0 1 1
y 0 0 0
z 0 0 0

D2 x y z

x 0 0 1
y 1 0 0.6
z 0 0 0

,� ������� L′ �	� ���	 ������ �� ��"����� D1 �� D2< ���	��� ρ2 = ρ = 0.5 ?

L′ x y z

x 0 0.5 1
y 0.5 0 0.3
z 0 0 0



4� ������ ��	���� ��	 ���U�����	 �� ������	���� �� L′< �� �������� � ������� �
�<
�
 *� ?

1− IM x y z

x 0 1 1
y 1 0 0.3
z 1 0.3 0

max(L′,L′−1) x y z

x 0 0.5 1
y 0.5 0 0.3
z 1 0.3 0

k x y z

x 1 2 1
y 2 1 1
z 1 1 1

D��������< �� ������� ��&��&���� ���� �	� ���	����� �� ������	�� L′ �� ��������0
����� ����� ; ����� ��� ��	 ���U�����	 �� � ������ k ?

L x y z

x 0 1 1
y 1 0 0.3
z 0 0 0

, ���� �� L ���	����� � �������� ��&� ����� M ?

M x y z

x 1 0 1
y 0 1 1
z 0 0.7 1

T���� 6������� ��	 	��	0�������	 �����	< �		��	 �� � �������	����� �� M = Ld ?

DM x y z

x 0 0 1
y 0 0 0.3
z 0 0 0

IM x y z

x 0 0 0
y 0 0 0.7
z 0 0.7 0

CM x y z

x 0 1 0
y 1 0 0
z 0 0 0

(������	 �������� ������������ �������� ��	 ��	 �������	 �� �������� ��&�
�������	< �� ������ � 	"���5	� ��	 ����	 	��	0�������	 �����	 �������	 ?

I (��+�� KCM N ? �� ������ (x, y) ���@� ��������� ���+������
 (� ��	���� ���@�
����0;0��� ���	�	���< � ��� �� ������������ �������� D1(x, y) = D2(y, x) = 1

3�B�� ; ���������� �� ������	����< ����� ���� ������	���������� ��8���� ��
������ ����%��	


I �������� 	������ KDM N ? ���� �	� ����� ���� �� ������ (x, z)< ����� ���� �� ������
(y, z)< �� ����� ������	
 :� �� ��� �������� (x, y)< �� ��	���� �����&�� �� � ������
��������� ����� ��	 ���� ����������	 ? x ������ ��������� y
 , �������� 	������
�� y 	�� z ��	���� �� ������� ���� ��������	 ����� ������	���������� ����� �� �
�����5�� ����������< �� � �������� 	������ ��� ��&��&���� �� � 	������ KD2(y, z) =
0.6N


I ,�����	���������� KIM ) ? ���� ���� ��&�������� ������ �� ������	���������� ����� y
�� z< �����5�� 	�� � �����5�� ����������< ��	 �������� �� ��� ��� �� ��������
	������ 	�� ������




��- .��������� ��� 	�� �����

��	 � ���	������� �� ��&��&���� �����< ���	 ���	 	����	 �����	�	 	�� �� ���������
��	 ����������	
 �������< ����� ������� 	�������� �&������ � ��������� ��	 %�&�	<
����� � ��������� �� ���� ��	����� �� �������	 �� �������� ����	0�=��	 �		��	 �����
��������� ��&��&����< �� ��� ����		������� ����� 	����� ������	�� �� ��	���	
 ��	
�� �� �	< ���	 ����	 ������� ��� ��&��&���� ����� ����		��� �� ������������
 $�	
��	�������� � &�������� �� ����� �����	< ���	 ���	 ������		��	 ; ��&��&���� ��	 %�&�	<
���	�0;0���� ��	 �������	 �� �������� ��	����� �� ��&��&���� �� %�&� ��	 ����������	


:� �8��< ���	����� &�5&� ��	 ����������	< ������ �	� �����	����� �� ��� ������� ��
�������� 	������ �� ��� ������� ������	����������< �� ����%����� �	� ���	 �� �������� ��	
�������	 �� �������� 	������ �� ������	���������� 	"���������	< ��	� ������ ������� ��
���+�� ��	����� ; ������ ������ ��	 �����	���	 �� �������� 	������


,��	����� &�5&� ��	 %�&�	< � 	������� �	� ��8������< ���	��� ��	 �������	 �� ��������
������	 	� �����	��� ��� 	�������� �� 	��	0�������	 �� �������� 	������ �� ������	���0
�������< ��	 �		� �� ���+��
 4�< �� 	������ ��� �� ������� ��&��&���� ��	�� ��� 	�����
������� +���< �������	��� 	���� � ������� ��	 ����������	 +���	 ? ����	 	��	0�������	
������� ���� 	�U�� ; ����"	�
 ��	 �� ���	� �	 ��		���� �� ������ ������������� ��	
�������	 ; &��&��< ������	����������< �� ���+�� �� �� �������� 	������< ���� �� ������0
	�� ��� �������� ������� �� ���+��< ������ ������ ��	 ��������	 	������	 ��������	 ? ��
������ ���	 ����� 	��	0�������	
 �� ����	 	��	0�������	 ; &��&��< �� �	� ���� ����		���
�� ������� ; ����< ����� ��	 �� �	 ��	 ����������	


)�� �����5�� 	������� ���	�	����� ; ��������� �� ���+�� ���	��� ��	 ��	 �������	 ��
�������� ; &��&��< �� �������� 	������
 !��	�< � �����	��� �� ���+�� ��	�����@�<
� ���6� ����� 	��	0������� �� �������� 	������ ��� ���	"��������
 ,�&��&���� �����
���������� �� ������� ����� ���	"������ ��	 �� ���+�� &��&� ���� 6��< � �=�� �����
��� ��	 ���+��	 ��	 ��������	 	������	 �������	
 !��	�< ��	 ���+��	 8����� ��	 �������	
�� ��������	 ; &��&�� 	� ����������� ���� ���	�	 �� ������ ��	 � ������� �� ���+��
����� 	"������	��


��	 �������������� ����� ����� ������� ��	��� ��	 � �����	��� �� ���+�� &��&� ��0
����
 9� ��+5����� �		� ���� ��	 ��������	 �8������	 �� ����� ��	 %�&�	< ��� �� ��
������
����� ����	 ��������	 	������	 &��&��	
 ���	 ���	 %�&� ����� �����	��� ����� ��������	
�� ��	�����	 ��� 	��������


,� ��	����� ������� �� �8�� ; ��� ������ �		��������< ����� �	� �������� �� ������� �	�0
��� ���	 �� ��������� ��	 ��	����	 �� ���� �� %�&�	
 !� ��������< ��	 ��������	 �� 	���
������ ����� �������������< � �=�� ����� ��� ������	����������
 4� ����5�� ���� ����	&��
��� 	������ 	�������< ���	�	��� ; ���	������ �� ���+�� ������ �� ����	����������
 , ���0
����������� ����� ��	 	��	0�������	 �������	 ������	���������� �� �������� 	������ �	�<
����� ��	 � �����5��< 		����
 ��	 �;< �� ���+�� &��&� ���� �����	������� ������ ��	
��	�����	 ? ���	�0;0���� �� �����	����� �� %�&�	 �����&��� �� �������� 	������	 ��������	


, L �����	��� M 	� ������ ������� ���	 ������	����������< ��� ���� �		� ���� ������
��	 ����������	 �� �������	< ��� ��	 ��������	
 ��	 ����� 	��	0�������< �� ���������
���� ; � ���	 ��	 ������	 �� �������	 ���� ��	 ��������	 	��� ��5	 ������	< �� ���� �����	



�� �C�� �����������< ��	 ���� 	�������	 	������������ 6������� ����� ��� ����		�������
��	 %�&�	 ; �����&��� ���� ������ �� 	����������< �� ���� ����� ��� ����������� ��
������������ ������� ��������


4� ����� ���� ����� 	�������
 ,� ������������ ��	 �������	 �������	 	���� ; ��&��0
&���� ��	 ����������	< ���� ����� ��	 %�&�	< ���	�	�� ���� ; ���	������ �� ���+�� �� ��0
��	����������
 $��� M1 �� ������� ��&��&���� ����� ���� %�&� �����< �� (DMd

1
, IMd

1
, CMd

1
)

	 �������	����� ����
 :� ������� ; ��&��&���� 	�� ��	 %�&�	< �� �� ���	����� ���� ��
�� ������� M2 �� �������	����� ���� (DMd

2
, IMd

2
, CMd

2
)< �� � �C�� 	������ ?

DMd
2

= DMd
1

IMd
2

= IMd
1
∪ CMd

1

CMd
2

= ∅.

:� +��< �� �����	�� � �0������� �� ,�Y	��\��R


(��	������	 �� ������� ��&��&���� ���� (DMd , IMd , CMd) ��	 �������	 �����	 �� ��0
��� ��	 %�&�	< �� (Dj

Md , I
j
Md , C

j
Md) �� ������� �� ��&��&���� 	�� ��	 ����������	 ���� ������

%�&� j
 4� ���� ���� �� ���&����� ��������������� ?
I Ij

Md ����� ������������ �� ���������� �� %�&� j< �� Cj
Md 	�	 ��������	 �������	 J

I IMd ����� �		� ���� ������������ �� ����������< ��� ������������� ��	 ��������	 J
�� ���+�� CMd �����&�� ��	 ��	�����	 ����� %�&�	 	�� ��	 ������	 �� ��������
����� �������	


!� ���; ��	 ��8������	 ���������������< �� ���� �		� 	��������&�� 	�� ��	 ��8������	 ��
������&� ����� ��&��&���� 	�� ��	 ����������	< �� ����� 	�� ��	 %�&�	
 :� �8��< ����%�����
�� ��&��&���� 	�� ��	 ����������	 �	� ����H� �� 	����&��� ��	 ��������	< �� �� �� ������� ���
��	 ��������	 	������	 ���0���+��������	< ���7 ���������� max �� �� ��&�� �� ��	%�������
ρ2 ������ �� 1 K�� maxN
 4� ���� �������� ��	 �=��	 ���5���	 ���� �� ���������
��	 %�&�	< �� �C�� ; 	����&��� ��	 ��	�����	
 ��	 �� ���� =��� ��������� �������	�� ���
������� ���	 ���	��	�����< ��� ρ1 = ρ2 = 0.5 ? �� ������� ��&��&���� ���� ������ ���	
� ���������� ��"���� ��	 %�&�	
 :�6�< �� �	� �&������ ��		���� �� 	��������� �� min<
��� ρ2 ������ �� 0 K�� ρ1 ������ �� 1N ? ��	 �� �	< � 	����&�� 	���� �� �� ������� ��� ��	
��������	 	������	 ���������� ������	< �� ������	�� �� ������	 � �����	�����
��	 ��	�����	


���	 ���	 ������� ��������� ���	��	�����< ��� ρ1 = ρ2 = 0.5


� "��������� �� ��� �%�� �� ��������'���

��� ����������� �� ����	*��

O����� ��� 	��� � ��������� �����	�� �� �� �"�� ��&��&���� ����	�� K	�� ��	 %�&�	 ��
����������	N< �� ������� ��&��&���� ����� L ��	��� ������������ ���������� � ����� ��
����� ���� �� �������	< �� ��	 	��	0�������	 �		��	 �� 	 �������	����� ���� ������	0
����������< �� �������� 	������ �� �� ���+�� ��������� ��	 �����	�	 �� %�&� �� ���5��



���������< �� ����	 	���	������� ��	 � ������� ��	 ����������	< �� 	��������5���� ������0
����


��	 L �	� �� ������� ���� �� ��&��&���� ������ �� ������	 �� �������	
 !�����
���	�	���� ���	� ����6�� ; �� ����� &����
 :� �����	 �� ���������	< ��� 	� ������ ��
� ����� �� ���	������� Kmin0���	������� �� +��N �� � �������� 	������ ? ��	 �������	
�������	 Dk 	��� ���	�����	< ��	 DLd = DM �� ���	� ���	
 4� ��� ��������� 	�� �����0
�������� ? 	� �� ������� x ������ ����		������� �� ������� y< �� 	� �� �=�� �������
������ ����		������� �� ������� z< ���	 �� 	���� ����&���� ��� x �� ������ �	 z


(����� ���� �� � ��������� ��&��&���� �������< ��� ����� �����	� ; � ���	����� �	�
������� ��		����
 $� ���� ���	��5�� ��&��&���� 	�� ��	 ����������	< ��� �������� 	������
������� 	�� ��� ������ ����������< 	�U� �� �8�� ; �������� ���� �� ����� �� ������	����0
������ ������� 	�� �����	 ��	 ����	
 ,�������� ��������� 	� %�	��6� ���	 ���������� ?

I x ������ 	���������� z 	�� ��� ���������� i1 J �� (x, y) �	� ����	������� 	�� �����	
��	 ����	 ����������	 J

I y ������ 	���������� z 	�� ��� ���������� i2 �= i1 J �� (y, z) �	� ����	������� 	��
�����	 ��	 ����	 ����������	


�� ���	������< ����� ���������� �� ������ 	����������� ��	 ��������	 	������	 ��
x 	�� y �� �� y 	�� z
 , ���	����� ������ ; ����� ������� �� �������� 	������ �������
����� ���������� ��		��� ���� ; ���� ������ � �������� 	������ �� x 	�� z
 4� ����
�� �������� �� %�&� ; � ������ ? 	��� 	��� �	�����< � �������� 	������ �		�� �� �
�������	����� ���� �� L ���	� �	 ���	�����


��	 ����� 	�������< �� ��@� ������ �� ��������� � �������� 	������ ��� �� ������
(x, z)
 (��	� �=�� �������� ; � 	����&�� ��&��&���� ����	��
 :� �8��< ��� �� ��������
��&��&���� ������ �� max< �� �������&�� � �������� 	������ 	�� ������	����������< ��
��� ������� ; ���	������ ��� � ������� �� ������������ ��	��������� �� ��� ��	��� ��=���
�������� 	�� ������ ��	 ��������	 	������	 ���� =��� �������
 ��	 ����� �������< ��
	�U� ��������� �� �������� ����� �������� ; � ���0����	������ �� ������������ ��������<
���� ��&������ ���	���� �� �������	 �������	 �������	 ��&����	< ����� ��� ����� �� x 	��
z
 ,� ����� L ��&���� M ������� ���	 �����	����� ; ��� %�	��6����� �� ��������� �����
�5&�� ��������� �� �"�� ��������� ����
��� K��
 	������ �
�
�< ���
 �< �
 '1N


���	 �����	 ��	� �� 	������� �� �����5�� �		������ ? � ������� �� �������� 	������
����� ������< ��	 ������	 �	 ����� ��������� �� �����	��< =��� ��������� �� ��� ���0
������ �� ��������� ��&����
 :� ��������� � 	������� �� � ��������� ���	�����< �� ��0
���� ���� �� �; �=�� ��	����� �� �����5�� ������������� ����� �������� 	������ ���0
���	�����


:�6�< �� �	� ������� ������ 	����� ���������� �� � �������� 	������ ����� �	� ��	�U0
	���
 4� 	������ �� �8�� ��	��� ��	 �� ���� �� � ������� ��	 ����������	< ��������
�� ���	����� �� 	���� �� 	�������� �� ����������	 ��	 �������	 �� �������� 	������< ��0
��	���������� �� ���+��
 �� ���	������< ��	 ���� �����5��	 �������	 ������� �		� 	����
�� ��������� ���������< �� �C�� ; ��	 ����� ; � �������� 	������ �����&��


,���%����� �	� ���� �� �����&�� ��	 �������	 �� �������� �����	 �		��	 �� ��&��&����
(DM , IM , CM )< 6� ���������� � ��������� �� � �������� 	������< �������� �� �����
�� ���	�������< ���� �� ���	����� ���� 	�������� �� ����������
 4� ������ 	��	0�������	
����	��
 ��	 �������	 	�������	< ��� ���� ���� ? (D, I,C)




���� �����	����� ��	 �������	< �� �����	� ��	 �=��	 �������	 �� ��� ����� �� +��


���	 ����	 ���	����� � ���������� ��	 �������	 �����	 ����� �� ������� ��&���� �����
	�� ��	 �5&��	
 ,�	 �������	 �����	 ���	��������� ��	 �����		�	 �� ��	 �5&��	< ���	 ��� ��	
�������	 �����&��	 �� 	����� ��	 ������	���	 ����	����	
 ���� ���< ����������� ����
������ �� �������	 (x, y) ; ��� ������� 	������������ ����� ��� 		������ K�� �����	�����N

������	 ��������� ����� ������� R �� ��������< xRy 	��������5��� ����� ��		������
L x ������ y M


��� �������� �� ������������ / ��� ���

, �����5�� ���� ���	�	�� ; �������	�� � �������� 	������ �����&�� D J ��	 ��6������	
�� C �� I �� ����������� �����������


,����������� ��	��������� �������� �� ��K	N %�&�K	N �	� 	"������	�� � �����	 �� ���0
���� ��&��&���� ���� L
 (���� ������� L ��6��� ����	����� ��	 		������	 ��	���������	
�"�����
< ���	�0;0���� ��	 		������	 ��������	 ����������� �� �� %�&�
 :��� ���	� �	 ���0
	"��������< ; ��	� ��	 ���+��	 �"�����
< 	��� ��	 		������	 ���������	 ��� �����	���� ���
���� �����	�< ��	 �� �������� �� � 	��	0������� CM 
 4�  �� �8�� ? L = DM ∪ CM < �7
(DM , IM , CM ) ������ 	 �������	����� ���� K� ������� �� �������� ����� M �	� ��
�8�� � ���� �� LN


! �� 	���< �� �	� ��		���� �� ���	������ ���� ����	 �� ��	������� ��	������	< 	�����
������������ ��������� ��� ���� %�&� ���� ; � ���	�������� �� D ?

�
 )�� �����5�� ��		������� �	� �� ���	������ ����	����� ��	 		������	 �� ������� ����
��&��&���� ��	 ��������	 	������	 L ����� ����
 4� ��6��� ���	 �� ������ ���	��%
	���� ���� �� � �C�� 	������ ?

U1 = L.

��	 �� �	< �� ��6��� � �������� 	������ �����&�� D1 ����� ��� �������� ��
L ; ���������� ? D1 = f1(U1)
 4� ����� ���� �� ������ ����	����� �� �������
��&��&���� ��	 ��������	 	������	< 	�	 ��&��&�� �� ���+�� ��������� CM ? U1 =
DM ∪CM 
 /����	 ��	 		������	 �� L< �������	 	����� ������������� �� ���+�� �� ���<
	����� ���� ������	 �� � �=�� ���5��


�
 )�� 	������ 	������� ��		���� �	� ���&����� �� ���+��
 4� ����6� ���� � ��6������
�� ������ ���	��	���� ���� ?

U2 = DM ,

�7 DM �	� ����	����� ��	 		������	 ���������	 ��� ���+��������	
 4� ��6��� �� D2 =
f2(U2) � �������� 	������ �����&�� �����	������ ; ����� 	������ 	�������< �7 f2 �	�
�; ������ ��� �������� ; ����������
 9��< �� ����	�� ���� �� ��%���� � ��� �� ���+��
CM 
 (����0�� �����	���� ����	����� ��	 		������	 �������	< ���< ������������ ; �
	������� K�N< �� 	��� ���� �	 ���	������	 ����� ��	 		������	 �		� �����	 ��� ��	
����	
 !��	� ����� �� ������� �� � 	����< �� ��� �� ��	 �&����� ������ ������
�������� ��� ����&���� ����		��� �� ���+�� ��������� ���	 �� �����		�	 �� ���������
��		������	
 :�	����< ��� ������ �������������� ; �������	 		������	 �� ���+��
��������� ��=��� ������	 �� � �5&�� �� ��������� ���	�����


,�	 �������	 Ui 	��� �����+�����	 ? L �� DM �� 	��� �� ���	��������
 ���� ������
��	 ���� 	�������	 i ∈ {1, 2}< �� ���� ���� 		����� �� �������	 �����	 Ui � 	�������� ��



���������� �� ���� ����< ��+�����
 �� �=�� ���; L �����	���� � 	�������� (DM , IM , CM )
�� 	 ���� ��+����� M < �� 		���� ���� �� Ui � 	�������� �� ���������� (DUi

d , IUi
d , CUi

d)

9� 	�&�� �� � �������	����� ���� �� Ui< ��� ���� ����� (D′

Ui
, I ′Ui

, C ′
Ui

) ���� 	�����6��


4�  �� ���	������ ? Ui = D′
Ui
∪ C ′

Ui

 ,����������� ����� �	� ���� ���	������ �� �

�������� 	������ ��������� D′
Ui

= DM , ∀i< �� �� ���+�� ��������� ? C ′
U1

= CM ���� �
	������� K�N< �� C ′

U2
= ∅ ���� � 	������� K�N


! ����� 	������� i< �� 		���� ��	���� � ��������� ���	����� 8����� K��
 	������ �
�
�N
�� ������� ��&��&���� ����� Ui ?

Vi = FT ′(Ui).

, ��������� ���	����� 8����� �� Ui �����	���� ����	����� ��	 		������	 �����	 ��
�� %�&�	
 :� �8��< Ui ���� �����	���� ��� � ����� ���������< ���	�0;0���� �8����������
��������
 ,���������� �� � �5&�� �� ��������� ���	����� 8����� ������ �� ������� ��	
		������	 ��� ��������� ��&�������� �� �����	 ���������	 ? �� 	�&�� ��	 �������	 ������


, ����� a8�����b �	� �������� ; ����� ��		���� �� �C�� ; 		���� �������+������� �� Vi

9������������ ����� ���������������< �� ���	��5�� ��� ��	 %�&�	 �� 	���������� �	 	�� �
������	�� ���� ������� ��� ���0�=��


4� ������ ��	���� ��� � �������� 	������ 		����� ; Vi �� �� ���	 �� 	 �������0
	����� ���� (D′

Vi
, I ′Vi

, C ′
Vi

) �	� ���	�����


���������� �%
 ��� R ��� ������� �����(�"�� �� ����
��� �>����$ ��� (D′
R, I ′R, C ′

R)
�� �������
��� ����� �� R$ ����
 (D′

R, I ′R, C ′
R) �
� ��� 
�������� �� ����������/ �� 
�

�������� 
����� D′
R �
� ����
���$

'����
������ ? �� 	���� �� 	�������� �� ���������� �	� �������< ���	��� R �	� �����+����� ?
	 �������	����� ���� �	� ���� � �������	����� �� � ������� ��+����� Rd


�������	 �������� � ���	������� �� D′
R = DRd 


D′
R = R ∩Rd

= FT ′(R) ∩ (FT ′(R))d

= (FT (R) ∩ Ic
Rc) ∩ (FT (R) ∩ Ic

Rc)d

= (FT (R) ∩ Ic) ∩ (FT (R)d ∪ I)
= FT (R) ∩ FT (R)d ∩ Ic

= D′
FT (R) ∩ Ic

= D′
FT (R) = DFT (R)

= DFT (R)∪I

, ������� FT (R) ∪ I �	� ��+����� �� ���	�����
 4� D���� �� 2�����	 ��� ������
��� � ���������� 	������ �		�� �� � �������	����� �� ����������	 ����� ����� ������� �	�
���	�����
 �� ���	������< D′

R �	� ���� ���	�����




(� ��	���� ������ ���� � ������ �� � ���	������� �� D′
Vi
< ��� �����	���� � ��������

	������ ������� �� ����	����� ��	 �������	 �����	< ���������	 ����� ���������	 ? FT ′(Ui)


$�� �� ����� �
�< �
 #�< ��  ���������� ����	����� ��	 �������	 ����		���	 ; ��&��0
&����


L �� ������� ��&��&���� ����
M = Ld � ������� �� �������� �����
(DM , IM , CM ) = (D′

L, I ′L, C ′
L) � �������	����� ���� �� L

Ui �� ������� ��&��&���� ���� �����< 	���� � 	������� K�N
(D′

Ui
, I ′Ui

, C ′
Ui

) � �������	����� ���� �� Ui

Vi = FT ′(Ui) ∩ Ic � ��������� ���	����� 8����� �� Ui

(D′
Vi

, I ′Vi
, C ′

Vi
) � �������	����� ���� �� Vi

(D, I,C) �� ��	���� 6�� �� ��&��&����

���� �
' I �������	 ���� ��&��&���� 6���

/����	 ��	 �������	 ����		���	 "�� ��� ����������	< ; ��� ��6������ �� ������������
���� ��5	< �� ���� �������� �����	�� ��� ��6������ �� � �������� 	������ �����&��


-�!������ �%
 ?� ����� ����� ����	 ��
 �

�����
 ����
/ ���� ��
 �

�����
 ����
�

�� 
��� � ����
/ � ������
 ���

�����
 ����
/ ��
 ��� ��
 �

�����
 �� 
��� ����
���
��	������� -
�� ��� �� ��	�� �� ��������� ����
���.$

&� �������� 	������ &��&�� D �
� ����
 ����� ����� ����
����� ��
 �

�����
 ����	 +

D = FT (D′
U ∩D′

V ).

, ������� ������< ����� ���� ��	 ���� ��6������	 ������< �����	���� ���� ; � ��0
6������ �����	��
 :� �8��< D′

U �����	���� ��	 		������	 �����	< ���� ��	 		������	 �����	�	
�� 	��� �	 �����	
 ,������	������ ��� D′

V 	������ ��	���� ���< ���� ��	 		������	 �����	 ��
D′

U < �� �� 	�������		� ���; �����	 ���� ��	 		������	 �����	�	 �� 	��� �	 �������	 ��		��0
����	 �����	
 V �������� �� �8�� ����	����� ��	 		������	 �������	 �� �����	 �����	 ? �� 	���
��	 		������	 �����	 ���������	 �� ���������	
 :� D′

V < 	 ��� ���	"��������< ���� ������� ���
�����	 ��� �� 	��� �	 �� ���+��
 :�6� �� ���� ��� � ��������� ���	����� 8����� ���	�
�	 ����		���< ���	��� D′

U ∩D′
V �	� �����+�����


���������� �%� &� �������� 
����� ��
 ����� �
� ����
��� �� �
*�������$

'����
������ ? � ���	����� �	� ������������ ����	�< �� ���	��������
 ,�	"������<
�������� �� ����� �� D′

V 
 :� �8��< D′
V �	� ���	������ ����� � ��� ���	"�������� ����� ��0

����� ���	�����< ���� ��  ����	� � ��+�������
 :��� �	� ���� 	"�������� �� ���	��������

����5	 � �����	����� �
�< �
 #�< ���� �	� �&������ ���	�����
 4�< � ��������� ���	�����
����� ������� �����	� ��	 ��� ������� ���	�����< �	� ����		������� �����	� ��	 �����
�������
 ����< � �������� 	������ �����&�� D �	� �����	� ��	 D′

V 
 (� ��� ������ 	��
	"������




(� ��	���� ����� � ��������� �� � ��6������ �� � �������� 	������ �����&��


4� ��6��� �������� �� ���+�� C< ����� ��� �������� �� D �� �� L


-�!������ �%� &� 
��
%������� �� ���+�� �����&� C �
� ����� ����� ����
����� ��

�

�����
 �����
 �������
 �� ����
 ����
�
 
���� �� ��� ����
 ������
 �� ��� �"�����
/

��
 ;��� ����
$

C = (D ∪D−1)c ∩ [
(V ∪ V −1) ∪ (L ∪ L−1)

]
.

, ������� (D ∪ D−1)c �����	���� ����	����� ��	 		������	 ��� �� 	��� �	 ����


:�	����< �������	������ ��� (V ∪ V −1) ∪ (L ∪ L−1) &����� ��� ��	 		������	 	��� ���� ?
�����	 ���������	 �� �����	 ���������	 &�B�� ; (V ∪ V −1)< �� 	��������� ���������	 &�B��
; (L ∪ L−1)
 4� ���� ��� ��	 � 	������� K�N< �����	 ��	 �������	 ���������	 	��� �����	
���������	< ���	 ��� ��	 � 	������� K�N< 	����	 ��	 �������	 ��� ���+��������	 	��� �����	
���������	


, ��6������ �� � �������� 	������ �����&�� D ���5�� �����	������� ��	 �������	
�����	
 ���� C< �� ���	� �� ������� �	 �� �	< �� 	�� ����� ����		��� �	������� �
������� L< �� ����	 ���� � 	������� K�N< �7 ��	 		������	 �� L �� ���� �	 ����		���0
���� ����� ��	 		������	 �����	
 :� �8��< ��	 ����� 	������� K�N< �� ���+�� ��������� �	�
��&��&�
 (�� 	�&��6� ��� ��	 		������	 ���+��������	 	���< ���� � &�������� �� � ����0
���� 	������< ���	������ ����� ��� �����	 ? 	���� ; ������� �� � ��������� ���	�����<
�������	 		������	 ���+��������	 ������� ���� �������������� 	� ������� ������	< �� ��0
����� ����

 :���	 ������� ���	 ����� �� � �������� 	������< �� ��� �� ���+��
 ��	
��	 ���"����5	� �������� �7 � ��������� ���	����� �� ���������� �	 �� ������ ��	 	0
	������	< �� �	� �������� �� %�	��6�� ���	���� �� �������� 	������ �� ���� ���	� ��� ��
������	���������� ? �� ���+�� ���������< �&���� ���	 �� ����� �� D< ����< 	� ��	���< %�	��6��
���	���� �� �������� 	������
 ��	 � 	������� K�N< L ���� �����	 ��	 U1< �� �����5��
�� 	� ��	� �	


���������� �%� &� ���(� ����	� ��
 ���� �
�  �� ��
 
*������� �� �����(�"�$

'����
������ ? � 	"������ �	� �� C ��������< �� ��	 	 ��6������< ������ ��	 �������	
D< V �� L �	� ���	������ � �� �����	 �� ������� ��� 	�� �����	�


,������+������� ������� ����������� �� ����� �� V �� �� L


4� ��6��� 6������� ������	���������� �����&�� I< �� ��������������


-�!������ �%� ,�����	���������� �����&�� I �
� ����� ����� ����
����� ��
 �

�����

�� �� 
��� �>�����
/ ����
 �� ����
 ����
�
/ �  �� �������� 
����� D/ � �� ���(� C +

I = Cc ∩ (D ∪D−1)c

���������� �%� &���
��������� ����	�� I ��
 �����/ �
� 
*������� �� ��(�"��$



'����
������ ? ���	� �� ��	���� �������< ���	��� I �	� ��6��� �� �������������� ;
(D ∪D−1) �� C ��� 	��� �����	 ���� 	"��������	 �� �����+�����	


���������� �%� &� ������ �� 
��
%�������
 (D, I,C) ��
 ���� �
� ��� 
�������� ��
����������$

'����
������ ? �� 	�� ��%; ��� D �	� 	"�������� K��
 �����	����� �
�< �
 #�N< ��� C �	�
	"�������� �� �����+����� K��
 �����	����� �
�< �
 #�N< �� ��� I �	� 	"�������� �� ��+�����
K��
 �����	����� �
'< �
 #�N
 ������ ���< �� �	� ������� ��� D∪ I ∪C �	� �����5��< ���	���
I  ��� ���	����� �� ��������������
 9� ��	�� ���� ; ������� �������	 	��� ���� ; ����
�����������	 ?

D ∩ I = D ∩ [Cc ∩ (D ∪D−1)c]
= (D ∩Dc) ∩ Cc ∩ (D−1)c

= ∅

D ∩ C = D ∩ [(D ∪D−1)c ∩ (V ∪ V −1 ∪ L ∪ L−1)]
= (D ∩Dc) ∩ (D−1)c ∩ (V ∪ V −1 ∪ L ∪ L−1)
= ∅

I ∩ C = [Cc ∩ (D ∪D−1)c] ∩ C

= (Cc ∩C) ∩ (D ∪D−1)c]
= ∅

,� ������� (D, I,C) ����6� ���� �����	 ��	 ���������	 ����		���	 �� 	�U	���	 ����� 	����0
���� �� ���������� �����


��� %�� �0 	� ������� �
���������� ���� ���	� ��� ��������� �1���	�

(��	������	 � 	������� ����� �7 � ��������� ���	����� 8����� �����	�� ��	 �
���	�������� �� � �������� 	������ �����&�� ���	� �	 ����		���
 ,� %�&�  ���� ���������
����� ������������ ����� ? ��  ���0�=�� ������ �� ������ �����	 ��	 		������	 �����	������
; 	�	 ����������	
 ��	 ����� 	������� ��������5��< � ��������� �� ���������� ��	 	��	0
�������	 ������ ��&�������� ������� ������� ? ���	� �� ��	���� ��� ���	 ����	 �������


��	 ������< ���	 ����	 �����	�� � 	������� �� ���	����
 , ��������� ���	�����
8����� �	� �����	�� ���� ��������� ��&�������� �� ������� ��&��&���� ���� ����� ? U 
 $�
���� ���	� �	 ����		���< ���	� �������� 		������ ����� ���	� ���������
 4� ���	��5�� ����
U ����� ���	����� 8�����
 4� ���� ������� ��� � ���	������� ��		���� 	���� ����
������&���� ? U �	� �����+����� �� ���	��������< �� 	 ���	������� ����		������ ����
�����	"������ �� U 
 4� ����� �	���� �� ���+�� ���	� �	 �����	� ��	 � 	������� �����<
���� ��	���� 	�������� ���	���� ��		������	 ���������	




���������� �%� � �� ������ ���	��	���� ���� ���� U �
� ����
�� �>���/ ����
 �� ������
�� 
��
%�������
 ����	��
 (D, I,C) �
� ������� �� ������ (DM , IM , CM ) 

� �� �� ��%
�����
��� �� ����������
 �� ������ ���	��	���� ���� M / �� �� ������ ��� 
�� �� 
������
�� ��������� �!�
�$

'����
������ ? 4� 	�� ��� � ������� U �	� ���	����� 8�����< ���� V = FT ′(U) = U 

���7 D′

V = D′
U = DM < ���� ��	 ���� 	�������	
 �� ���	������< D = FT (D′

U ∩ D′
V ) =

FT (DM )
 4�< ����5	 �� ��	���� �� D���� �� 2�����	< � �������� 	������ �		�� �����
������� �� 	����		����� ���	����� �	� ���	�����
 ���	��� M �	� ��+�����< ���	 ���	� ���
������� �� 	����		�����< �� ��  ���� D = DM 


(������	 �������� �� ���+��
 , ������� V ∪V −1 �	� �&�� ; U∪U−1< ��� �	� ���� L∪L−1

	���� � 	������� K�N< �� DM ∪D−1
M = DL∪D−1

L 	���� � 	������� K�N
 ��	 ���	 ��	 �	< ��
 ���� ? (V ∪ V −1) ⊆ (L∪L−1)
 ���7 � ����� �� ���+�� ? C = (D ∪D−1)c ∩ (L∪L−1) =
(DM ∪D−1

M )c ∩ (L ∪ L−1)


,� ������� (DM , IM , CM ) �	� ��� 	�������� �� ����������
 �� ���	������< &�B�� �� ���0
����	 �� �������� ������� ����6� K��
 ��&���� �
�
�< ���
 �< �
 -�N< �� ; � ��6������ ��
IM = M ∩M−1< �� ������ ��� ?

CM = (DM ∪D−1
M )c ∩ Ic

M K�
�N

= (DM ∪D−1
M )c ∩ (M ∩M−1)c

= (DM ∪D−1
M )c ∩ (M c ∪ (M−1)c)

= (DM ∪D−1
M )c ∩ (L−1 ∪ L). K�
�N

4� �������� ���� ��&�����	����� � �=�� ��6������ C = CM < ���� ����� �� ��� ��%;
D = DM 
 ! ��	� ��	 ��������������	 ��	�������	 ��	 �������	 (D, I,C) �� (DM , IM , CM )<
���� �&���� �	� ����	�< �� ? I = IM 


��	 ����� 	������� �����< ��  ���� ������ ��� � ��������� �� ���������� �	� ������<
��� ���� ���� ���� � 	������� K�N �� ���� � 	������� K�N
 (�� ������ �� 	�		���� �� �
��������� ��	 ��6������	 �����	��	 ��	 �� ��&���� ���������


�� �������� �� ������������ / ��� "��

,���%����� �	� ��������� � +�� � 	�������� �� ���������� ����� ���	����� ������������

T���� � ��������� 	����� ?

�
 :����	��� �� � ��6������ ����� �� � �������� 	������ D< �	�� 	�� � �������	�����
�� ����������	 +���	 �� 	�� � ��������� ������������ D = DM ��	 � 	�������
����� ������� ������������ J ���	 ����6����� �� 	�� 	"������ �� �����+������� J

�
 :����	��� �� � ��6������ ����� �� ���+�� C< �	�� 	�� � ��������� ������������
C = CM ��	 � 	������� ����� J ���	 ����6����� �� 	�� �����+������� �� �� 	
	"������ J

�
 (��	�������� �� ������	���������� �� �������������� ; 1 ; ����� ��	 �������	 +���	
C �� D< �� �C�� ; ������ � 	�������� �� ���������� +���




T���� �������	��� � +�� �� ����� �� � �������� 	������ �����&��

D = FT (D′
U ∩D′

V ),

��� V = FT ′(U) ?
I ,�	 ���������	 ���	�����	 	��� �	��	 	�� � min0���	�������< ��� �	� � 	���� ; &��0

��� � ���	������� ��	 ���0�����	 K��������� �&������ ����6�� �� � ����� 8�����
�� � ��������� ���	�����N J

I ,�	 �������	�����	 ����	 	��� �8������	 &�B�� �� �������	 �� � ������� ��	 ���0
�������	 �����	������ ; � 	������� ����� ���������� 	������ 	"�������� K��
 ��0
&���� �
�
�< ���
 �< �
 - N J

I O��� ; ���������� �������	������ ����� D′
U �� D′

V < �� ����	�� �� min
���� ��������� ���&���� D = DM ��	 � 	������� ����� J �� �8��<
FT (D′

U ∩ D′
V ) = FT (DM ∩ DM ) = DM ∩ DM J ���� ��������� DM < ������

��� 	��� 	 �����< �� ��� ��� �0����� ����������� K��
 	������ �
�
�< ���
 �< �
 '#N

4� �� min �	� �������� �0����� �����������


:������������< � ��6������ ������� ?

D = FT
(
(U ∩W Ud) ∩min (V ∩W V d)

)
= FT

(
min

(
max(U − U−1, 0),max(V − V −1, 0

))
.

, �������� 	������ �	� 	"�������� �� min0���	�����
 ,�	"������ �	� �� �8�� 		����
�� ����� �� D′

V < � �������� 	������ 	"�������� �		�� �� � �������	����� �� V d


4� ����� ��	���� � ��6������ �� ���+�� �����&� ?

C = (D ∪D−1)c ∩ [
(V ∪ V −1) ∪ (L ∪ L−1)

]
,

���� �� ������� ; ����	�� ������������ ��� CM ��	 � 	������� �����


��	 �� �	< �������	��� � +�� �� ��������� �
�< �
 #' �	� ����		������� ����	�� &�B��
� ������� �� �� ���&� �����	� ��	 ��	 ���������	 ��&����	 ����� 	��	0�������	 +���	 K��

��&���� �
�
�< ���
 �< �
 --N ? �� ������� �� ,�Y	��\��R


:� �8��< � ��������� �� �������������� �� � 	�������� �� ���������� (DM , IM , CM )
����@�� ?

CM = 1− (DM + D−1
M + IM )

= 1− (
(DM ∪W ′ D−1

M ) + IM

)
< �� DM �	� 	"��������

= 1− (
min

(
(DM ∪W ′ D−1

M ) + IM , 1
))

= 1− (
(DM ∪W ′ D−1

M ) ∪W ′ IM

)
=

(
(DM ∪W ′ D−1

M ) ∪W ′ IM

)c

= (DM ∪W ′ D−1
M )c ∩W Ic

M ,

; ��������� ����������� ���������� �� �������������� c(x) = x


:�	����< � ������� IM ���� ��6��� �� M ∩min M−1< �� ������� �������	��� �� �����0
���� �
�< �
 #' �� ��������	�� �� ������� �� �� ���&� ����		���< �	� 	�� � �0����� min<
���7 ?



CM = (DM ∪W ′ D−1
M )c ∩W (L ∪max L−1).

4� ����5�� ���	 ; �������	��� �� ���+�� �����&� �� � �C�� 	������ ?
I ��	 � 	������� �����< V = U < ��� �	� �&�� ; L 	� ���� ����� � 	������� K�N J ����
�������	������ ����� (V ∪V −1) �� (L∪L−1)< �� ��� ���� ��� �0������� ����������� J
� 	���� ��		���� �	� ���� �� max
 $� ���� ����� � 	������� K�N< V = DM = DM �	�
�����	� ��	 L< �� ������������ �	� ���� ���� ���	����� J

I ��	 �����	 ������ ��	 ��	 �������	 V ∪V −1 �� L∪L−1 	���< ����5	 �� ��� ����5��<
�������	 �� ������6����� ��� � ������� ��		���� �� ���+�� ? �� ��� ���� ����	��
� �0������� max J

I ������� �� � ������� D∪D−1 �	� ������� &�B�� � max ? � ������� ���� 	"��������<
����� �0������� ��������� � �=�� ��	���� J

I �������	������ �	� ������� �� ������6����� &�B�� ; � �0����� �� ,�Y	��\��R J
I ��6�< ���������� �� �������������� �	� ������ �� � �������� c(x) = 1 − x<
���	��� ���	� �� ����� ��� ���	 ���	 ��� ���� �������� � ������� ��	 ����������	


(� ���+�� �	� �����+����< �� D ���	� �&������< �� 	"�������� ? ������ ��	 �������	
R �� � ������� ���@� 	��	 � ����� R ∪max R−1< ��� �	� ����		������� 	"��������


(������	 C ���� ����6�� ����� 	�&�� ���� ����� ������� +��� ? C(x, y) ∈ [0, 1], ∀x, y ∈
X


C = (D ∪max D−1)c ∩W

[
(V ∪max V −1) ∪max (L ∪max L−1)

]
=

[
1−max

(
D,D−1

)] ∩W max
(
V, V −1, L, L−1

)
= max

{[
1−max

(
D,D−1

)]
+ max

(
V, V −1, L, L−1

)− 1, 0
}

= max
{
max

(
V, V −1, L, L−1

)−max
(
D,D−1

)
, 0

}

4�< �� 	�� ��� D �	� �����	 ��	 D′
V = DV � 	��	 �� � �0����� min< ���� D ⊆ DV 


������ ���< ��  �&������ DV ⊆ V < ���7 6������� ? D ⊆ V 
 4� ���� ���� 	��������
�� max &���� ?

C = max
(
V, V −1, L, L−1

)−max
(
D,D−1

) ⊇ 1c.

9� 	�&�� ���� ���� ����� ������� +���
 ������ ���< �� ������� ?

C ⊆ 1−max{D,D−1},
�� ��� �������� ��� � �������������� �	� ���� ��	������ ? ������	���������� ������� ��
�������������� ; 1 �	� �&������ ��� ������� +���


:�6�< ������	���������� I �	� ������� ��5	 	��������� � +��
 (���� ��	 �� �	 ���<
�� ����	� � ��������������< ���� �� ������ �������	��� +��� ��	 � ��6������ �����
	�������� �� ���������� +��� K��
 	������ �
�
'< ���
 �< �
 -1N ? D + D−1 + I + C = 1

���7 ?

I = 1− (D + D−1 + C).

����5	 ��	 ���������	 �� D �� C< ���� �	� 	"�������� �� ��+�����




4� ���� �������� ��������� ��� � �����	����� �
-< �
 #� ��	�� ���� ���� � �����
+��� �� ����� ������� �� �������	 �����&��	 (D, I,C)


���������� �%	 &� ������ �� 
��
%�������
 (D, I,C) ��
 ���� �
� ��� 
�������� ��
���������� (���$

'����
������ ? �� ��	���� �	� ������� ���	��� ���� ���	��5�� � ��6������ �����	� �����
���������� +��� K��
 	������ �
�
'< ���
 �< �
 -1N ? I �	� �� �8�� ��+����� �� 	"��������< ��
�� ������� ����6� ���� � ������� �� �������������� ? D + D−1 + I + C = 1
 (��	� ����
��� 	�������� �� ���������� +���


��, ����������� ����� ����/��	������ ���	������ �� �2�	������

O�� �� 	��� ���� ��	 	��	0�������	 �� ���+�� C< �� �� �������� 	������ D< �� ����
=��� 	�������� �� ��	���&��� ������������ ���������< ��� ���� �������� ����������� ��	
��	 		������	 �������	 �� �� �� ��	 %�&�	< �� ����� ���������< ��� ���� ���� ���������� ;
����������� �� � ��������� �� ���	�������


��	 �� �	 ���< � ������� �� � �������� 	������ �
�< �
 #� 	� ��=�� �	����� ;
����� ��	��������
 4� ��6��� ��	� � �������� 
����� �"����� DE �� � �������� 
�����
������ DI �� � �C�� 	������ ?

DE = D′
U ∩D′

V

DI = D ∩ (DI)c.

,������	��� � +�� �� DI 	� ��� �� � �=�� ���5�� ��� ���� D< &�B�� ; � �0�������
max
 4� ���� ��� DI ⊆ D< �7 �������	��� ��	 �������	 +���	 �	� ����� �����	�� �� A���
�
1< ���
 �< �
 '1
 O��� ; �������	��� �� DE< ���	 �����	��	 �� ������� �� �� ���&� ������
�� ����������	 ����� ��	 ����	 	��	0�������	 �� �������� 	������< ������	���������� �� ��
���+�� ? ����� �� ,�Y	��\��R
 DD �	� ���� ��6���< ����� �� ������ �������	��� �� DI ��	
D
 T���� ��	 �������	 �������	 ?

DE = min
{
max(U − U−1, 0),max(V − V −1, 0)

}
DI = D ∩W (DI)c

= max
(
D −DE, 0

)
.

���	 �����	��	 �� �=�� ��	 �����	���	 ���������	 �� ���������	 �� ���+�� ���� �� �	
���< 	���� ��� �� ���+�� ��������� �� ���+�� ��������� CM = L ∩ L−1 �� ��� ?

CE = C ∩ (L ∩ L−1)
CI = C ∩ (CE)c.

!6� ��� �� ���+�� ��������� �� � 	������� ����� 	��� �&� � ���+��< �� �	� ����		���
��� �������	������ �� CE ����� C �� (L∩minL−1) 	��� � �0����� min
 O��� ; CI < �� �����	�



����� ������������ �� ������� �� ,�Y	��\��R ?

CE = min
{
C,min(L,L−1)

}
CI = max

(
C − CE, 0

)
.

4� ���� ����6�� ��� � �������������� ; 1 ���� �� ������� (D, I,C) �	� ���	����� ��5	
��	�������� ��	 ���	 ���������	 �� ���������	< 	��� ��	 �� ���������� (DE,DI , CE , CI , I)


� (������������ �� �� ������ ��� ��� ��� !���

 �� 3��������� �� ���������� �� ����������� �� �����������

���	 ����	 ��		� �� 	�	���	 � ���	���� �� � ������������ �� ���U����� �� ��������
l ������ ; ����� ������ %�&�S��	��������< �� �� �� ��	��	�� �	 ���&����� ���������
 ������ �� �������� ��� ����� ; ��� ����
 ��	 �� ��	��	� �������� ����� ���������
��� ������ �� 	"������	�� ������������ �������� �� �� %�&�< 	��	 � ����� ���� ������� ��
�������	 +���	 (D, I,C)
 $� ���� ��	��	�� ���� ��"�� �� ��	���� � ���������� �� �����
����������< �� ������� ����	&�� �� ��6��� � ����� ��	 ������	 +��	< �� �C�� ; �
�����	��
 )�� ����� ������	���� �� ���������	��� 	���� ��	� ���	������ ����� ���
��������� 
�� ��� ��� ����� ���������� ����������


(��	� � 	������� ���	 ������� ���	 ���	 	����	 ������	
 9� 	�&�		�� ���� �� ��60
��� �� ��� ��������� �� � ���������� �� ������� ���������
 2������	 ������ � 	�&��60
����� �� ������ ��	 	��	0�������	 ��&&��	 �� ��&��&���� ��	 ����������	 �� ������
%�&�S��	�������� ������< �� �������	 ������� ��	 �������	 	� ���������� �� �������� ��
� ����� ��	 ������	 +��	 ?

I � �������� D �������	� ��	 ������	 �� �������	 ��	�������	 	�	 ������������< 	���
���� ���� ��	 ����	 �� ��	���	 ���5���� ���������	��� ������	��< �� ��� �� 	���		���
����� �����	��� ������ 	�� ��	 ����������	 K���	�0;0���� ��&����� ������ ���� ��
���������	���N
 �� ���	������< �� ���� ���@��� ���� �5&��	 �� �������	 ? ���	���
���������	��� ���5�� ����� �8������ �� %�&�< �� ��	��� �� ������ �� � �������� �
���6� �� ������	���������� J �����	�����< ���	����� � 	��	0�	����< �� ��	��� �� ����
���@��� ��	 �����	���	 ������	< �� �; ������< � �������� ��	��� �� ������< �����
���	0�� � ���6� �� ���+�� J

I ������	���������� I �������	� ��	 ������	 �� �������	 ���� ��	 ����	 �� ��	���	
	��� �����	 � ��&�� �� ���������	��� 	����	��
 $� �� 	��	0�	���� ����� �����5��<
��	 �����	���	 ������	 ��	����� �� 	��&��< �����	�� ��	 ��������	 K���+��N
 $� �
��������< �� � 	��0�	����< ���	 ���� ��	��� �����	�� � �������� J

I �� ���+�� C ������ ��	 ������������	 ��������	 �� %�&�< 	��� ��	 �����	���	 �����
�������	 ��� ���������	��� �� 	���� %�	��6��
 ���	 ���������	��� �	� �����< ���	 ��
��	��� �� ���+�� �&����� ? ��� ����� l ����� 	�������� 	"	������������ �����
�����	���< �		� �����	 ��� 	����� ��	 ����	 �� ��	���	 ��������	
 9����	�����<
��� �������	��� ���� &���� ��&�������� �����	 ��	 ��������	< � ��������� �� �
�������� 	������




4� ���� ��	���� ��	 �������	 �5&��	 �� ����C�� � ��� 	������ ? ��� �������	���
����������� �� ������ � ������������ �8����� �� %�&�< �������� ��� ����� �� �
�������� 	������
 (����0�� 	� ��� � ���6� �� ������	���������� ���	��� ���������	��� �	�
����		���< �� � ���6� �� ���+�� ���	������� �	� ��	�U	��� K��
 6&��� �
'< �
 ���N


)�� ��	��� �� L ���������� M �� �������� 	������ ���	����� �� ���	������ �� ���
��������� �� ���������� �� ������� ������
 4� ��6��� ���� QD ����������� �� ��������
	������< ����� �� ������ ������	� �� � ������� +��� D ?

QD =
2

N(N − 1)

∑
(x,y)∈X×X

D(x, y),

�7 � ������� N(N − 1)/2 �����	���� �� ������ +�� ����� ����� ������� +��� 	"��0
������ ��6��� 	�� �� ����������� X �� ����� N 


)�� ���	 ���������	��� 6���< QD ������� �� �������� �� �����������
 :� �8��< 	��	
��	���� ��� �� ��	�������� �� ��� ���� ������	< �� �	���� ���������� �� %�&� ���  �����
������� �� �������� 	������
 (���� ���������� �	� ���� ����������� ������ �� QD


4� �����	� �� ��������� QD �� ���� ����	 ���������	 �� ���������� ��� ���0
������� ����������� ���	���� �� �������� 	������< 	��� �� � ���	���� ������	����������
K��	���� �� ����������� QIN< 	��� �� ����� �� ���+�� K��	���� �� ����������� QCN ?

QI =
1

N(N − 1)

⎛⎝−N +
∑

(x,y)∈X×X

I(x, y)

⎞⎠ ,

QC =
1

N(N − 1)

∑
(x,y)∈X×X

C(x, y).

4� ���� ���� �������������� ; 1 ?

QD + QI + QC = 1.

 �� ��2���� �� ���������

���	����� ��	��	� ���� ��������� �� ���������� �� � ������� ���������	��� ����������<
�� ���� ��������	��  ��	�������
 :� �8��< �� 	�U� �� ��	��� �� ��	����� �� ������ ����0
�����	��� (l1 ≤ l2 ≤ ... ≤ ln)< �� ��	 ������ ��	����������� &�B�� ; ����������� QD
 4�
��6��� ���	 ���������	��� �������  ��	������� ����� ?

l∗ = lk< ��� ��� QD(lk) = sup
i∈{1,...,n}

QD(li)

,��������	��� l∗ ������ ; � ���	�������� ���� ������� �� 	��	0�������	 (D∗, I∗, C∗)<
��� ���� ��6��� ����� � 	�������� �� ���������� �������


.��� 	>�< �� �	� �������� ��� ���&����� ������ l∗ 	��� ������������ ��6��
 9����0
����< � �������� ������������� �� � ������� �� Qd �� �������� �� l ������ =��� �������



K�� ����H� ����		��� %�	��� l∗ ���	 ������		���N
 :� �������< ��  ���	��� ��� �����
��������� ���� ���	��� ���%���	 ����6��
 4� ������� &���������� �� �"�� �� ������ �� �
6&��� �
'< �
 ���< �7 ���&����� ������ l∗ �	� ��5	 ���� ��6��
 

Dominance 

Imprécision Maximum de dominance 

���� �
' I T������ �� � �������� �� �������� �� ���������	���

� ����� �� �� ���������� ��� ��������� !����

���	 ��	����	 ��� ����	����� ��	 ���������	 �������	 ��	 �� �������< ���� ����%��
�	� �� 	"������	�� ��	 �������	 +���	 ������������	< ; ����� ��	 ��������	 ����������	
����	��	 �� ��	 %�&�	


/��� ������< ���	 ��	����	 �� ��������� �� ������������ ������� �� ����� ��	
%�&�	 K��
 6&��� �
-< �
 ���N ?

 
~MAX 

Juge 1 

Correction 
transitivité

(D,I,C) 
brute 

(D,I,C) 
corrigé 

ANALYSE 

Juge j 

Juge J 

(D,I) 

(D,I) 

(D,I) 

Agrégation des 
3 répétitions 

AGREGATION 
JUGES 

Paramétrage de la 
quantité de flou 

���� �
- I !&��&���� 	�� ��	 ����������	

�
 ���� ������ ��	 ����������	 ? �� ������� ����� ���� �� �� ������ +�� ���������<
�� �� �� ������ � ������� ������� +��� �����	�� ��	 ������	 �� �������� �����
�������	 J

�
 ��	 �������	 +���	 �� ����� ���������� 	��� &��&��	 �� �� max< �� �� � ���������
������������ ������� �	�� 	�� �� ��� K��� �� ��&�� �� ��	%������� ρ2 ������ ��
1N J



�
 �� ������� ��&��&���� ���� ������ �	� ��	���� �����&� ���� ��������� � ���	�������
�� � �������� 	������ J

'
 ������ �� K�N ��� �� ���� ������ +�� ��������� ���� ��	 ����	 ����������	< %�	���;
�����	���� �� ������ ������	� �� � �������� 	������ QD J

-
 �� ��	���� �	� ���	 ��	������� ���� ��&��&���� ��	 %�&�	 �� ���� ����"	�


,���"	� �� 	�� ������������� 	����� ����%�� �� ������� 	�����


4� ��	��	� ���	 ���� ����� ��	 %�&�	< ���� ������� �� 	��	0�������	 �����&��	< ���
��	��� � ���������� �� %�&�
 (�	 �������	 ������� ������ =��� &��&��	 	�� ����	�����
��	 %�&�	 K��
 6&��� �
 < �
 ���N ?

 

~MOY 

~MAX 

Agrégation 
sur les  

répétitions 
+ 

Correction 
transitivité 

Evaluations Juge 1 

Evaluations Juge j 

Evaluations Juge J 

Agrégation 
sur les juges 

(D,I,C) 
corrigé 

ANALYSE 

C     I → 

Correction 
transitivité 

(D,I,C) 
corrigé (D,I) 

(D,I) 

(D,I) 

���� �
 I !&��&���� 	�� ��	 %�&�	

�
 ���� ����� %�&�< �� ���+�� �	� ���	����� �� ����	���������� J

�
 ��	 �������	 +���	 �� ����� %�&� 	��� &��&��	 �� � ��������� ������������
������� �	�� 	�� �� ��� K��� �� ��&�� �� ��	%������� ρ2 ������ �� 0.5N J

�
 �� ������� ��&��&���� ���� ������ �	� ��	���� 	����	 ; � ��������� �� ���	�������<
���� =��� 6������� ��"	� �� ����������






������
� �

����������	� ��� �����	�� �����

���	 ���	 ������������ ��� ���"����5	� ��� ��	 �������	 �� �������� +���	
������	���� ������������ ���������� ���������� ���5	 ��	 %�&�	
 !��5	 ���� ������� ��	
���� ���������	 ; �����&��� �� ����� 	"���5	�< 	��� ���� ���	�������� 	�� ����� ����������<
���	 ���� &��&���� ���� �� ��	�������� �����< ���	 ���	 ����������	 �������� ��
���� �����������
 9� 	�&�� �� �8�� �� �������� �� ��%�����	 �� ����"	� �� ������	 	��	�0
������	 ��� ���	 ���	 ������	 ? ������� �� ��������� ��	 ��8������	 ����� �������	< �� ������
�� ������������ ��	 %�&�	
 (���� ��	 ��	 �������	 	�����	< ���	 ��	���&�����	 ��	
��"	�	 ���� �� �����0��	��������	< 	���� ��� �� ��������� �������� �� �� ���	����	 ��	0
��������	
 ��	 ��	 ���� 	�������	< ���	 ��������	 �� %�	��6����	 ��	 ���������	 �������	

��	 � �������< ���	 ���	�������	 ��	 �����	 	���	�����	 	�� ��	����	 ��	 	� �	���


� ������� �������� �������� !���

,���%����� �� ����� ����� �	� �� �����	�� �������	��� �� �������	 �������	 ������	
+��	 �� �������	 ������������� ��	����	 �� �������	 �������	 ��		����	 ? � ����������
������� �� ��	 ��&	


��� 42������� �� "�� �� ��������� ������	��

,�	 �������	 �� ���������� �������< ��&	 �� ����	 �� ��&	< ������� =��� ���	�����	
����� ��	 ��������	 	��������� ; ��	 �������	 �������< �� �������
 �������

 ��	
����� �����< ���	 �����	��	 ��������� � +�� ��	 ��������	 �������	 ������ 	�� ��	 �����	
�����


��	 ���� ���� �����&���< ����	����� ��	 ��������	 f �������	 ��� ����� �&�����	
�� �� ���	����	 �����	 ����� ��6��	 	�� X< ������	 ����	 		������ �� ���� ? f : Lm

X → IR<
��� m ∈ IN∗ �� ������ ���&�����	< �� LX ����	����� ��	 �����	 ����� ��6��	 	�� X

(��	� �� �	 �� ������� �� � ���������� �� ��& �� W�����< �� �� $�����< ��� ; ��
������ �������	 ����� ����� Km = 2N< 		������ �� ���U����� ������	 ��	 �����������
[−1, 1] ������ ������ �� ���� 	��������


���



(�	 ��������	 �������	 	��� &���������� ��������	 ; m ��	�����	 �� n0�����	 ��
��	���	 ��������	 �� ��%��	 �� X K|X| = nN
 ,��	��� ��	 ��	���	 ����������� ; ��
����������� �������< �� ���� �� �8�� 		����� ; ���� n0�����< �� ����� ���� 	�� X ������
������ ��	 ������	 �� 	���������� 	������ ����� ��%��	
 , �����	����� �� � ��������
		����� �� ����� ���� ; �� n0����� �� �����	< �� � �������� ������� 	��������� ��
�����	 �����< �	� ���� ���������� �	�����


,���%����� �� ����� ����� �	� ����� ��� ��������� ��	 ��������	 �������	 ; ��	 	��	0
��	�����	 +��	 �������	 �����< �� ������ ��� �� ��	 �������� ; ��	 n0�����	 �� ��	���	
+���	 K���������	 +��	N


��	 � 	������ �
�< ���
 �< �
  �< ���	 ���	 ������ ��� ������������ ������� �		��
���� n0����� �����������	 +��	 ������ =��� 	"������	�� � �����	 ���� ����� ������ +��
����������< ��� ��� �� ��&�� ����������� �� ���� ������ ����%��	 	��������5�� �����
� ����		��� �� ���� ������ �� ��������
 ���	 ���������	 ���� ������ ������� ��
������� �� 	��	0��	����� +�� �������	 �����
 ���	 ���	 ���������	 ��� �� 	��	0��	�����
+�� ������ �	� ��&�����	����� ��������� ; ����� ��6�� ; ����� �� n0����� �����������	
+��	< �� ��������� �� �������� �������	���
 D��������< ���	 �����	����	 �������	���
��	 ��������	 �������	 ���� �� ��������� ��	 	��	0��	�����	 +��	 �������	 ����� �		�	
�������	 ������	 +��	
 4� ��	��	�� ���	< ����� ��	 �� �	 ��		����< �� � ��		�������
���������� ��	 ��������	 �������	 ����������� ; ��	 �������	 ������� +���	 K�����	 ������	
+��	N< �� ; ��	 ������	 +��	 K���������	 +��	N �� �� ���	 �� � �����	����� �� �����
�������� ������� �� � �������� ����"�� �� 	��	0��	����� +�� �������	 ����� ����
��	����� �� n ������	 +��	



%
%
 &���� ������� �� ���*$�� ���9������ ��������

��	 �� ��&���� �
�
�< ���
 �< �
 '�< ��  �� ����� ������ 		����� ; ���� �����
������ P ��6�� 	�� X 	�� ��	����� �������	���	 �������	 Λ(P )< ���	�0;0���� ����	����� ��	
�����	 ����� ��6��	 	�� X ��� ����6��� ��	 ���������	 �������	 �� P 
 ����5	 �� ��	����
�� $R����%� K���� ��	 F��GN< ��� ��	����� ���	� %��	 ����


, �������� 		����� ; ���� ����� ������< 	�� ��	����� �������	���	 �������	 �	� �����
Λ : X ×X → 2LX ?

Λ(P ) = {L ∈ LX < ���	 ��� P ⊆ L} .

���������� 
%
 ,�� ������� ������� ����� L �
� ��� �"���
�� ������ ����� �������
������� ������ P 
 �� 
�������� ���� �
� ����
� ���
 
� ������� ����� P d$

'����
������ ?

P ⊆ L ⇔ P−1 ⊆ L−1

⇔ Ld ⊆ P d

⇔ L ⊆ P d.

4� ���� ���� ������ ��� �������� ��6������ �� Λ(P )< ���������� ; � ���������� ?

Λ(P ) =
{
L ∈ LX < ���	 ��� L ⊆ P d

}
.



4� ���� ��� 	� P �	� ����< ���	 Λ(P ) = {P}< ��� P ∈ LX 


4� ���� �����	����� ����	����� Λ(P ) ��	 �����	���	 �������	 �� P < ; ����� �� � ��������
����������� 	������ ?

µΛ(P )(L) =
{

1 	� L ⊆ P d

0 	����

=
{

1 	� ∀(x, y) ∈ L, (x, y) ∈ P d

0 	����

= min
(x,y)∈L

P d(x, y).

P d(x, y) 	��������5�� ����� �� ��&�� �� ��		������� ��� ����%�� x ������ K� 	��	 ��&�N
����%�� y ? P d(x, y) = Π(vx ≥ vy)< ���	�����  �� ������������ ��� 	 ���� P 	��������5��
����� �� ��&�� �� ����		��� �� ����������� ��� ? P (x, y) = 1− P d(y, x) = N(vx > vy)


,���������� �� 	��	0��	����� L ⊆ X × X ; Λ(P ) �	� ���� ������ ��
min(x,y)∈L P d(x, y)< ��� ���� ���� ����������� ����� ��� ��	��������� �� ��		������� 	��
LX 


��	 �� �	 ���� ����� +�� ������ P̃ < �� ���	��5�� ��	 ��&��	 ����������� ������	
��	 ����������� [0, 1]
 ,� ��&�� ����������� �� L ; Λ(P̃ )< ����	����� +�� ��	 �����	���	
�������	 �� P̃ < ���� ���� =��� ��6�� &�B�� ; � ��	��������� �� ��		������� %����� �� P̃ d 	��
X ×X ?

µ
Λ( �P )

(L) = min
(x,y)∈L

P̃ d(x, y).

������ ���< �� ������� �� ����� �� α0����� 	����� ?[
Λ(P̃ )

]
α

= {L ∈ LX < ���	 ��� min
(x,y)∈L

P̃ d(x, y) ≥ α}

= {L ∈ LX < ���	 ��� L ⊆ (P̃ d)α}.

4� ������ ���	 � ���� �� (P̃ d)α ?

(x, y) ∈
[(

P̃ d
)

α

]d ⇔ (y, x) /∈ (P̃ d)α

⇔ P̃ d(y, x) < α

⇔ 1− P̃ (x, y) < α

⇔ P̃ (x, y) > 1− α

⇔ (x, y) ∈ P̃(1−α)+ .

/���� α0����� �� α0����� 	������ ���� ����� ������ +�� ���� �� ����� ������< P̃(1−α)+

�	� �� ����� ������< �� �� ���� ���� ��� �������� � �������� Λ
 4� �� ������ ����	�����
��� ��	 �����	���	 �������	 �����	�	 ��	 (P̃ d)α ?[

Λ(P̃ )
]
α

= {L ∈ LX < ���	 ��� L ⊆ (P̃ d)α}

= Λ
((

(P̃ d)α
)d

)
= Λ

(
P̃(1−α)+

)
.




%
%� =�*$�� ��� �� ���*$�� ���9������ ��������

��	 � ����� ����������< ��  ������ �������< ; ����� ���� ����� ������ +��< ��6���
�� 	��	0��	����� +�� �� 	�	 �����	���	 �������	


���	 ���	 ������		��	 ��� ; � �C�� �� ��6��� �� 	��	0��	����� +�� �������	 ����� ;
����� ���� n0�����	 �����������	 +��	


$��� λ : IRn → LX ����������� 		����� ; ���� ��	����� �� n ��	���	 ������	 ��	������	
(v1, . . . , vn) ��6���	 	�� IR ������� ���� �������	 �����	���


λ(v1, . . . , vn) = L< ��� L ������� ���� K����		��N ������ �� (v1, . . . , vn).

,� �������� �������	��� ������ ��������� ����� �������� ; ���� ��	����� �� n ��	���	
+���	 ��6���	 K��	 ����� �	N �� ��	 ���������	 +��	 (x̃1, . . . , x̃n) ?

µλ(ṽ1,...,ṽn)(L) = sup
(v1,...,vn)/L=λ(v1 ,...,vn)

min
i∈{1,...,n}

µṽi(vi).

4� �����	� ��	���� �� ����� �� α0����� ?

L ∈ λ(ṽ1, . . . , ṽn)α ⇔ sup
(v1,...,vn)/L=λ(v1,...,vn)

min
i∈{1,...,n}

µṽi(vi) ≥ α

⇔ ∃(v1, . . . , vn)/L = λ(v1, . . . , vn) �� µṽi(vi) ≥ α ∀i ∈ {1, . . . , n}
⇔ ∃(v1, . . . , vn)/L = λ(v1, . . . , vn) �� vi ∈ (ṽi)α ∀i ∈ {1, . . . , n}
⇔ L ∈ λ ((ṽ1)α, . . . , (ṽn)α)

$��� �������� D ����������� ������� ��	 � 	������ �
�
�< ���
 �< �
  -< ��� 		����
; ���� ��	����� �� n ������	 ����	< � ������� �� �������� 	������ �������� � ����		���
��	 ������	 �� �������� ���� ���� ������ �� ��	���	
 ,������	��� �� ����� ���������
�� ���������	 K����� D̄N< ���	 �� ���������	 +��	 K����� D̃N<  ��� ���������� ��	 ��	
	������	 	������	 �
�
'< �
   �� �
�
-< ���
 �< �
  1
 ,�	 	��&�����	 �� ��	 ���������	 ��
����� ��� ���	 	��� ��	 �	 ����������	 �����������	 +��	< �� ���	 ���	 ���	����� D̃ ��
���5�� ; �� ������� 	��� ��	����������� ��������� ; D �� D̄ ���� ��	 ���� �	
 4� ��	�&��
���� �� ∆ ����������� 		����� ; ���� ��	����� �� n ���������	 K	��&�����	< ���������	
�� ����� ��� �����< �� ���������	 +��	N � ������� �� �������� 	������ �����	�������<
������� 	��� +��� �� ���


$��� P̃ = ∆(ṽ1, . . . , ṽn)
 4� �������� � ��������� 	������ �� 	�	 α0�����	 ?

(i, j) ∈ (∆(ṽ1, . . . , ṽn))(1−α)+ ⇔ P̃ (i, j) > 1− α

⇔ N(ṽi > ṽj) > 1− α

⇔ 1−N(ṽi > ṽj) < α

⇔ Π(ṽj ≥ ṽi) < α

⇔ � vj ≥ vi/min{µṽi(vi), µṽj (vj)} ≥ α

⇔ � vj ≥ vi/vi ∈ (ṽi)α �� vj ∈ (ṽj)α
⇔ Π((ṽj)α ≥ (ṽi)α) = 0



⇔ N ((ṽi)α > (ṽj)α) = 1, �� ��	 α0�����	 	��� ��� ����	

⇔ (i, j) ∈ ∆((ṽ1)α, . . . , (ṽn)α).

,���%����� �� ����� �����< �	� �� ������� ������������ ����� �� 	��	0��	����� +��
�������	 ����� ����������� ��6�� ; ����� ��	 n ���������	 (ṽ1, . . . , ṽn)< �� ����� ��6��
������������� ; ����� �� ∆(ṽ1, . . . , ṽn) &�B�� ; � �������� Λ ������������ �������


���������� 
%� ��� n ���������
 (��
 (ṽ1, . . . , ṽn)$ ����
 �� �����
��� 
�� ��
 n �%
��������
 (��
 �� ∆ ��� Λ �
� ����������  λ +

λ(ṽ1, . . . , ṽn) = Λ (∆(ṽ1, . . . , ṽn)) .

'����
������ + ���	 �����"��	 ��� ; � �����	������ ���	����� ��	 �� ������ 	�� ��
����� ��=��� ������ F�-G


(���� ��������� λ(ṽ1, . . . , ṽn) = Λ (∆(ṽ1, . . . , ṽn)) �	� �		�������� ���� � 	���� ? ����
������ ��� ����������� �� �������� �������	��� ; ����� �������� ������� �����������
��6��� 	�� ��	 n0�����	 �� ����	< ���� ������ ��	 n0�����	 �����������	 +��	< ���� 	� ����
�� ������ 	�� � ������� ������� +��� ���	������ ; ����� �� ��	 ���������	 +��	
 !��5	
��������� �� ���� ������� ������� +���< ��	 ���������	 +��	 ���0�=��	 ������� ���� =���
�&����	



%
%� ������ �� 4������� �������� ������� �� ���

4� ���	��5�� ��	 ��������	 f 		����� �� ���� ; �� �� ���	����	 �����	 ����� ��6��	
	�� X ? f : Lm

X → IR< ��� m ∈ IN∗< �7 LX ��	�&�� ����� ������������ ����	����� ��	
�����	 ����� ��6��	 	�� X


��	 �� ������� ����	< �� ���� ������� �� ����� �� f < ; m 	��	0��	�����	 ���	 L̄i ⊆
LX 
 ,� ��	���� �	� ����������� �		� �� ����� �� ����&� ����� �������� ; ����� ����
��	����� ����� ?

f̄(L̄1, . . . , L̄m) =
{
r ∈ IR /∃(L1, . . . , Lm) ∈ (L̄1, . . . , L̄m), r = f(L1, . . . , Lm)

}
.

,���	����� f̄(L̄1, . . . , L̄m) ⊆ IR ������ ���	� �	 ����		������� �� ���������
 ��	
�� �	 �� ���U����� �� ���������� �� W����� ��������< � ���������� �� ���� �����	
����� ��6��	 	�� X �� ������ n< �� ���� ������� ��� n(n − 1)/2 �����	 ��8������	

,���	����� ������ �	� ���� �� ��	����� 6�� �� 	��&�����	 �����	 ��	 [−1, 1]


��	 �� �	< �� ���� ����	�� �� ��	���� ����	����� ������ �� 	�� ��������� �������<
	��� ����������� �� ���	 �����	 �������� ����	����� �� 	�	 �������	 ?

f̄ ′(L̄1, . . . , L̄m) =
[

min
(L1,...,Lm)∈(L̄1,...,L̄m)

f(L1, . . . , Lm), max
(L1,...,Lm)∈(L̄1,...,L̄m)

f(L1, . . . , Lm)
]

.

E �� E��\" F�1G ��� �����	� ��� 	������� �� �� �"��< ��	 �� �	 ����������
����� �������� �� ���������� ������� ����� ��	 �����	���	 �������	 �� ���� �����	 ������	
��		����	




4� ����6�� �� 
������� �� ��� ���������< 	� �����	 ��	 �����	 ��	��5��	 ri ����� ��������<
�����	 ��� ri = f(L1, . . . , Lm) ��� (L1, . . . , Lm) ∈ Lm

X < 	��� �8���������� �������	 �� ��	
�������	 �� (L̄1, . . . , L̄m) ? ∃(L1, . . . , Lm) ∈ (L̄1, . . . , L̄m) / ri = f(L1, . . . , Lm)
 (���� ���0
������ �	� ������		���< �� ���� 	�&��6� ��� �����	 ��	 �����	 �� ����������� ���������������
���		����	 �� f ��� �8���������� �� ��������� ���� ��	 ��	�����	 �������	 �����
���	�����	


4� ���	��5�� ��	���� m 	��	0��	�����	 +��	 L̃i ��6��	 	�� LX 
 ���	��� LX �	� ��
����������� ��	����< �� �������� �������	��� �� A��� ������ ��������� �� ����� �� f �� L̃i

���� i ∈ {1, . . . ,m} �� � �C�� 	������ ?

f̃(L̃1, . . . , L̃m)α = f̄
(
(L̃1)α, . . . , (L̃m)α

)
,∀α ∈]0, 1],

�7 (L̃i)α �	� ����	����� ��	 �����	 ����� ���� �� ��&�� ����������� ; L̃i �	� 	��������
�� �&� ; α


,; ������< 	���� � �������� ������� f �������< ����	����� +�� f̃(L̃1, . . . , L̃m) ������
���	� �	 ����		������� �� ��������� +��
 (���� ���� f̄ < �� ���� �������� ��	���� ��
	��	0��	����� +�� f̃(L̃1, . . . , L̃m)< � �����	 �� ����������� +�� �� ���	 �����	 �� �������� ?
µ

f̃ ′(�L1,...,�Lm)
(r) ≥ µ

f̃(�L1,...,�Lm)
(r), ∀r ∈ IR
 4�  ���	 ?

f̃ ′(L̃1, . . . , L̃m)α = f̄ ′
(
(L̃1)α, . . . , (L̃m)α

)
,∀α ∈]0, 1].

,��	��� �� 	��	0��	����� +�� �������	 ����� L̃i< i ∈ {1, . . . ,m}< �	� ������ �� �� �0
����� �����������	 +��	 (ṽi

1, . . . , ṽ
i
n)< �� ������ ��α0����� (L̃i)α �� Λ◦∆ (

(ṽi
1)α, . . . , (ṽi

n)α
)
<

��< �� ���5�� ����������< �� Λ
((

∆
(
ṽi
1, . . . , ṽ

i
n

))
(1−α)+

)



�� �����	���< �� ��������� +�� f̃ 	�� ��� 
�������< 	� ����	����� �� 	�	 α0�����	 	���
��	 ���������	 
�������



��� %����	����� ������	� "���


%�%
 -�!������

9� ���	�� ��8�����	 �����	 ��	����	 ; ��	���� � 	�������� ����� ���� �����	 ����� L1 ��
L2< ��6��	 	�� �� ��	����� 6�� X �� ������ n
 ���	 ��������	 � ��	��� �� τ �� W�����<
��	 ���	 	����&���	 �&������ �����	����� �� ���U����� �� $�����< ��6�� ����� �
��	��� �� ���������� ��		���� �������� �� ��&	


$��� N �� ������ �� ����	 ����%��	 ? N = n(n − 1)/2< �� d �� ������ �� ����	
��	�������	 ? ��� ���� (x, y) �	� ���� �
�������� 	� ���� �������� ; L1 �� �	 ; L2< ��
�������	�
 ,� τ �� W����� �	� ���	 ��6�� ����� F��G ?

τ = 1− 2× d

N
.

!��� �� ������	�� ��	�����	��< �� ������� ?

τ =
2× |L1 ∩ L2|

N
− 1.



���	 ���	 ���	 �����	� � &������	���� �� ����� ��6������ �� ���������� � �����0
���� �������	 ������	< 	���� �� �������� ������ ��	 � 	������ �
�
�< �
 ��1
 (� ��	���� 
��� �����	� ������������� �� E �� E��\" F�1G
 (��	������	 ���� �����	 ������	
P1 �� P2
 $��� Λ(P1) �� Λ(P2) ����	 ��	�����	 		����	 �������	���	 �������	
 ! ���� ������
�������	 ����� (L1, L2) ��� ��� L1 ∈ Λ(P1) �� L2 ∈ Λ(P2)< �����	���� ��� ��	��� ��
���������� �� ��& r
 ,���	����� ����� �� ����� ������� �������� �����	 ��	 �����	 r
��	� �������	 �	� ���	 ����� ��������� �� ���������� ����� P1 �� P2 ? ���	� ����	�����
����� �� ���	 ����� �������� �����	 ��	 ��	���	 �� ���������� ��		����	 ����� ��	 �����	���	
�������	 ��	 ���� �����	 ������	


(���� �����	��� �� � ���������� ��	 �����	 ����� �� �����	 ������	 �	� �����������
�� � ��	��� �����	�� ? �����	 	��� ���� ��������	
 4� ��	�&�� �� ρ � ��	��� �� ������0
���� ����� �����	 ����� ����	��
 ����5	 � ������� ����	�� ��	 �� ��&���� �
�
�< �

��1< � ��6������ �������� �� ����������� �� ���������� 		����� �� �����	 ������	 P1 ��
P2 �	� ?

ρ̄ (P1, P2) =
[

min
L1∈Λ(P1), L2∈Λ(P2)

ρ(L1, L2), max
L1∈Λ(P1), L2∈Λ(P2)

ρ(L1, L2)
]

:� 	����� �� �������� ���	���� ��	 � 	������ �
�
�< �
 ��1< �� ��6��� ���	 �� �� ��
W����� +�� ? [

ρ̃
(
P̃1, P̃2

)]
α

= ρ̄

([
P̃1

]
(1−α)+

,
[
P̃2

]
(1−α)+

)
, ∀α ∈]0, 1].


%�%� ���)��� �� ������

,� ����� �� ����������� �� ���������� �����	���� �� �����5�� ������� ��� ��&��&����<
; ��	� �� 	 ����������
 :� �8��< �� ������ �������	���	 �������	 ���� ����� ������
���@� ����������������� ��� �� ������ �� 	�	 ����	 ����%��	 ���0��������	
 , 	�������
�������� ���	�	��� ; &������ � ������� ��	 ������	 �������	���	 �������	 ��		����	 ���	�
���� �	 %�������	�< �=�� ���� ��	 ��	�����	 ����%��	 �� ����� �����


)�� 	������� 	��	��	��� ���	�	�� ; &������ ������������ �� ������ ������ �� ������	
�������	���	 �������	< �� ��	 �������	 �� �"�� ����� (��� F'G
 ,���������� ������ ��0
���	���� ���	 ��� ����������� �� ����������� �� ���������� ���������


��	 �� �	 ���������� �� � ��	��� �� W�����< ���	 ���	 �����	� �� �&�������
F�#G ������		�� ��� ��	��� ����� �� ����������� �� ����������
 .	� 	�� ��� 	��������
�� ���&������� �� �"�� �����! ��� �����< �� ���	� �������� �	 �����	��� ���� ��	
��	�����	 ����%��	 �� ���� &���� ����� K	��������� ; ��N



%�%� ������	
�
	� �� ������� ���� �� ����������� $�� �� �� τ �� /������

!��� ��=��� ������	� �� �C�� ; �������� ; ����������� [−1, 1]< �� τ �� W�����
�����	���� � ������ �� ����	 ����%��	 ������������� ��������	 ��	 ��	 ���� �����	
������	 ������	
 !��	�< ���� �� ������ �������	 ������	 (P1, P2)< � ����� ����������



τmin K��	�����������< ������ τmaxN �� ����������� �� ���������� �����	���� � ������
������ Nmin K��	����������� ����� NmaxN �� ����	 ������������� ��������	 ��	
��	 �����	���	 �������	 �� P1 �� P2


4� ���� 	��������&�� 	�� ��������������� �� ����������� [Nmin, Nmax]
 :� ����������<
�� 	������ 	���� 	� ����� ����� ����5�� �� ����������� �����	���� � ������ �� ����	
������������� ��������	 ���� ������ �������	���	 �������	 �� P1 �� P2
 , �����	�����
	������ ������ ��� ���	� ���� �� �	


���������� 
%� ��� �� ������ �������
 ������
 (P1, P2)/ �� [τmin, τmax] 
�� ���������
�� ���������� ��
� 
�� �� ��� �� C������$ ����� Nmin �� Nmax ��
 ������
 �������
 ���%
�������� �������
 �����
������� ��
����������  τmin �� τmax$ ����
 ���� ����� ������
���4�� r ∈ [Nmin, Nmax]/ � �"
�� �� ���
 �� ������ ���"���
��
 ������
 L1 �� L2 ��%
��������� ��
����������  Λ(P1) �� Λ(P2)/ ���� �� ������ �� ����
 �������
 �����������
��������
 �
� �	��  r$

'����
������ ? ��
 	������ -< �
 �'#


��� '���� "���


%�%
 -�!������

���	 ����	 &������	�� �� �����	 ������	 +��	 � ������ ��		���� �� ��& K	�	 ������
�� �	 ��	 ��&	 ��0X���	 ? �� ���	��5�� ��� ��	 ��	���	 8�����	 �� ��%��	 	��� ��������	<
�� ����		������� ��	������	N
 4� ���	��5�� �� ��& ����� ��� �������� νL< ��6��� �� X
��	 IN< �� 		����� ; ������� ���� L ∈ LX 
 ���� ���� ��%�� x< �� ��	�&�� �� Xp

L(x) ��
Xs

L(x) ��	 	��	0��	�����	 �� X 		����	 ; x 	���� L< ��	����������� ��6��	 ����� ��	
�������		���	 �� 	����		���	 �� x< 	���� L
 (�	 ������	 ��� ��� ��6���	 ��	 � 	������ �
�<
�
 ''


,������ L ���� ����< � ������� 	������ �	� ���� ���� ���� x ∈ X ?

X = Xp
L(x) ∪Xs

L(x) ∪ {x}.

,�	 ������� �� ��	 ��	�����	 ����6��� � ��������� 	������ ?

|Xp
L(x)|+ |Xs

L(x)|+ 1 = |X| = n,

���7 � ��6������ �����	�� ���� � �������� ��& νL 		����� ; ������� ���� L ?

νL(x) = 1 + |Xs
L(x)| = n− |Xp

L(x)|.

(���� �������� ��& ���� =��� ���	������ ����� ��� �������� �������
 :� �8��< �� 	�U�
���� ��� �� ��	�� ?

νx(L) = νL(x),

�7 νx �	� ��� �������� ������� 		����� ; ����� ��%�� x ∈ X
 9� �	� �� ���	������
��		���� �� ��������� ; ���� ��	����� ��� �������	���	 �������	 ���� ����� ������ P 	�����



� ������� ������� ��	 � 	������ �
�
�< �
 ��1< ���	 ; ���� ��	����� +�� �������	���	
�������	 ���� ����� ������ +�� P̃ 


$����� �� �������� �� ��6��� � �������� �� ��& ν̄P (x) 		����� ; ������� ������ P <
����� ����� ��� ; ���� ��%�� x ∈ X< ��� �����	������ ����������� �� ���	 �����	 ��������
����	����� ��	 ��&	 ������ �� x 	�� ����	����� ��	 �����	���	 �������	 �� P ?

ν̄P (x) =
[

min
L∈Λ(P )

νL(x), max
L∈Λ(P )

νL(x)
]

.

4� ���� ��� ν̄P (x) �	� �&� ; ν̄x(P )< �������	��� �� � �������� ������� νx ; ����	�����
��	 �����	���	 �������	 �� P 
 4� �������	�� ��������	 �	 ����� �������


���	 �����	��	 ��	���� �������	��� � +�� �� � ������ �� ��&< 	����� �� ��������
������ ��	 � 	������ �
�
�< �
 ��1 ?[

ν̃
�P

]
α

= ν̄[ �P ]
(1−α)+

, ∀α ∈]0, 1].


%�%� ������

,� ������ �������	���	 �������	 ���� ����� ������ �	� ��������������� ��5	 &���

�=�� ���� ��� ��R��� ����%��	< � ������� ���	�	��� ; ������� �����	 ��	 �����	���	
�������	 ���� ����� ������ �� �C�� ; ���������� ��	 ��&	 ������ �� ����� ���� ��%��<
���	� �	 ��������


���	 ��������	 ���� �����	�� � ������� �� ����� 	������


���������� 
%� ��� P �� ����� ������ ���� 
�� X/ �� x ∈ X �� �����$ ��� Xp
P (x)

-��
���������� Xs
P (x). ����
����� ��
 �������
 �� X �������

���
 -��
���������� 
��%

��

���
. �� x$ ?� � ����
 +

ν̄P (x) =
[
1 + |Xs

P (x)|, n − |Xp
P (x)|] .

'����
������ ? ����� �����	����� �� � 	������ 	��� ���������	 ��	 � 	������ -< �
 �'#


(���� ��	 �� �	 �� � ��6������ ��	 ���������	 �� ���������� �� W�����< �� 	�����0
��		� �		� ; � 	��%�������� ��	 ���������	 �� ��&


���������� 
%� ��� �� ����� ������ P �� �� ������� x ∈ X$ ��� ν̄P (x) 
�� ���������
�� ���	
 
�� P $ ����
 ���� ����� ������ ���4�� r �= 0 ∈ ν̄P (x)/ � �"
�� �� ���
 ���
�"���
�� ������ L ∈ Λ(P )/ 
���� �������� �� ���	 �� x �
� r + νL(x) = r$

'����
������ ? ��
 	������ -< �
 �'#





%�%� �����,�� �� ���' ���

!		����	 ; ��	 �����	 �����< ��	 ��&	 ��	����� � ������� �� ������������ �������< ��
	���� ���< ��	 �� ��&&� ������< ��	 ������	 ������� �� �� ��&	 	��� 	������ ���������	


��	 		����	 �� �����	 ������	< ��	 ���������	 �� ��&	 �� 	��� ��������	����� �	
�		� 	��	��	��	
 ���	 ����	 �� ������� ��� ��������� ��� 	���


4� ���	��5�� �� ����������� X = {a, b, c, d}< 	�� ������ �� ��6��� ���� �����	 ������	
P1 �� P2< �� 8����� ; ����� ���� ������	 ���������	 ������� ?

I 	�� P1 ? aP1b �� cP1d J
I 	�� P2 ? aP2d �� cP2b


,�	 ���������	 �� ��&	 		����	 ; P1 �� P2 	��� �����	����	 	�� � 6&��� '
�< �
 ��� ? ��	
���������	 	��� ���������	< ��&�� ��	 ��8������	 ����� ��	 ���� �����	 ������	
 (�� 	�&��6�
������ ��� �� ������������ ������� �	� ������
 ,� ��� �� ������� ��� ������� �������
�� ��&	 ���	�	�� �� �8�� ; ��������� ��� ���������� ������� �� ���������� ����������

,�������� ������������ �	� ��������< �� ��	 ������	 ����� ����	 ����%��	 	��� �����	

$���� 	��	�	�� ��� ���������� ���������� �	����


 1er 2ième 3ième 4ième 
a     
b     
c     
d     

 

���� '
� I 2����	������� ��	 ��&	 �� P1 �� P2

��	 ��� �������< �� 	����C��� ��� � 	���� ������ ��	 ���������	 ������ %�	�� ��U�0
��� ��� a �� c 	��� L ���	 �������	 M ��� ��	 ��%��	 b �� d ? ��	 �������	 ���������� %��	
�� ��& 1< ���	 ��� ��	 	�����	 �� ������� ������� �� ��& 4
 ��	 �� �	� ����		���� ��
�����	�� ��	 ������	 ����� ��	 ���� &�����	 ����%��	
 ����5	 � �����	�������< ��	 ��%��	
a �� c ������� ����� ������� b �� d< ���	 ��� 	���� P1< a ������ b �� c ������ d< �� ���
	���� P2< ���	� �������	�


������ ���< � �����	������� �	� �������	�< �� �� ������������ �� ���� ���������	
��������� �� ����� ���5�� ���	���� �� ��������� ������� 	�� ��	 ��%��	 ���� ��	 �����0
	������ ��	 ��&	
 �� �������< ��	 �� �	 �� P1< ��	 ���������	 �� ��&	 �� a �� b 	�
���������� ���	 ��� a ������ b
 ,�	 ���������	 ��� ��� 	�&��6����� �	���� �� ��� ���0
���� ? ���< ��	 ���������	 �� a �� b �������� 	�������� ��� ��	 ���� ��%��	 ������� �����
�� ������� �� �� ���� ����	< 	�	 �����	�� ��	����	


	 "��������� ��� ������ �������'����� !���

���� ��	 �����	 ������	 	� ��	���&�� � ��		� ��	 �����	 �����������	< ��� ��&�����
��	 �������	 �������	 �		��	 ����� ������	�� �����������	
 !��	�< ���	��� ���� ���	��5��



�� ��	����� X �����������	< � ������� �� �������� ��&������ ����	����� ��	 ������	
�������	 �����������	 (x, y) ∈ X ×X ���	 ��� � ����� ������� �� x ������ 	����������
� ����� ������ �� y< ��6��� �� ����� �����������	


/���� ������� ������� �������� ; ����� ��		�< ��6��� 	�� �� ��	����� 6�� ����%��	
X< 	� ��=�� ���� ; ��� �����	������� ��������< 	�� ��� 	���� �����	���< &�B�� ; ��		���0
���� ���� ��������� ; ����� ��%��
 (��	� � 	��������� �� 	�� ������������� ��� ���� �����
�����	������� ��������5������ ������		���< ���	����� 	����� ���C� �� ���� ���������	
	�U� ; ���������� � ������� ������� ���� �� ������ ����%��	 �����	������	 ? ����������
	� �������	������ �	� ��� ����< �� 	���������� �� ����%�� ���� ����������� ������ 	����������
������ 	���� K	 ����� ������� ������� � ����� ������ �� ������ ���������N


(���� �����	������� ����� ������� ������� 	�� �� 	��� �� ���	 �	� ����� ��5	 �����<
�������� ���� � 	"���5	� ����������	�������� ���� ��	����� �� �������	 �������	


��	 ���� 	�������� �����	������� �� �����	 �����������	< �� ��	 �������	 �� ����0
���� 	������	 ��	�������	 ; ���		�� ��	 ��8������	 ���������	 ��&��&����	< �����������
; � ���&���� ���	 &������ ��	 �����	 ������	
 (��	� �������� ���	 �����	��	 ��� �0
���������� ��	 �����	 ������	 �� �����	 �����������	
 !��	�< ���	 	���6��	 ��� ��� ��
������������ �������< � ���	 ����� ��		����< �� 	���� ��� � ������� ������� 	� ��=�� ;
��� �����	������� ���������	��������< �� �� ���	 �����������	
 , ����� ������������
���@� ��	������ ���� ���� ��	��	
 ����� ���< �� �	� ������ ������ �����	�������
	"��������� �� ������	 ��������	< �������� ����������	��������	< 	� �����	� �� ���
��������� ��	 ������	 K������� �� ��!(�N
 :� ������ ���< � ������� ������ ��� �����
����� �	� ��	 � ������ ��	 �	 �������������� ��&��&���� ? �� ����� ��	 �����������	
��	 ��	 �����	�	 ��	 %�&�	< �� 	����C��� ��� ��	 �������	 �� �������� 	������	 �������	
	��� ��5	 ������	 �������	 �����������	


��� '���� �� ������/�����

/��� ����� �����������	 Q ⊆ X ×X ���� =��� �����	���� �� �� ��	����� �����������	
		����	 ; ����� ��	 ��%��	 �� X
 ���� ����0��< 	��	 � ��������� �� �����	 ��6���	 	��
IN< 	��� ��	���&�� �� �� �������� ������
 ���	 ����	 ��� ������� ������� &������
����� �����	�������


(��	� ��	 � ���������� �� ��	 ����� 	�� ��	 ��&	 ���	 �� +��	< ��� ���	 ���	 ��6��
� ������ �����������	 �� �	����0��&	 �� �������� ��	 ���������	 �� ��&	
 �� � 	����<
���	 ���	 ����	� ��� ����� ������ ���	������ �� ��	���� ��		���� �� � ������� ��	 �����	<
�7 � ������ �� L �	����0��&	 M �����@� �	 �������������
 ���	 ��������	 ���� ���
� ���	������� �	����� �� ��	 ���������	 �������	�����	 ����������	 F�G< �� � ���������
�� �� ������ �� ���������	 �� ��&	< ��� ��������� ��	 � ����������


�%
%
 -�!������ �� �����.���'

��	 ����� �����< �� ���	��5�� �� ��	����� �����������	 {v̄Q(x), x ∈ X} ��������
%
���� �� ������� �����������
 Q 	���� � ��6������ �������< ���	�0;0���� ��� ��� ?

(x, y) ∈ Q⇔ v̄Q(x)− > v̄Q(y)+,



; �����	 ��6���	 	�� IN


4� ������� ������ ����!���� A ���� ����� ������ P < �	� �� ��	����� ����%��	 ��0
���������� ����8�����	 	���� P ? ∀x, y ∈ A, (x, y) /∈ P, (y, x) /∈ P < �� ������< �� �C�� ���	
	"��������� ? ∀x, y ∈ A, (x, y) ∈ P c ∩ P d


4� ���� AQ(i) ⊆ X ��	 ����!����
 ��"����
 �� Q< ��� i ∈ {1, . . . ,mQ}< �7 mQ

��	�&�� �� ������ �������@��	 ������	 �� Q


��**� �%
 � ����� ����!���� ��"���� AQ(i)/ i ∈ {1, . . . ,mQ}/ �� �� �������
�� ����
����� {v̄Q(x), x ∈ X} ��������
���� �� Q/ �� �

��� ����������� Iv̄Q

(i) =[
I−v̄Q

(i), I+
v̄Q

(i)
]

=
⋂

x∈AQ(i) v̄Q(x)$ ����
 +

Iv̄Q
(i) �= ∅,

�� ������� ���� +
Iv̄Q

(i) ∩ Iv̄Q
(j) = ∅ ⇔ i �= j.

'����
������ ? ��
 	������ -< �
 �-�


��**� �%� ?�������
 ��
 ����!����
 ��"����
 �� ����� ��D�� ��� +

i > j ⇔ I−v̄Q
(i) > I+

v̄Q
(j).

��� ����� �
� ������ ��" ����!����
 ��"����
 �� Q/ �� �� ������ ��
 �� ����
�����
�����������
 ��������
���� �� Q +

i > j ⇔ ∀x ∈ AQ(i) ∩ (AQ(j))c,∀y ∈ AQ(j) ∩ (AQ(i))c, (x, y) ∈ Q.

'����
������ ? �� ��	���� �	� �������< ���� ����� ��� ��	 Iv̄Q
(i) 	��� ������������

��	%����	< �� ��� ���� ������� ������� �	� ������� �� Q


��**� �%� � �� 
��
%��
����� B �� X ���������  ���" ����!����
 ��"����
 ��
Q/ ����
 � ���������  �����
 ��
 ����!����
 ����������
 -
���� ������� ������������
�"��
�. +

∀B ⊆ X, i < j < k ∈ {1, . . . ,mQ}, B ⊆ AQ(i) ∩AQ(k)⇒ B ⊆ AQ(j).

'����
������ ? ��
 	������ -< �
 �-�


���������� �%
 ��� Q �� ����� �����������
 ���� 
�� X/ {AQ(1), . . . , AQ(mQ)} 
�

mQ ����!����
 ��"����
 ��������
/ ����
 ���� ��
����� �����������
 {v̄Q(x), ∀ ∈ X}
�
� ��������
���� �� Q 
 �� 
�������� 
 +

Iv̄Q
(i)− > Iv̄Q

(j)+ ⇔ i > j, ∀i, j ∈ {1, . . . ,mQ}
v̄Q(x) ∩ v̄Q(y) �= ∅ ⇔ ∃i ∈ {1, . . . ,mQ}/v̄Q(x) ∩ v̄Q(y) ∩ Iv̄Q

(i) �= ∅, ∀x, y ∈ X,

�A
{
Iv̄Q

(i),∀i ∈ {1, . . . ,mQ}
}
/ ��
	�� ����
����� �����������
 �

���
 ��" ����!����


��"����
 �� Q ������� ��
 ���������
 {v̄Q(x), ∀ ∈ X}$



'����
������ ? ��
 	������ -< �
 �-�


���������� �%� ��� Q �� ����� �����������
 ���� 
�� X/ {AQ(1), . . . , AQ(mQ)} 
�

mQ ����!����
 ��"����
/ �� {I1, . . . , ImQ

} �� ��
����� �����������
 �

���
  ��
 ���%
�!����
/ �������
 �� �� �;�� ���4�� +

i > j ⇔ I−i > I+
j .

����
 ����
����� �����������
 +{
κ̄Q(x) =

[
min

i/x∈AQ(i)
I−i , max

i/x∈AQ(i)
I+
i

]
, ∀x ∈ X

}
�
� ��������
���� �� Q$ ?� ���� ��� ����������� κ̄Q(x) �
� ���� ����� �����������
�����"� �� ����
����� {Ii,∀i/x ∈ AQ(i)}$

'����
������ ? ��
 	������ -< �
 �-�


(���� �����	����� ������ ��� ���5�� ��5	 	����� �� ���	������ �� ��	����� �����������	
�������	����� ���� ����� �����������	 Q< ���	��� ��� ����� ���	�������� �� ������ ��� ��
� ������������ �� mQ ���������	 ��	%����	< 		����	 ; ������ ��	 �����@��	 ������	
{AQ(i), i ∈ {1, . . . ,mQ}}


-�!������ �%
 ?� ��������� ��
����
 �	����0��& �!���� ��
 ����
 ��
 ����!����

��"����
 {AQ(i), i ∈ {1, . . . ,mQ}} ���� ����� �����������
 Q/ ��������
 
����� ��
 
��%
�������
 �� �� �����
��� 7$7/ �$ 889$

'��
 �� ��
 ���� ��
����� �����������
 ��������
���� �� Q ���
���� 
����� �� ���%
��
��� 7$7/ �$ 88</ ���
 ��
	�����
 ��� �� ����� �� ��������� �	����0��&/ �����������
�

���  �!���� ����!���� ��"���� �� Q$ ��
 ���������
 
���  �
��	��� ��
 �����0
����	 �� �	����0��&	/ �� ��������
��� �!���� ����� x ∈ X/ ��� ����������� �����"� ��

���������	 �	����0��&	 �

���
 ��" ����!����
 ��"����
 ��������� x$

���������� �%� ��� Q �� ����� �����������
 ���� 
�� X/ {I1, . . . , ImQ
} �� ��
�����

�����������
 �
����%���	
 �� Q -�������
 ����� ��
 ����!����
 �����
��������
./ ��
{κ̄Q(x), ∀x ∈ X} ����
����� ��
 ���������
 �� �
����%���	
 ����
  ����� �� ��
 ����%
�����
 �
����%���	
$ ����
 �!���� �� ��
 ���������
 �� �
����%���	
 κ̄Q(x) �
� 	��%�����/
�� 
��
 �A � ������� ����������� �
����%���	 Ii ����� ����!���� ��"���� AQ(i) 
 ��

�������� 
 ����� ����!���� ������� x +

Ii ⊆ κ̄Q(x)⇔ x ∈ AQ(i).

'����
������ ? �� ��	���� �	� ����������� �		� �� ����� �
�< �
 ��'


(���� �����	����� ��	� ; �������� ��������������� ���� ��������� �� �	����0��&	 		����
; �� ��%�� ���������� x ∈ X ? ���	 ��	 ���������	 �	����0��&	 ����� ������ �����	�������
; ��	 ��	�����	 ��	�����	 ����%��	 ������������ ��� �������	 �������� x




-�!������ �%� ��� Q �� ����� �����������
 ���� 
�� X$ ���� ���� ����� x ∈ X/ ��
����� +

κ̄Q(x) =
[
κ̄−

Q(x), κ̄+
Q(x)

]
=

[
min

i/x∈AQ(i)
i, max

i/x∈AQ(i)
i

]

����� �� ��������� �� �	����0��&	 ������	 �� ������� x 
���� Q$

���������� �%� &���
����� ��
 ���������
 �� �
����%���	
 ������	 �
� �� ��
 ����%
����� ����
����� �����������
 ��������
���� �� Q/ ������� 
����� �� ����� �����������
�����"� ���
����� ���
 �� �����
��� 7$7/ �$ 88</ �A ��
 ���������
 �
����%���	
 
��� ��

�
����%���	
 ��"%�;��
 +

(x, y) ∈ Q⇔ κ̄Q(x)− > κ̄Q(y)+

Ii = Iκ̄Q
(i) = {i}, ∀i ∈ {1, . . . ,mQ},

�� ���
� ����
����� �����������
 ��������
���� �� Q �� ���
 ������/ �� 
��
 �� �� ��%
�
���� �� ���4�� 
����� +

max
x∈X

κ̄+
Q(x)−min

x∈X
κ̄−

Q(x),

����
 �����
 �����  ������ ���4�� -�����
 ������������ 
�� IN∗.$

'����
������ ? ��
 	������ -< �
 �-�


(9�*��� �%
 ��� Q �� ������� ����� 
�� X = {a, b, c, d}/ ������ ��� �� ������� 
�����
-(x, y) ∈ Q⇔ Q(x, y) = 1. +

Q a b c d

a 0 1 1 1
b 0 0 1 0
c 0 0 0 0
d 0 0 0 0

Q 
����� ��� ���
������ a � b � c �� a � d$ E� 
��	� ���� ����� �����������
/ ��� �
���"
�� ������ ���� �� ������
 (w, x) �� (y, z) ����� ��� (w, x) ∈ Q �� (y, z) ∈ Q/ �� ��
����� ��
 (w, z) ∈ Q �� (y, x) ∈ Q$

?� �������� mQ = 3 ����!����
 ��"����
 �� Q +

AQ(1) = {c, d}
AQ(2) = {b, d}
AQ(3) = {a}.

&�
 ����!����
 
��� ������������ ��������
/ ���/ ���� i ∈ {1, 2}/ ���
 ��
 �������

����� ����!���� ��"���� AQ(i) �"���
 �� ������!���� ��"���� AQ(i + 1) 
��� �����

��� ��
 �������
 �� AQ(i + 1) �� �������������� ��
  AQ(i) +

i = 1 : (b, c) ∈ Q

i = 2 : (a, b) ∈ Q �� (a, d) ∈ Q.



&�
 �
����%���	
 
��� ���� ��
 �������
 �� {1, 2, 3}/ ����
 ��
 ����!����
 ��"����
$
5� ����������� �� �
����%���	
 �������
 κ̄Q(x) �>����  �!���� ������ x ∈ X �
� ����
����� ����������� ����� ��������� ������ ��
 �
����%���	
 ���� ������!���� ��"����
�

���� ������� x +

a ∈ AQ(1)c ∩AQ(2)c ∩AQ(3) ⇔ κ̄Q(a) = [3, 3]
b ∈ AQ(1)c ∩AQ(2) ∩AQ(3)c ⇔ κ̄Q(b) = [2, 2]
c ∈ AQ(1) ∩AQ(2)c ∩AQ(3)c ⇔ κ̄Q(c) = [1, 1]
d ∈ AQ(1) ∩AQ(2) ∩AQ(3)c ⇔ κ̄Q(d) = [1, 2].

&�
 ���������
 �� �
����%���	
 �������
 �� �!���� ��
 ������
 �� X 
��� �����
����


�� �� �	��� 9$7/ �$ 88F$

 

  
1 2 3 

c b a 

d 

���� '
� I 9��������	 �� �	����0��&	 �� ��������� �
�< �
 �� 

���������� �%� &�
 �����
 ��
 ���������
 �� �
����%���	
 �������
 ���� ����� ������%
�����
 
��� ���
����
 ��
 ���	
 ��
 �����
 �� 
�
 ���������
 �� ���	
/ ���4
 �

������
��
 �������
 �"%G���
 +

κ̄Q(x) =
[
ν{ν̄−

Q(y)/y∈X}
(
ν̄−

Q(x)
)

, ν{ν̄+
Q(y)/y∈X}

(
ν̄+

Q(x)
)]

,

�A νK(k) ��
	�� �� ���	 �� ��������� k ∈ K ���� ��
 �������
 �
����
 �� ����
�����
���������� K$

'����
������ ? ��
 	������ �
-< �
 ��1


(9�*��� �%� ��������
 �� ��
 �� ���"����� 7$8/ �$ 88B$ '��
 �� ������� �%��

��
/ �� �
������� ���� �!���� ����� x/ ��
 ������
 
������
 +

2 |Xs
Q(x)| �� |Xp

Q(x)|/ ��
 �������" �� 
�
 
����

���
 �� �������

���
 3

2 ν̄−
Q(x) �� ν̄+

Q(x)/ ��
 �����
 �� 
�
 ���������
 �� ���	
/ �������
 ��
 �������" ���%
������
 3

2 ��
 ���	
 ��
 ������
 �� ��
 ���" ������
 ��
�����
/ ���4
 ����� ��
 �"%G���
 3
���������/ ���� ��
 �����
 ��������
/ �� ������� �� ���	  �!���� ��
 �������

e ∈ {4, 2, 1}/ ��� ���� �

��� ��
��� ��" �����
 ���� �� ����� �������� � ����
������ e$



x ∈ X |Xs
Q(x)| |Xp

Q(x)| ν̄−
Q(x) ν̄+

Q(x) ν{ν̄−
Q(y)/y∈X}

(
ν̄−

Q(x)
)

ν{ν̄+
Q(y)/y∈X}

(
ν̄+

Q(x)
)

a 3 0 4 4 3 3
b 1 1 2 3 2 2
c 0 2 1 2 1 1
d 0 1 1 3 1 2

?� ����� ��� ��
 ���" ����4��
 �������
 �����
������� ��
���������� ��" �����
 ���%
����� �� 
�������� ��
 ���������
 �� �
����%���	
 �������
 �� �!���� ��
 �����
$

�%
%� �������������� �� ������������� �� �����.���'

/��� ������< ����� ����������� �
����%���	
 	� %�	��6� �� 	 	��������� ��� �
������ �� ���	
 4� ���� �� ���������� ���		����	 ; ��	 �����	 ����� K�� ��� ���	�����
���� ���� ��		���� �� ��6������N< ��	 ��&	 ��_������� ��������� ��� ��	 ���������	 ��
�	����0��&	 ������	


(�	 ���� ������	 ���������� ��� �����	������� ���������� ����%��	 ���������� ���0
��	 ; �����	 ��	 �������	 ���������	 �� �"�� ������
 �� �; �=��< ��	 �����	�������	
����������� ����		������� ��� ��� ����������< � 	��	 �7 �� ���	�� ��� ��6���� �� �����0
	�������	 ����������	 ���� ��	 ������	 ������� ����6��� � ������� ������� ���	������


(���������������< ��&	 �� �	����0��&	 	� �������	��� �� �� �������� �����������
�"!��
��� �� ���%����������
 :� �� ��� �������� ��	 ��&	 �������	 ����� ��6��	 	�� ��
��	����� X< n = |X| ������ ��������	 ��������� �������	 	��� ����		���	 �� 	�U	��	
���� ������� � ������� ������� ? ; ����� �����	���� �� �� �� 	��� ��%��< �� ����� ����
����%��	 �� ��	 ������	 ������� ���������� ���������	
 4� �������� �� �������� ��	
��	 �	����0��&	 ���� ����� �����������	 Q< ���	�����	 	��� �� ��%������ ��� �� ��	����� ��
mQ ������ ��������	 ��������� �������	 K��� mQ �� ������ �������@��	 ������	
�� QN
 ,; ������< ����� �	� ����		���< �� ����	�����< ���� ��� �� ������ ��������� �� �&�
; n< 	�U� � ���&� �� ���	 ��	 ������	 ������� 	����6�	 �� Q
 , ��8������ ��� ��	
��&	 ��	��� ��	 �� ��� ��� ��	 ��%��	 ������� =��� �����	����	 �� ��� ����� �� ������
��������	 ���	������	


���	 �����	��	 ���� ������������� ��	 �	����0��&	 �������	 �����������	 �� � �=��
�C�� ��� ��	 ��&	 �������	 �����< 	��� ����� ��	 ������ ��������	 ��������� �����0
��	
 4� ���� ��	� ��&���� �� ��	 ������ �� �����	������� ��� ��	 �����	 ���&��	�����	
������ ������ �� ����� ���������
 ��	 ��������� ����� ������� ������� �����������	 ��0
���	�� ��	 ������	 �������	��� �� �������< �����	�� �� mQ = 4 �����@��	 ������	<
��	 �	����0��&	 ��������� ��	� =��� �������	 L ��5	 ���� M< L ���� M< L ����� M �� L ��5	
����� M


!� ����� �� ���� �����	�������< ���������� �	� �������	� �� �� �������� ����������

,�	 ��&	 ����� ��	 �	����0��&	 ������	 	��� �����	����	 ����� �� ��	 �����	 ���0
��������� �������	 	�� �� �	��� ����� ? {1, . . . , n} ���� ��	 ��&	< {1, . . . ,mQ} ���� ��	
�	����0��&	


, �������	���� ��	 �	����0��&	 ������	 ���	  �����	 �� 	����&��� �� ������
����� ��	 ������	 �� ��&	 �� �� �	����0��&	
 ��������< ���	 ��	 ����	 ������ ��6��	



�� �� ���	 �� � �����	����� �
-< �
 ��1
 ���	 �����	��	 �������� ��� ���� ����������
�� �����	������� ��	 �	����0��&	
 , ����� � ���	 ������� ����������� ����������
���	� �� �8�� �	 � ���	 	��	��	���< �� ���������� ���� ��	 ��	��	 	������	 ?

I 	���� �����	 �������� �� �� ���	����	 �	����0��&	< ��	 ���������	 �� �	����0��&	
	��� �� ����� ��8������ ? 	��&�����	 �� ���������	 �� ���&���� ��� ����� J �� �����
��	�������� ����� ����� �����	� �� ����� �������	� ��@� ����		���< ���	��� ��	 ��0
���	�������	 	��� ����������� ��������	 ��	 ��	 ���� 	�������	 J

I ���	 	�������	 ������� �	���� ��	 ���������	 �	����0��&	< ��	 �� ��� ����������
��	 �����	�������	 ����������	��������	 ��	 �������	 J ��� 	�� %�	��6� �� � 	����


���� ���< ���	 ����������	 ��� ���� ����� ������� ��	 ���������	 �������	�����	
���� ����� ����������� Q< �� ��6��		�� ��	 ���������	 �	����0��&	 �� ����	����� ����0
�������	 	�����< ����H� ��� �� {1, . . . ,mQ} ?

{Ii = [ (i− 1)(1 + Ke) , (i− 1)(1 + Ke) + 1 [ , ∀i ∈ {1, . . . ,mQ}} .

(�� ��	����� �����������	  ��� ��6�� �� ��	 ��������	 	������	 ?
I ��	 ���������	 	��� �� �����	 1 J
I ����������� I1  	 ����� ���������� �&�� ; 0 J
I ��	 ���������	 ���	������	 	��� �	���	 ����� ��	���� �&�� � ���5��� Ke ≥ 0

9� �	� �� ���	 ��&�����	����� ���	����� 	���� � ��������� �� � �����	����� �
�< �


��-< �� ���	 ��	 ���������	 	��� ���� ��	%����	 ? ����������� ; ������ ��	 ���������	 	0
	��� �� �8�� � ��	%������� ��	 ���������	 ���	��	< �=�� ���� Ke = 0
 �� ���	������<
��	 ���������	 {κ̄Q(x), ∀x ∈ X} ��6��	 ����� ��	 ���������	 �������	 ��	 ���������	
{Ii, ∀i ∈ {1, . . . ,mQ}} 	��� ���� �������	�����	 �� Q


(���� �����	������� ��	 ��%��	 �	� � ���	 ������� ������ ���� �� ������ �����
�� ���������	 ? 	��� ��� ��	 ���������	 �����	 ; &���� �� ������	 ; ������< �� ����� 1 ��
���	������� �&� ; Ke
 4� ���� ��� � �����	������� ��6��� �� Ke = 0 �	� ��		���� F�G


,� �������� ������������ �� � �����	������� �	� ���	����< �� ��	 �	����0��&	 	���
		����	 ; ��� �������� �������� �� mQ ���&����	< ��6���	 ������	 �� �� ��������� ��
����� 1 + Ke


$�� � 6&��� '
�< �
 ��#< ���	 ��������	 ��������� �
�< �
 �� < �� ����� � �����	��0
����� ��	 ���������	 �� �	����0��&	 �� � ���	�������� ��������< ��� Ke = 1


 

   c 
2 4 6 0 

b 

a 

d 

���� '
� I 9��������	 �� �	����0��&	 �� ��������� �
�< �
 �� �����	����	 	��	 � ��������
�����



�%
%� >�� �� ����� ���� �� �����.���' ���

���	 �����	 �	 6���	� �� ������������� ����� ������� ���������� �� ���	��������
�� �	����0��&	 +��	
 ���	 ������	 �������	 	����&��� �������	 ��	 ��	 ��	����	 ���0
������	


, ������� ����������� �� �	����0��&	 ������	 ������������ �����	�� ���	� �	 �	0
	�� ���� �������� �������	���
 :� �8��< ��	 ���������	 �� �	����0��&	 ������	 ���� �����
���� 	��� 	��������� 	�	 ��&	
 :� ���	 ���	 ����������� ������ ��� �����	��� �� �����
�������� ���	
 ; �� ����� ������ K��	����� ���������� �������	���	 �������	N< ��� 	��0
������ �� ���	������ �� �����	 �����������	 ? �� 	�&�� �� � �������� ����������� �� ��&	<
�� ��� �� �	����0��&	 ������	
 ��	 ��	 ���������	 �� ��&	< �=�� ���� ����� �������0
����	< �� 	� ��=���� �	 ; � ������	�� �� ���� ? � ������	�� �� ���� ���������	 ��
	�U� �	 ; ������� �� ������ ������ �� ������ ����%��	 �����	 �����	������ J �� ����������<
��� �����	������ �����������	 ���������� �	 ������8������ ��	 ��%��	 �����	������	


(��	� �������� ���	 ���	 	����	 ������		�	 ; ��� &������	���� ��	 ���������	 ��
�	����0��&	 �� ���������	 �� �	����0��&	 +��	< �� 	���� ��� ���� ������	�� ��6��		�
�� ����� �����������	 +��


���	 ���	 ���� ������� ; ��6��� ��� ������� ��������� �� ���	������ �� ��	�����
�����������	 +��	 {κ̃

�Q(x), ∀x ∈ X} ��������
���� �� ������� �����������	 +�� Q̃< ���	�0;0

���� ��� ��� � ������	�� �� ���� �� 	�	 �������	 �������� �� ������� Q̃ ?

Q̃(x, y) = N
(
κ̃
�Q(x) ≥ κ̃

�Q(y)
)

= 1− π
(
κ̃
�Q(y) > κ̃

�Q(x)
)

.

,� ���� ����� ������� �����������	 Q̃ �� ��	 ���������	 +��	 	�������	 κ̃
�Q
	�������� �

�����	 �� ����	 α0�����	 ��	�������	 ?

∀α ∈]0, 1], (x, y) ∈
(
Q̃

)
α
⇔ N

(
κ̃
�Q
(x) ≥ κ̃

�Q
(y)

)
≥ α

⇔ 1− π
(
κ̃
�Q
(y) > κ̃

�Q
(x)

)
≥ α

⇔ 1− sup
a>b

min
{

µκ̃
�Q
(y)(a), µκ̃

�Q
(x)(b)

}
≥ α

⇔ sup
a>b

min
{
µκ̃

�Q
(y)(a), µκ̃

�Q
(x)(b)

}
≤ 1− α

⇔ ∀a > b, min
{

µκ̃
�Q
(y)(a), µκ̃

�Q
(x)(b)

}
≤ 1− α

⇔ ∀a > b, µκ̃
�Q
(y)(a) > 1− α ⇒ µκ̃

�Q
(x)(b) ≤ 1− α

⇔ ∀a > b, a ∈
(
κ̃
�Q
(y)

)
(1−α)+

⇒ b /∈
(
κ̃
�Q
(x)

)
(1−α)+

⇔ a ∈
(
κ̃
�Q(y)

)
(1−α)+

�� b ∈
(
κ̃
�Q(x)

)
(1−α)+

⇒ a ≤ b

⇔
(
κ̃
�Q
(y)

)+

(1−α)+
≤

(
κ̃
�Q
(x)

)−
(1−α)+

.

4�< ���� ���� ����� �����������	 ��� Q< ��	 ���������	 �� �	����0��&	 κ̄Q(x) ����6���



����� ��������� ?
∀(x, y) ∈ X2, (x, y) ∈ Q⇔ κ̄Q(y)+ ≤ κ̄Q(x)−,

�� ��� 	�&��6� ��� ���� 	�� �����	����� ����� α0����� 	������
(
Q̃

)
α

 4� ��	��	� ���� ��� ��

� �����	����� �
�< �
 ��-< ��� ������ �� ��6��� ��	 ���������	 �� �	����0��&	 �� ��������
���� ��	����� ���������� �����������	 �	����0��&	
 4� ���� �������� ����� ���� �
	������� ��	 ���������	 �� �	����0��&	 ������	< �� ���� � 	������< ���	����� ��	 �
	������ �
�
�< �
 ��*
 ��	 ���� ��� 	��� �� �����  ������< ��	 ���������	 �� �	����0��&	
�� ������� =��� ��������	 �����������< �� ��	 ��8������	 �����	 [κ̄

�Qα
(x)−κ̄

�Qα
(x)+] �� 	���

�	 ���������	 ��	 ���	 ��	 ��	 ����	 ? ����	 �� ���	������� �	 �� ������ +�� κ̃
�Q
(x)


��	 �� ���� �� ����� ��5	�< ���	 ���	 ��	���������	 ���� ; �����	����� ��	 �����	
�����������	 +��	 ���� ��	 α0�����	 ������	< �� �C�� �����������


��� .����2������� �
�� ����� ������	 "��

,�	 ���������	 �� �	����0��&	 �8���� ��� �����	������� ���������	�������� �����
������� ������� �����������	
 4� ���� ���� 	� ������� �����< ��������5������ ���� ��� �����0
	������� ����������	�������� ���� ��	����� �� �������	< �7 ����� ��	 ��	 	���� �����
; ��� ������� �������


(�������< ; ���		�� ����� ��������� ��&��&����< 	�� �� ��	����� �� %�&�	 �����
	�� ��	 ����������	 ���� 	��� %�&�< � ��	���������� �������� 	� ������ 	"������	�� ��	
��� ������� �� �������� 	������ D̃ ��� �	� �� ����� ������ +��< �� ��� ����		�������
�� ����� �����������	 +��
 9� ���	� �� ���	������ �	 ��		���� �� �����	����� ��	 α0�����	
�� ����� ������� �� �C�� ���������	��������< �� ���������� ���� ��������� ; �����
�������


, 	������� ��� ���	 �����	��	 ���	�	�� ; ��������� ������� ������ +�� D̃ �� ��
����� �����������	 +�� Q̃ ⊆ D̃
 (���� ��	��� �� � ��	���� ����� ���� �������	 +���	
Q̃1 �� Q̃2< ���	 ���	������	 �� ����5�� 	����� ?∑

(x,y)∈X×X

∣∣∣Q̃1(x, y)− Q̃2(x, y)
∣∣∣ .

:� ���	 ��6��		��	 6������� ������������� Q̃ �� D̃ ����� ��� ������� +��� �������
�����������	 �����	� ��	 D̃ ��� ������	� �� ����5��


���	 ��	��	 � ��������� �������	��� Q̃ ⊆ D̃ ��	 �� ��� �������� �� �����		����� �0
������� �� � ��	���������� ��������
 :� �8��< D̃(x, y) ���� ������ �� ��&�� �� ����		���
�� � �������� �� ����%�� x 	�� ����%�� y< �� 	 ����6����� ����@�� ���� ��� 	��	0 ��
	���	������� �� ���� ��	����������
 �� �C�� ���������< � ���0��	���������� K��� 	���0
�����5�� ����� �� ���+�� �� �� ������	����������N 	� ������ 	���	����� �� 	��	0�	�����

��	 ��	 ����� �����< ������������ ���������� �	� � ��	����������
 �� ���	������< �
	��	0�	����� 	�&��6� ��� ����� ������������ �� �� 	����	� ����� ������< ���	 ��� � 	��0
�	����� 	�&��6� �� %��� ������������ �� �������� ���� ��� ���	� �� ��	���
 ���	 ��������	
���� � ��������� �� � ����� ������������
 �� ���	< ����� ����������� ��	� �		��������0
���� ; �������� ��	 �����	�������	 ����������	��������	< �7 �� �	� ������ �������	�� ���
����� ������������ � ���6� ����� ��������� 	"���5	� K��
 !(�N




,� ����5�� ������������ ������ ���� =��� ������	� 	��	 ��	 ���������	 	������	 ?

0 ≤ Q̃(x, y) ≤ D̃(x, y), ∀(x, y) ∈ X ×X

Q̃ �	� �� ����� �����������	 +��.

���� � 	������ ���������< ���	 �����	��	 � ��������� ����		��� �� 	�U	��� �� �
��6������ �
 < ���
 �< �
 ' < ��� �� ������� �� �� ���&� ������� ?

min
(
Q̃(w, x), Q̃(y, z)

)
≤ max

(
Q̃(w, z), Q̃(y, x)

)
,∀w, x, y, z ∈ X.

4� 	����C��� ��� �� �����5�� ��������	���� ���� =��� ����� �� α0�����	
 �����	 A =
{α1 < α2 < . . . < αp} ����	����� ��	 p �����	 ��	������	 ��	

{
D̃(x, y), (x, y) ∈ X ×X

}
<

��� α1 = 0 �� αp = max(x,y)∈X×X D̃(x, y)


:� �8��< � 	������� Q̃ �	� ����� ��� Q̃(x, y) ∈ A, ∀(x, y) ∈ X ×X
 4� �� ������ ��
���	����


��	 �� �	 ��������< �� ���	�� �� ��	����� �� ������	 (x, y) ∈ X ×X< ���� ��	����	 ?
∃i ∈ {1, . . . , p − 1}/αi < Q̃(x, y) < αi+1
 :������	 ��	 ������	 (x, y) �� ��� ��	�����
���� ��	����	 Q̃(x, y) = β �	� �����
 9� �	� ���� ��� � ����� ��&� �� ����� αi+1 �	�
�&�� ; � ����� 	������ �� ����� β
 ����6�� ����	����� ��	 ��&��	 �����������	 �&��
; β �� αi+1 �� &��5�� ���� �	 �� �������� α0����� ? � �������� ����� ��&� �� ��&��
αi+1 �&�� ��������� 	������ �� ����� β
 ���	�������� �������� ����� ���	� �����< �����	
	��� ��	 �����	 �����������	
 �� ���	< � �������� ����� �� ����� αi+1 �	� ����		�������
�����	� ��	 ��	 �����	 �� ����� ���������< �� �=�� ������� ������ ��	 �����	 �� �����
	��������
 , ����6����� ��	 β �� αi+1 �� ���&� ���� �	 �� 	���� �� Q̃< ��� ��	��
�� ����� �����������	 +��
 ������ ���< � ��������� Q̃(x, y) ≤ D̃(x, y) �	� �&������
���	�����< ���	��� D̃(x, y) ����� 	�	 �����	 ��	 A
 �� ���	������< 	� D̃(x, y) ≥ β< ���	
D̃(x, y) ≥ αi+1


, ��������� ������� �����������	 +�� ����	�� ��	 ���������	 ��	%�������	 �� Q̃(x, y)<
�� �����	�� �	 ���&������� ���"�H��� ����� �� �� ��	����� K�=�� ��	 �� �	 ���� �����
�����������	 ���N
 (��	� �������� ���	 �����	��	 �� �&������� �� �"�� �����! ��� �����

(����0�� ��	� ; �����	�� �� ������ +�� �� Q̃< �� ����5�� �� α0�����	< �� ����� ����		��<
�� ���������� �������


,��&������� ���	�	�� ; �������� �� ���� �� ���������< ���� ����� ����� �	� ���0
����	� �� ����	 �������	 ?

I ��� ������� Q̃ ������� J
I �� ����� �� ����� α ������ K; ����� ��	 {α1 < α2 < . . . < αp}N< ��� ��� ��	

α0�����	 �� Q̃ �� ����� 	���������� ��������� ; α 	��� ��	 �����	 �����������	 J
I �� ��	����� E ���������	 �� X×X ��� ������ �����	 ? �������� ����		�������
�� �����	 ����������	 Q̃ K	��� Q̃αi , ∀αi < αN< ��	 	��� 	�	��������	 ���������� ;
� ����� ������� Q̃α< ��	 � ��������� ������� �����������	 �� Q̃α ���� ����		����
���� ��%��
 ,��� ��� ����������� �� �� ��%�� ���� ���� ���� ����%�� ����� ����	���


:� ����� �����< �� ������� ; ������ � ��������� ������� �����������	 	�� � �����
α �� � ������� Q̃ ������� �� ������	�� �� ������ �� ��&��	 �������	< ���	�0;0���� ��



���	����� �� ������ �� ������	 �� E
 ,��	��� � ��������� ������� �����������	 �	�
�������� ������ 	�� �� ����� �� ����� α ������ K�� ��� 	� ������� �������� 	� E �	�
����N< α �	� ��	 ; %��� ��� � ����� αi > α �������� i ������ 	�� ������ ����� ���������
���	� ���	 ����6��< �� E �	� ��	���� ��6�� ����� ����	����� ��	 ������	 �� Q̃α


)� ������ e ���������� �� E �	� ��	���� ���	�����
 ,� ����� 	������ 	�� ���� ������	
������	�� ������ ; �� ������ �����< 	���� ��� ����������� �� e ; � ����� �������
Q̃α �	� ������ �� ��� ?

I �� ������� ����� 6�	 �	� ��6�� �� ����������� �� e ; Q̃α
 , ������� Q̃ �������
�	� ���� ��	� ; %��� �� � ����� 	������ ? Q̃(e) = α
 ������ ���< ���� 	��	����
� ��������� �� ���	������� ��	 �����	 �� Q̃< �� %���� �&������ ; Q̃α ����	�����
��	 ������	 �����	 ����		���	 �� ��%��� �� e< 	���� � �5&�� �� ���	�������
 $� ���
���	� �	 ��		���� K��	 ������	 ; %����� ������� �� �8�� �������� ; EN< � ������
�	� ������
 ��	 �� �	 ��������< E �	� ��	���� ��	 ; %��� �� ��%���� e ��	� ���
����	����� ��	 �������	 ��� �� �������� %��	 	��	���� � ��������� ������� ����0
�������	 	�� Q̃α< ������ ���� �� ����������� �� e
 ,� α ������ ���	���� � �=��
����� J

I �� 	����� ����� 6�	 �	� ��6�� �� �� ��%�� �� e ��	 Q̃α
 ,� ��&�� �����������
�� e ; Q̃ �	� ��	 ; %��� ��� � ����� αi< �7 i �	� �������� ����� ��� ��� αi < α

,���	����� E �	� ������� �� e< �� α ���	���� � �=�� �����
 ��	 �; ������ ��
����� ���� =��� �������< 	��� ���	� ���	 ��		���� �� 	��	���� � ��������� �������
�����������	 ����� ��	 �������	 	�	��������	 ���������� ; Q̃α< ���� e ����� ��=���
�����


! � �������	�� �� ����� ������ K��� ������N �����	���� ��� ������� Q̃ ������<
�� ������ ����� ������ ���� ��	 ����	���	 ���	�	 �� ����� ��	 ����� �������		���	

(� ������ �	� �8���������� �����< �� ��	 ��%��	 ���������	 �� E ����� ���� ��� ���
��� � ��������� ������� �����������	 �� � ����� ������� ���	� �	 �������
 ������ ���<
� ������� ������� �	� �� ����� �����������	 +�� ? �� �����		�	 ������������ 	���=�� �0
����������� ���	��� �� ������� ����� �� ����� αp  ��� �����< �� � ��������� 		��� ���	
��� �����	 ��	 �����	 ������	 	��� ��	 �����	 �����������	


9� ���	� ������	����� �	 ����		��� ���������� �����	 ��	 ������	 �� ������ �� ��0
�������
 !��� ���������� �� �����< �� �	� ��������� �� ���������� ��� ����� ������
�� ������ +�� ��	 �������	 �������	 �� ������� ? ���	� �� ������ +�� �� Q̃ ������
 $�
����� ����� �	� ���������� �� �&�� � ������ +�� ����� ������ 	�� ��	 �������	��	
��%; ��������	< � ������ �	� �		��H� ������


,������=� �� ���&������� ��	��� ��	 	 ������ ; ��&��� ��5	 ��������� ������ ��
���������< �� ��� �� ���� ���������� ���� ��	 ��	�����	 X �� ������ �������� 15
 :�
�8��< � 	�������� ����� �� ��%�� �� ������	< &�B�� �� ���������	 �� ���	������� �� �������
�����������
< �����	��� ���������< ���� ��� ����� ������< ��	 ������	 ��� �����	
 ��
���	< ���	����� ������ �	� ��%��� 	�� ��� �����< � ��������� ������@������ ����@�� 	��
���������� �� ����	����� ��	 �����	 	������	 ? � ������������� ��	 �����	 ���&�����
���� �	 ����� ��	��� � ���������� �� ��������	����


:�6�< �� �	� ��		���� �� 	�����6�� ��� �&������� �� ��	 �����	�����	< �������� ����
������ �� ��	� �� ����������� ��	 ������	 ������	 �� ���	������� �� ������	 	��������0
����	




� )����� �� ��������������

��� �������� �� �������������� ��	�������������		� ����������

���	 ��������	 ��� ���� ���������	 	���	�����	 ��	�����	 ; � �����	������� �����0
�����	�������� �� ������	 �������	�	
 9� 	�&�� �� ���� �����	 �	���	< ���� �������	��� �
��������� �� ������	 +���	  ��� ��������� �����	�� �� ���c�� �� �		�� F��GF�'GF� G


�%
%
 ���)��� �� ���������*��� *������*�������� �� ������ �*������

, ������� �� ��	����������� ����������	������< �� �&��	 ��������
���� 
����	
K�� ��$N F�G F��G< �	� ����������� �����	�� ���� ����"	� �� ��	���	 �� ��		��������
����� ��%��	
 ���	 ��������	 ��� ��� ������������ �����	�� �� �		�� �� ���c�� F� G


! ����� ��	 ��	���	 �� ��		��������	 ����� n ��%��	< �� ��	����������� ����������0
	������ ������ �� �B��� ��� �����	������� �� ��	 ��%��	 �� 		����� ; ����� �� �����
��	 �� �	��� ��������� �� �����	��� p< �� ����� 	���� ��� ��	 ��	����	 �������	 	�����
�		� ������	 ��� ��		���� ��	 ��		��������	 ��������	
 4� ������� ��	� ��� L ���� M
����%��	 �	����� ������������ ? � ��������� �� �����	 ������� ; � 	�������� ��	 ��%��	
�����	������	< ���� ����� ������&������ �������� ���� ��		��������
 , ������� �� ��0
	����������� ����������	������  ��� ��������� 		�R �H� ����� �� ����� �� ��������� ��
� �����	��� �� ���	��� �� �����	������� ? �� �	� �� �8�� ��		���� ����������� ��	 ��	0
����	 ���� ��&� �� �����	 ���� �	��� �� &���� �����	���< ��	 �� �	��� �� �����	���
�������� p
 9� 	�&�� ���	 �� ������� �� ��������	 ����� �������� �������������< �� �
��������� �����	��������
 ��	< �� ���	���� �� ���������	 	�� ��	 ��		��������	< �� ��	�0
���������� ����������	������ ���	����� ��� ���� ������� ���� ����"	� �� ��		��������	
��������	 �� ��	 	�%��	 �����	 J ����  ��	� ��� ��&����� ��������� ��	 ��	 	������	
	�����	


�����	 δ � ������� �� ��		��������< ��� ; ���� ������ ����%��	 (x, y) ∈ X ×X< 		����
���� ��		�������� δ(x, y)
 ,� �����5�� ���	�	�� ; ��6��� ��� ������ C = (cxj) �� �����
n × p �����	����� ��	 ����������	 ��	 n �����	 		����	 ; ����� ��%�� x ∈ X< ��	
�� �	��� �� �����	��� p
 ���� ��6��� C< �� ������� ; ������ � ������� δ �		� ������
��� ��		���� �� � ������� DC ��	 ��	����	 �����0�����	< ��� ���� ���� ��6��� &�B�� ; �
��	���� ����������� ?

DC(x, y) =

√√√√ p∑
j=1

(cxj − cyj)2.

,������� ������������� �	� ������ ; ����� ����� �������� ���� �� 
���

< ���� ���
��6������ ���� =��� ?

σ(C) =
∑
x,y

(DC(x, y)− δ(x, y))2.

, ���6&������ ������� ��	 �����	 C �	� ������� ��5	 ������	���� �� σ(C) ; �����
����� ��������� ��������< �������	�� �� ��� ���6&������ ������� �� �����	




�		�� �� ���c�� F� G ��� �����	� ���� ������	 �� ����� ���������< ��	�����	 � ���0
������ �� ��		��������	 +���	 ? ��	 ������	 	� ���	������ ���� 	��	 � ����� �� ������	
+��	 δ̃(x, y)
 !6� �� ������� ���������	��� ������	�� �� ��	 ������	 +��	< � �����	���0
���� 6��� ��	 �� �	��� �� �����	��� p �� ���	�	�� ���	 �� n �����	< ��	 �� n �"���0
	��5��	 L +���	 M


�����	��	 � ������� ��	 �� �	 ���������� �7 ��	 ������	 +��	 	��� ��	 ���������	
��		����	 F��G
 ,�	 ��		��������	 �� 	��� �	 ����������	 �� �C�� �����	�< ���	����������	
�� ���� �����	
 )� ����� �� ��� +�� �� ����������� �� ��		�������� δ̄(x, y) 		���� �
������ ����%��	 (x, y)< �	� ����� �������� ����	����� ��	 �����	 ��		����	 �� � ��		��������
����� �� ������ (x, y)
 4� ���� �� ���	������ &������	�� � ������� �� ��	�����������
����������	������ ��		����< �� ���	������ �����	 ��	 ���6&������	 �� �����	 &������	
�� ����	����� ��	 �����	 �����	�	 �� ��		��������	 ��	 δ̄(x, y)< ���%��������� 	�� ���	 ��	
������	 ����%��	 (x, y) ∈ X ×X
 (���� ��%�� �	� ���	 �����	���� ��� ���	 �� �� 	���<
��	 �� �� ��	����� �� �����	


(��	� �� �������� ��� ��	 ���� �����	 ��� �������< ��	 �� �����	�� � ���������� ��
�����5��
 9�	 ���	��5���� �� �8�� ��� ��	 ��	�����	 �� �����	 	��� 		�������	 ; ��	 �"���0
	��5��	< �������	��	 �� � ��	����� �� ���� ������< �� � ����� �� ���� �"�� �����	�������
����� ������� ���������	���
 ! ���� ������ ����%��	 (x, y) �����	������� ���� ���� �"���0
	��5��	 �� ���	��� �� �����	��� p< ���� � ��	���� �������	� ���� �������� � ���	 ��5	
����������� �� ��		�������� δ̄(x, y)
 (���� ��	���� �������	� �	� ��6��� ����� �����������
���	����� �� ����	����� ��	 ��	����	 ����� ���� ����� �� ���"���	��5�� �� x< �� ���� �����
�� ����� �� y
 ,� ����5�� ��������	���� �����	� ���	�	�� ���	 ; ��	���� ��	 ������	 ��0
�������	 ����� ��	 �����	 ��	 ��	����	 �� ��	 ��		��������	 �������	�	
 ,��������������
��	 ��	�����	 �������	 ����� ���� �"���	��5��	 �	� 		�R ��������� ? �� ������������ ���0
���� ; ��� ����� ���������� �� ��		�������� ����� J ������ ���< �� �"�� ����� �"���	��5��
	��������5�� ����� � ������� ���������	��� ���	���� 	�� ����	����� ��	 ��		��������	 ��
����%�� �����	������


(���� ��	 � ������� �� ��	����������� ����������	������ ��		����< ��	 �����	��0
�����	 &�������	 ��	 ��%��	 	��� &���������� �����	��	 �� ���� �����	���	< �� ���
���	�	�� ; ���%���� ��	 n �"���	��5��	 �� �����	��� p 	�� ��	 ���	 ? ��	 ��%��	 	��� ���	
�����	����	 �� ��	 ������	


�		�� �� ���c�� &������	��� ��	���� ����� ������� ; ��	 ��		��������	 +���	 δ̃(x, y)<
		�����	 ; ���� ������ ����%��	 (x, y)
 :� �������� �� �������� �������	���< ��	 ����5����
�� α0�����	< �� ���	������ ��� ��	 �����	 �����	�������	 ��	 ��		��������	 +���	 	���
��	 ���������	 ? ���� ���� α< �� �	� ���� ��		���� �� �����	����� ����� ��%�� �� ��� �"0
���	��5��< 	���� �� �����		�	 ������������ ������
 ��	 ���� 		���� ������&������ ��	
�����	�������	< ��	 ����	��� � ��������� 	������ ? 	�� �����	 ��	 α0�����	< ��	 �"���0
	��5��	 		�����	 ; �� ��%�� ����� 	��� ������������	 J �� 	�&�� ���� ���"���	��5��	 +���	

9�	 �������� �� �8�� ��� ��	 �"���	��5��	 	��� ���������	< ���	��� ���� ��	 α ����		��	<
��	 ���������	 �� ��		�������� 	� ���� ���	 �����	< �� ��	 �"��	 ��	 �"���	��5��	 �����	���0
����	 �� ���	������ ���	 �����	
 ��	 � ������ �������� 	��	 �� ��� �� L ���5�� ��	
�������	 ����	 M< ���� �� ��	����� ��α0�����	 {α1 < ... < αc} �����< �		�� �� ���c��
�������� ����� �&������� �� ��	����� �� &������ ������ �� ������� ��	 ����������	 C
��	 ������	 ��	 n �"���	��5��	 +���	< ��	� ��� ����	 n× c �"��	 �����	������	 K�� ����
αkrx �� �"�� �� � ����� αk �� ���"���	��5�� +��� 		����� ; ����%�� xN




4� �����	���� ��	 ��	����	 ����� ������������< �� �������� �� ���%������ 	��
��	 ���	
 ���� �� ��� �����< 	� ���� U��� 	����������� ��	 c α0�����	 �� �����
�"���	��5�� +���< ���� ��%�� x 	�� ��	� �����	���� �� c ������	 ������������	< �� �"��	
αkrx< ∀k ∈ {1, ..., c}


�%
%� ���)��� �� ���������*��� *������*�������� �*����� �)���,��

,� ����� ���� �	��� ��� ��������� ������� ; ��� ���� ����� �� ��	����������� �����0
�����	������
 !��	� � ������� �� ��	����������� ����������	������ 	�������� ��		����
F#G ���	�	�� ; �����	����� ����� ��%�� �� �� ����� 	�� ��� �"���	��5�� �� �����	��� p<
�� 	���� ��� ��	 �&��	 ����� ��	 �����	 �����	��� ��	 ��		��������	 �����	�������	
 (����
�����	������� 	�������� �	� ��������5������ ���� ����� �� ������	 ���	����� ��	
��		��������	 ������	< ���� ��	������	 ��	 �����	 �������	 �� ������	 ��������� ; ���
����	����� ������		��� ? �� �������< ��	 ����������	 F-�G< ����� ��	 � �����	�������
��	 ������	 �� ��!(�


(��	������	 �� �	 ����� �����	������� 	�� ��� �"���	��5�� S �� �����	��� p
 9� 	�&��
��		����� ; ����� ��%�� x ∈ X �� ����� �� S< ��� ���� ������ x ���� 	�����6��
 4�
���� C = (cx) � ������ �������� ��	 ����������	 ������	 �� ����	����� ��	 �����	

(���� ����� x �	� �������	� �� 	�	 ����������	 ������	 cx = (θ1(x), ..., θp−1(x))< �7
θ1(x) ∈ [0, 2π] �� θq(x) ∈ [0, π]∀q > 1
 ! ����� ������ ����%��	 (x, y)< �� ��� �����	������
���&�� βC(x, y)< ��	��� ��	 �� ��� ��6�� �� �� ������ �� ���"���	��5�� �� ��	 ���� �����	
x �� y
 4� ���� ���	 ������� � ��������� ����� ��	 �����	 x �� y �� � �C�� 	������

K������� 	����� ����� ��	 �������	
→
Ox ��

→
Oy< �7 O ��	�&�� �� ������ �� ���"���	��5�� ��

�"�� �����N ?
DC(x, y) = cos (βC(x, y)) ∈ [−1, 1].

(���� ��	��� �	� ��������5������ ����� � �	 �7 ��	 ���������	 ����� ��%��	 	���
����������	 �� ��� ������ �� ���������� δ
 4� ���� ���	 �����	�� �� ����5�� �� 	���		
��		���� �� � ������� �� ��	����������� ����������	������ ���������


$�� � 6&��� '
'< �
 ��1< �� ����� �� ������� �� �����	������� 	��������< ��	 �� �	
����� �����	������� 	�� �� ������ Kp = 2N ? ����� ��%�� x �	� ���	 �������	� �� ��
������ �&�� θ(x) ∈ [0, 2π[
 ,��&�� βC(x, y) = θ(x, y) ������ ���	 � ��	���� ����� ��	
�����	�������	 ��	 ��%��	 x �� y< �� ��	� ; ��������� � ��		�������� δ(x, y)


���	 �����	��	 ��� &������	���� ���� �� ��������� �� ������	 +���	
 4� ���	��5��
��	 ��		��������	 ��������	 	��	 ����� �� ������	 +��	< ����� �	� ��		����< ����� ��	
�� �	 ���������< ������	&�� 	��	 � ����� ���� ������ �� ������ �� ��		��������	 ��	0
	����	 ������� �� ������< 		����	 ; ����� α0����� ���	������ Kα ∈ {α1, ..., αk})
 4�
�����	���� ���	 ����� ��%�� x ∈ X �� �� ����� �� ����������	 ������	 cx 	���� 	��
���"���	��5��< ��� ���� �����5��< ���� ����� αi< ���� ��&�� ������������� αirx


��	 �� �	 ���������< ���������	��� �� � 	������� ���� ��%�� �� ������	 �� ����	
���� ��� ����� ���������� �	� ������ &�B�� ; 	 ��	� �� �����	������� ��� �� ����
�����
< ��6�� ����� ����	����� �� �����	 �� ���	��� ��������� ������������� �����	��0
����	 �� ����%�� ���	�����
 �� ���������< �		�� �� ���c�� ����� �������	� �� ���
�"���	��5�� ���� �� �"�� �	� �������� �������� �� ���������	���




 

Objet y 

Objet x 

θ(x) 
θ(y) 

βC(x,y) 

���� '
' I ��	����������� ����������	������ 	�������� �� �����	��� �

��	 �� �	 	��������< ���	 �����	��	 ����������� ����� �=�� ������ �� ���� �����
<
����� ; ���	��� 	�������� ? ���	 ����	��	 ��	� ��� ����	����� �� �����	 �����	������	
���� ��%�� 	��� �����	 ��	 � 	����� K����� S ′N �� ���"���	��5�� �� �����	������� S
 ,�
���	 	����� �	� 	�	 ����� �� ��6��� ��� ��	����� ����� ��� ������� !*���
�!�����< 	���
�� ��	����� �������	� �� �� ����� x �� S ′< �� �� �&�� ������������� rx ∈ [0, pi] ?{

y ∈ S ′/θ(x, y) ≤ rx

}
,

�7 θ(x, y) ��	�&�� ���&�� ����� ��	 �����	 x �� y ��	 �� ��� �		�� �� ��	 �����	 x< y
�� �� ������ O �� S
 )�� ������ �"���	�������� �� 	����� x �� ���&�� ������ Krx = 0N
�����	���� � ����� x< ���	 ��� ����� ���&�� ����� Krx = πN �����	���� ; ���	���
������ �� �����	������� ? � 	����� �� ���"���	��5�� �� �����	��� p


���� p = 2 K�	 �� ������N ��� ��	 ���������	 ��		����	< �� ������� � �����	�������
���	����� �� 6&��� '
-< �
 ��*
 ,�	 ������	 �"���	��������	 	��� ���	 ��	 ��	 �� ������

���� p = 3 K�	 �� � 	��5��N< �� ��	 �����	���� ; �����	 ���� ���%������ 	�� �� ��� ?
��	 �����	�	< �� ��	 �	���	 ��������	 �� �� �� �������	� K���%������ ���� �� �� ������
���	������ � �	� �� � ������ �"���	��������N �� �� ������ �� ���������� K���	�0;0���� �
���%������ �� ���"���	��5�� SN


�%
%� #����� �� ��*������ ���������� ����

�		�� �� ���c�� ��� �&������ ������ ��!(� F�'G ���	����� ��	 �� ������� 1
 ,�	
������	 ���	�	���� �� �� ����� n×p �� ������	 +��	< �������	�� �� �C�� �������	� n
��������	 	���� p ������	
 ,���%����� �	� �� ������� ��� �����	������� 	"��������� �� ��	
n ��������	< ; �����	 �� ����� ������ �� ������	 +��	 �� �����	��� n × q ��� q < p

.������ �� W�� F�G ��� ������ ��� ��!(� ������ =��� ������� 	�	 ��&����	����
��������� �� ������< ; ����� ���� ���������� ���		������
 �		�� �� ���c�� �����	���
��������� ����� ��������� �� ����� � +�� ���� ��6��� ��	 �����	���	 ���������	 +���	
�� ����� ������


,�������������� �	� ��&�����	����� ��������� ? ��	 ������	 �������	 	��� �����	������	
��	 �� �	��� �� �����	��� p �� n �"��������&��	 +��	
 :� ����0�� 	��� ���	 ���������0



 
 

Objet y 

Objet x 

θ(x) 
θ(y) 

ry 

 rx 

���� '
- I ��	����������� ����������	������ 	�������� �������	 �� �����	��� �

���� ���%���	 ��	 �� 	��	0�	���< �� �C�� ; ���	������ n ������� �"��������&��	 ��
�����	��� �������< ���� ��	 ���%������	 	�� ����� ��	 ��	 ��������� ��&&�	 ��6��		���
��	 ������	 +��	< ����������	 	"���������	 ��	 ��������	
 ��	 ����� ��� �� �����0
	�������< ��	 ��%��	 	��� ���� �����	����	 �� ��	 �����&��	 ����@��	 �����	������ ��
α0�����	 �� ����	 ����������	


,�	 �����	 �����	��� �� �&������� �� ����� ��	 �����	���	 ���������	 ���� ��	
������	 +��	 ����R�_���
 :�6�< ��	 ����������	 ����� ��	 �����	���	 ���������	 �� ��	
������	 �������	 ������� =��� �������	 &�B�� ; � ���������� �� ��	���	 +���	 �����	��
�� ,�� �� W� F�-G


(R�	 �� ��$ F1G  �����	� ��� �����	��� �� ��!(� ; ��	 ������	 �� �"�� ���������< ��0
��������� &������	��� � ��������� �����������	 +��	
 (���� ��	 n �������� �	� ������<
���� ������ ��	 p ������	< �� �� ��������� �� �����	
 , �����	������� ������� ��	
��������	 ���	�	�� ���� �� �� ��	����� �� n �"��������&��	 �� �����	��� p
 ,�	 �����	
��������� ���� ������	< � ���!��� ��
 
�����
 �� � ���!��� ��
 ������

 , �����5��
���	�	�� ; 		����� ; ����� �������� ����	����� ��	 	�����	 �� ���"��������&�� �� ���0
����	��< � ������ �� 2p ��	 �� �	��� �� �����	��� p
 ,�!(� �	� ��	���� ����	�� 	��
� ������ ���	������ ��	 ����������	 ��	 	�����	 �� ����	����� ��	 ��������	< �� �����
n2p×p
 ���	< ���� ����� ��	 ��������	< ����������� �� �����	���	 ���������	 �� �����
�� �������� �	� ��6�� ; ����� ��	 �����	 ����������	 �� 	���������	 ��	 �����	���	 ����0
�����	 ��	 	�����	 �� 	�� �"��������&�� 	�� ���� ���	�����


, 	������ �������< ���� ���!��� ��
 ������
< �	� ���	 ��������� ���	��� �� ������
p �� ������	 ������� ��������< �� ����	 ��>���	� �� �����	
 ,�!(� �	� �� �8�� ��0
��	�� 	�� ��	 ����������	 ��	 ������	 ��	 �"��������&��	
 ,�	 �����	���	 ���������	 ��
����� �������� ���� ���� �� �������� 	��� ��	���� ��6���	 ����� ����������� �� �����	
��������	 �� � ���%������ �� ���� ����� �� 	�� �"��������&�� 	�� ���� ���	�����
 ��	
�� ������	 �	� �� ������� �������< ���	��� ��	 �����	 ������� =��� ����������� �������	
; ����� ����� ������� ��5	 	�����


,����&� �� ��	 ���� �������	 	�� ����� �����	�� �� �		�� �� ���c�� ��	��� ��	
	 ������ ; ���������� ��	 ��	 ��������� �� � �����	������� 6���
 4�< �� 	�� ������	0
	�� ���� ���	 �� ���������� ��	 ��	 ��������	 �� � �����	������� ����������	��������



��	 �������	 �� � ������� ������������ +��� ��� ���� ������	 �� � ������� ��		����<
	�� ��	 ������	 �����	
 :�	����< ����� � ���!��� ��
 ������
 �� � ���!��� ��
 
�����
<
���	 �����	 ���� � �����5��< ������ ���� �� 	 ����� ����������
 ,������	��� � +��
�� � ������� 	�� ����� �� ����	�� ��!(� 	�� n �����	 �� ���	��� �� �����	��� p ? ;
����� ��������< �� 		���� �� �8�� �� ����� �� ��"� �� 	�� �"��������&�� +��< 	���� �
���	 ��5	 �� � ��"���� ��	 ������	 ��	 α0�����	 �� 	�� �"��������&�� +��


� ��"���� ��	 ������	 ��	 �"��������&��	 	�� ����	����� ��	 α0�����	


��� '�������������� ����/�����������

3����������< ������� �� ���6�	 	��	�����	 	���������� �� ���� ����	 	����		���	
 ,�	
���6�	 �� ����� ��	�������� 	��� ������ ������	 �������������< ���	 ��� ��"	� �����0
��	��������	 ������ �� 	"������	�� ������������ �� ��	���������� �������� 	�� ����	�����
��	 ��	��������	


, �����5�� ���� ����"	� ����0��	��������  ���� ��� �� ������ ������ ��	 ��	���0
�������	 ��������	 ���������������� �� ��	 %�&�	< �� ������� ��� �����	������� ���	��0
	����� ��	 �������	< �� �� ����6�� ��	 ����������	 �� ����� �� ����� �� ��	����������<
����������� �� ���	��	�	


�%�%
 ������������� �� �������

��	 ����"	� ����0��	�������� ���� %�&� �����< �� �����	���� �� ��	�������� � ��0
���	 ��	 ������	 ����� �������	 ��������	 �� �� %�&�
 4� ����0�� 	��� 	"������	�	 �� ��
������� �� �������	 +���	 ���� (D, I,C) ?

I � ������� �� �������� 	������ D< ���� �=�� �������	��� �� ��� �������� 
�����
�"����� DE < �� ��� �������� 
����� ������ DI K��
 	������ �
-< ���
 �< �
 #1N J

I � ������� �� ���+�� C< ����� �	� �&������ ��		���� �� �������	�� �� �� ���(�
�"����� CE< 	��� � ��� �� ���+�� �������� ����������� �� �� %�&�< �� 	�� ������0
�������< �� ���(� ������ CI J

I � ������� ������	���������� I


(���� �������� �� ���	��� X ×X< �7 X ������ ����	����� ��	 n �������	< 	� ��=�� ;
��� �����	������� &������� 	�����
 ��	 �� ����� �� ����� n × n< ���� ����� �	�
�����	���� �� ������ �� �������	 (x, y) ∈ X ×X< �� �	� �� �8�� ��		���� �� ����	�� �����
�	� �� ���� �	���	 �����	������	 �� ���� 	��	0�������	 �������	< �� 	���� ��� ��	 ���	
�� ��	 �	���	 	����� ���������������	 �� ��&��	 ����������� �� ������ �����	����
 (�	
��&��	< ���� ����� ������	 (x, y) ∈ X ×X 	��� �� �8�� �������������	 ; 1


���� �������� � ������� ���� ��� �����< ��	 �	�	 	��� ����	��	 	���� ����� ����	
����R�����	 ��������� ���� �	���	 �����&�����	< �������	 ����� ����� ������� ��	������

�� ��� �� �	< ����� ��	 �������	 ��������	 ?

I �� ���	� ���� �� ���+�� J ��� ������ ���	 ������ ������ �� ��	���&��� �� ���+�� ������
�� ����� ������< ��	 ���� �����@� ��� ��5	 ������� J

I �� ���� ���� � �������� 	������ J �; ������< ��� ������ ���	 ������ ������ �� ��	���0
&��� � �������� 	������ �������< 		�R ��� J � ������� ���� ���0	"��������< 	��



�����	� �	� �����	����� �� �� ����� ? ��	�< � �	� (x, y), x �= y ∈ X  ��� �����	���
�����< 	� �� 	�������� � �	� (y, x)  ��� �����	��� ������ �� �=�� 	����� J

I �� ���� ���� ������	���������� J �� ���� ��� � ��&���� �� ����� �	� ������ �� ���
���	 ����� 	�&�� ������	���������� ? ����� ��&���� ��������� ����� ����������<
� ������� ���� ���	����� 	��������� �� ���5�� �� �����


:�6�< ��	 �������	 	��� ���������	 �� ����� �������� ����		���
∑

y∈X D(x, y)< ��
	���� ������ ��	���������� ����� ����� ������� 	� �����	� �� �� ����0����� 	���������
&���� ��������� ���� K; ����������� �� � ��&����N


4� ��	�&��� �� ����� �� �� ����� �� �����
������� ������������
 ��	 �� ����
�� �� �������< �� ��������� � �����	������� �� � ������� �		�� �� ��&��&���� ��	
��������	 ���� %�&�< �� �� &���� �� 	���� ��	 ��	���	 	�� ��	 ����������	


$�� � 6&��� '
 < �
 ���< ��  �����	���� �� �	 �� %�&� 10 ���� �� ��	�������� ������

,�	 ����������	 ���� �=�� %�&� 	��� &��&��	 ��� �� �������� ��� ������ �� max K��
��&�� �� ��	%������� ρ = 0.2N
 :� � ����� �� ������ +�� ������� �	� ���������� 	�����
� ��������� ����	�� ��	 � 	������ '< ���
 �< �
 #*


I :� ��� 6&��� �� 	���� ��	 ����	 ? ����� ��	 3 ��	 ����R����� �����	���� ; ��� ��0
�������� K� �����5�� ���� 	����� �� �	N< �� ����� ������� �	� �����	���� 	�� �����
��	 ��	 �� �� ����� ���	��		� �&�� ; � ��	��� ��������< ����������� ����������
�������� �� ������� J

I :� �	 	� ������ �� ����� ������� �����	������ ��	 �������	 ��������	 �� �� %�&� J
I :���� ���� �� � ������< ���� ���������	 ������	 �� ����@��	 �����	������ �� 	������
�� �� ��"� �� ������ +�� ������ �����	� J ��	 ����0���������	 	����	 �� ���������	
������� ������ �� �������	���� �� ���>�� �4	�� K��
 	������ �
�
�< ���
 �< �
 1�N< 	���
����� ���������� ��	 �����	 �����������	 �� �������� �� ���� ��	����� 	�� � �5&�� J
���< ��	 ���������	 ��� �� ���������� ��� ���������� ������ K�&�� ; 1N � ������ ��
� �5&��< �� �� 0.1 �� ���������	


3���������< � ���	���� �����	�� ���	���	 ����	 �� ���&�	 ������ ��� ��	������0
���� �������5�� �� %�&�
 !��	� ��	 ������	 �� �������	 (8, 7) �� (1, 4)< �����	 �� ����
������		��� �	 �����5������ ��	�������	< ��	 ����	 ���� �	�����	 ���� ������	 ����
=��� 	�&��6�����	
 O��� ; ����	����� �� �������	 {6, 5, 2, 3}< �������� �� ���	�< �� 	�����
��� 	�	 ��	���	 ���� ��� 		�R ���+��������	
 :� ����������< �� ���	��� ��� ��	 ��	���	
��	 �������	 2 �� 3 ��� ��� ��&����� �����	��	 � ����	 ��	 ����������	 1 �� 3


)� ��	��� 	������ ���	�	����� ; 	����&��� � ���	���� �� ����	 &�����	 ������������
��	�������	 ?

{1, 4} � {6, 5, 2, 3} � {7, 8}.

:� ����0��	��������< ������������� �� � ������� �� �������� 	������ �� �� �����
�����������	 +�� �� 	�����	� �	 ? � ����� ������������ �� ���� �� �8�� 	� %�	��6�� ���
�� �� &�� �� ������ �� �����	�������
 4�< �� ����� ������� �����	����� �� ��	��������
���	 	����� 	�U	����� ���������


!��5	 ����"	� ������������< �� ���� �������� ��� &��&���� ��	 �������	 ��������	
�� ����	����� ��	 %�&�	
 4� ���	���� �� 6&��� '
1< �
 ���< �� ���	��	�	 ������ ���� ��
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���� '
 I ��	�������� 4����< ��&� ��

��	�������� ������ ��� �� ��� �&� ; ���������� ��*���� ? ���	 ��	 %�&�	 ��� ���� ���
��+����� �&�� 	�� �� ��	����
 9� ���� =��� ��������� ���������� ��	 %�&�	 ���� ���+������	
�� ��	������	< �� ���5�� ; �������� � ������ �� ���	��	�	
 4� ���� ��� �����������
; ��&��&����< � ��8���������� ����� ���+�� �� ����	����������  ��� �������� K�		&� ��
����	����������N< �� �C�� ; �� ��� �� ���+�� ��	����� �� ��&��&���� ��	 %�&�	 ����� ����
��	�����
 (����0�� ���@� �		������������ ����� ��	 �������	 {6, 5, 3}< �� ��� �������� �
���0��	���������� ������ �� �� %�&� ��
 :� �������< ��� ��	����� �� �������	< 	����
�� ���	��	�	< ������ �� ������� 2
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Consensus

���� '
1 I ��	�������� 4����< (��	��	�	



�%�%� ���4��*���� �� 3�'�

(���� �� �� ������< ��	 ����������	 ���������� ��	 ������	 �� ��	����������< ��
����������� �� �� ���	��	�	


,�	 ���� �����5��	< ��	���������� �� �����������< ������� =��� �������	 �� ��������
��	 ������	 �� �������� 	������< ����	����������< ���+��< �� � �C�� 	������ ?

I � �������� 
����� ��	�&�� � ��� �� ��	���������� ���	�	���� �������� �� ��
%�&� J ��� &���� ���������� �� �������� 	������< ��	���� &�B�� ; ���������� QD

���	���� ��	 �� ������� ��������� K��
 '
�< ���
 �< �
 #*N< �����&�� ����� ������
������ �� ���������� �� %�&� ? ; � ���	 ��	��������� �� 	�	 ���+�� J ���	� ���
���������� �� �
�������� J ��������< �� ����� �� ���������� ���	� �	 ����0
;0��� ����� ? ��� ����� ����� �� QD �� 	�&��6� �� ��� ���������< �� �� ������
���� ��� ���%�&�� ��	 ��	����	 ������	 �� %�&� J �� �=��< ��� ����� ����� ���	�
�	 ����		������� ��� ����� �� ������ ? �� %�&� ���� �� �	 ���� ���� ������	 ��
��	��������< �� �������� 	�� �������� 	���� �� ����5�� ��� ��� �	� ������ J

I ����������� �� ���(�< QC < ���� ������ ��	 ���+��	 �8�����	 �� �� %�&� J �� 	��������
��	 ��������	 �����������	< �� ��	��� ���� ��� ���������� �� ���������� J

I ����������� ����
��������� QI �� ������ �	 ��������� ��� ��������� ��
�
�������� J ������	���������� 8���� ��	 �������	 ��� ��	 ��	���	 ��������	
�� �� %�&� �� ���������� �	 �� ��	�������� ��������� J ��� ����� ����� �� QI

�� ������ =��� ���	������ ����� �����������< ��� 	� ������� ��*�� �	� ���	�
������� ��	 ��	��������


)� ���� ���5��� %��� �� �H�� �������� ? � ����� �� ������ +�� �����	�< ��� ����
������ �� �������
�� �� %�&�
 (� ���5��� ��	��� ��� ���������� �� %�&�< ���	���
���	 �� �	� �����< ���	 �� �	��� ��� ������� ��������� �� ���+�� ? ��	 �� 	�&�� ����
���+�� �����	�< �� ���������	��� �� %�&� �	� 	����	�� ��&�����
 �� ���	������< �� �� ����
�	 =��� ���	����� ����� ��� ����������
 )�� �������	��� ������� �������� ��� �����
��	����������< �� � ��	��� �� ���������	��� �������� ���� �	 ������������ 	��������0
����


4� ���� ������ ������ ��	 ���	������� �� ���������	��� K	��� � ����� ��	 ������	
+��	N ������ ����		������� � ������5�� ����� ���+�� �� ����	����������
 ���� ���������
����� ��8���������� �� � ���0��	����������< �� ��� ���� 	����	�� %�	�� ���	������� ��
���������	���
 ���	 �� �����	 ���������< ��	 �	 � ����� ���������� ; ������ ��	
���� �������	 I �� C< � �=�� ���������� ��� D


$�� � 6&��� '
*< �
 ���< ��  �����	����< ���� �� ��	�������� ������< ��	 �������	 ��	
���������	 �� ���������� KQD �� ����< QI �� ����< �� QC �� ���&�N �� �������� �� �
����� �� ������ +�� �����	� K	���� � ����� �	� ����6��< �� ������ ����� ����� �� 	������ ��
����� �� ��"� ���� ���	���N
 $�� ����� 6&���< ��	 ������	 +��	 ��� ����������� � �����
������	�� 	��� �������	 �� ��� �������� ����� �������
 4� ���	��� ��&���5������ ��
��&�� ����&� ��� �� ������ �� ��������< �� �� �	 �� ������ ����R���� � ����� ��
������< ���	 ����������	 � ����� ��6��		�� 	 ����� ������
 ,� ����5�� �� ������
�� ��������  ���� ��� ��&5������ �����&� ? ��� ��� � �������� K���������������N
������ �� �����@� �	< �� %�&� � �����	��� �� ������ +�� 	���	�����
 4� ���� ��	����
��� ��	 ������	 �� ��������	 	������	 	������ ���� �� 	���� ����� ? ������ ����		���
���	 ������		���
 :� �	 �� ��&�� ������ � ����� �� � ����� ������< �� �������&��



	��������� ���������	��� � ���	 &����
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���� '
* I 9��������	 �� �������� �� ��	�������� ������ �� �������� �� � ����� ��
������ +�� ����	��< �� %�&� J ��	 ���������	 QD< QI �� QC 	��� ��	����������� �����	����	
�� ��	 ������	 �����< ����� �� ���&� J � ����� �� ������ +�� ����	�� �� ������ ��
�������� �����&� �	� �������� �� ��� �������� ����� �� ���������	

,�	 �������	�����	 ��	��������	 �������	 	��� ���� ��	 ���������	 QD< QI �� QC < ����
� �������������� ; 1 K��
 '
�< ���
 �< �
 #*N ������ �������	�� ��� �����	������� �� ���0
���� 	������� ; ����� ��	 �������	 ����0�=�� ? �� ������� ��� ���� �������� 	���� ���� ��	
����R����� �� 	���� ��� ��	 	�����	 ��	 ����	 �����&��	 ������	 	����� ���������������	
�� ����	 ���������	


4� ���	��5��� ��� ����������� �� �������� 	������ QD ��	��� ��� ���������� ��
��	����������< �� ��� QC ��	��� �������	� ����� ���������� �� �����������
 O��� ;
����������� QI < ��� 	� ������ ��	 ���� ��	���	 ����������	< �� ���	��&�� 	��������� 	�� �
������ �� ������������ ���0��	��������� ? ��������� �� ���


$�� � 6&��� '
#< �
 ��'< ��  ��	� �����	���� ��	 �������	�����	 �� ����	����� ��	
%�&�	 ���� �� ��	�������� ������
 4� ������� �������� ��	 ��8������	 ���������	
��	 ����	 ���	 �� �������� 	������ ? ��	 %�&�	 {6, 1, 4, 8} ������� ��� ��	����������
���� ���	 �����5�� �� ���	 ���	�	���� ��� ��	 %�&�	 {9, 5, 10, 11}


$�� � 6&��� '
��< �
 ��'< ��  ������� ��	 �������	�����	 �� ���	��	�	
 ,� ���+��
���5�� � ���	���� �� ��	�����	
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9� ���	 ��	�� ; �������	�� � ������ �� ���	��	�	< �� �� ����5�� ���	��	��� �� �����
��	 %�&�	


���� ���< ���	 �������	 ��	 ����������	 +���	 ����� ��	 �������	 +���	 �� ��������
	������ ��	 ��8�����	 %�&�	< ���������	 �� � ������� �		�� �� ��&��&���� ��	 %�&�	
 (�	
����������	 	��� ��	���� �����	�����	 	�� �� ��� &�B�� ; �� ��	����������� ����������0
	������ ��������� �������	


(������� ����� ������� ��������� ��� ������� +��� �� ��		��������
 4� ��	 �����0
�����	 +���	 	��� 	�&���	
 4� ��	 ���	����� �� ��		��������	 �� � 	����� ���������
������� ���	������ ����������� � ���������� ������� −1 �� � ��		�������� ������
1< �� � ���������� ������ 1 �� � ��		�������� ������� 0


, 6&��� '
��< �
 �� ������ � �����	������� ��	 �����	 {0.65, 0.80} ��	 ��		��������	
+���	 ����� �������	 +���	
 ,������� ������������� �	� �����	����� �� 6&��� '
��< �
 �� 

:��� �	� ����������� �����< �� � �����	������� �	� ���� ������������
 ��	 ������ ��
�����	 ���	 �����	 ������� =��� �����	��	 �� �C�� ; ������� ��	 ������������	 ���	 ��&�	
��	 ������	 �� ��		��������	< ��	 ; ����� �����	���< �� ��	���� ��%; �� ���� ���	��	�	
 :�
�8��< ; ����������� �� %�&� 9< ����	����� ��	 �������	 ��������	 ��� ��� ��	���� �������
		�R ����� K��������� �� � 6&��� ������� ����	 ����� ������ �� [0, 1]N
 $�< �� ���	< ��
����� ��	 %�&�	 ��< -< � �� '< ��	 ������������	 ���������� ��5	 	"	��������	


:� ���	 ��	 ���R� %�&�	< ��  �����	���� � ������� �		�� �� ���� &��&����< ���������
C
 4� ���� ����� ����� ���� ��������� QD ����������� ����� K��� ��	 ������	 �� �����
�����	���	 	�&�����N< ���� �	� ��5	 ������ ���� &����� �� ���� %�&�	 ? 1< �< *<  �� ��
 (��
���� ; ��������� � ���������� �� � ������� �� ���	��	�	 �������


(���� ��������� ; � ������� �� ��	����������� ����������	������ ���������< ����
��������������� ����		��� ������������ �� ���������< �� ���� �������� 	 ���	��� 	��������<
�7 ��	 ��	���	 ��	 �&��	 ������� ����������� ������ ��	 ����������	 �������	 �� ���0
���	 ����� �������	


���	 ��	��	��	 ���� �&������� ��������� �� ������� �� �����	����� �� ��	�����������
����������	������ 	�������� �� ����	 �����	���	
 , 6&��� '
��< �
 ��1 ���	���� ��������
�������������< ��� 	� ������ =��� &���������� 	��������� ; ����� �� � ���	��� �����������
�� ���� �����	���	
 (�������< � �����	������� 	�������� ��	�� ����������� ����������<
����� ��	 �� �	
 ,� ��� (1, 2) K��
 6&��� '
�'< �
 ��1N �� ������� �	 ��������6����� ��	
%�&�	< ���	��� �����	 ��	 ���%������	 	� 	������ &��������� � �=�� �������< 	�� �� ������
�� ����������
 (�� 	�&��6� �������� ����� ��	����������� ����������	������ ���������
���� 	�U�< �� ��� ��	 �&��	 �� ��� (1, 2) 	��� �&�� �� ����������	 ��������	
 $��
� 6&��� '
�-< �
 ��*< �� ��� (2, 3) �������� ����� ���������� 	�� ��	 ����������	< ��	
������ �� ��	���&��� ���	 ��������� ��	 %�&�	 ���	��	���	


�� �=�� ������ � �����	������� �����������< �� ������� ��� �� %�&� # �	� �� ����	
���	��	���< ��� ��	���� ��	 %�&�	 ��< -< ' �� �
 ,�	 %�&�	 ��	 ���	 ������ �� � �������
���	��	����� ������ C< 	��� ��	 %�&�	 1< �< *<  < ��< �� �
 $��� �� %�&� � ����� �	 ���
������� ����� ��������� ���	��	��� ��	 � �����	������� �����������< ��	 ; ���� ? ��
�8��< 	�� � 6&��� '
��< �
 �� < �� ������ ��	 ���� ������	 �������	 ; �� %�&� �	� �� ���
���	 ����&�� �� C ��� ��	 ����	< ��	 ����	 �"��	 ���	 ��������	 ������	��� ��&�����
����� ��	����
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��	 �� �	 ��������	 �������������	 ���� ���	�������	< �����������	 �� 	��������	< ��
�	� ���%���	 ��		���� �� �������� �� ����������	 +���	 ����	0�=��	< ��� ���� ���� U����
��	 �� ����� J × J K�7 J ��	�&�� �� ������ �� %�&�	N


��� '�������������� ��	��/������������

,���%����� �	� ��������� ��� �����	������� 	"��������� ��	 �������	< ��� 	� ��=�� ; ���
������������� �� �������� ��	 ��	��������	
 ������ ���< �� 	������ �&������ ��"	��
��	 ����������	 �����0��	��������	


�%�%
 ������������� �� �������

, ���	�������� ����� �����	������� �����0��	��������	 ��	 �������	 �	� ������ ��		����
&�B�� ; ������������� ��	 �������	 ���	��	�����	 �� �������� 	������ �� ����� ��	 ��	0
��������	< �� ��	 �����	 �����������	 +��	
 :� �8��< ����� α0����� ���� ����� �����������	
+�� ���� =��� �����	����� 	�� �� ��< �� ���������� ���� ��������� �� �	����0��&	 ;
����� ��	 �������	
 �� ����� ���5��< ��	 �����������	 ��	 ��������	 	������	 ���	��0
	�����	 ��	 ���� ��	��������	 	��� �����	�����	 ��	 �� �	��� �� �����	��� *< �� 8�����
�� �"��������&�� ; ����� ��	 �������	
 )�� ��"	� �� �����	���	 ���������	 	�� ��	
������	 ���������	 ������ ��	���� �� 	"������	�� � �����	�������< �� �������&��� ��	 ��	
�� ���	 ����� �������< 	�� ��	����	 �� �	�5�� ��� ����� ��	���������� ��	 �������	


, �����5�� ���� ���	�	�� ���� ; ��������� ������� ������ +�� ������ ; �����
��	�������� �� ��� ������� ������� �����������	 +���< ���� ��	���� � ������� ; ����� ��
	�	 α0�����	
 (���� 	������� �	� ��������� ; ����� ���	�	��� ; ��������� ��� α0�����
��������5�� �� ������� ������ +��< �� ���� ������ ��� &�	���� ���	 6�5�� �� ���������	���
�� � ������� ������� ������ +��


���	 ������C��	 �� ����6�� ��� ��	 �����������	 ��	 �������	 ���	��	�����	 ��
����� ��	 ��	��������	 ����&������� �	 ��� ������ ���� ���������
 4� ���� Di � ���0
���� +��� ���	��	����� �� ��	�������� i ∈ {1, . . . , 8}< �� Qi 	�� ����������� �� �� �����
�����������	
 ,� ����5�� ��������	���� ��	 Qi ���	�	��� ; �����	�� ���� ������ +��< ��
�C�� ; ������	�� ������ ����� �� ������ +�� �� Qi �� ����� �� � ������� Di �����	���0
����< �� ���� �������� ��� ���� �� �������� �� ����������� �� �������� 	������ QD

Di
��

Di< �� QD
Qi

�� Qi
 ,�	 �����	 	��� ��������	 ��	 �� ����� �
�
�< �
 �'�
 4� 	����C���
��� �����	 ��	 ������	 	��� ��&��&����	


(���� ������� +��� Qi �	� ��	���� ������� ; ����� �� 	�	 α0�����	 K���< α = 0.7N

4� ���� ���	 �����	����� ��	 ������	 ������� ����� �������	 ��� � �������	���< �� ��
���	 �� 	�	 ���������	 �� �	����0��&	 K��6��	 ��� �� �	������� Ke = 4N
 ,�	 6&���	
'
� < �
 �'� �� '
�1< �
 �'� ���	������ ��	 ���	 (1, 2) �� (2, 3) �� ����"	� �� �����	���	
���������	 �������	�	< �������� 	�� ��	 ���������	 �� �	����0��&	 	���� � ������� ��
(R�	 �� ��$ K���!��� ��
 ������
N ������� ��	 � 	������ �
�
�< �
 ��1
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���� '
�1 I ��� (2, 3) �� ��!(� 	�� ��	 �������	 �� ����"	� �����0��	��������	



�%�%� ������������� �� ����������

4� ���� �����	����� ��	 ����������	 �������	 +���	 ����� ����� ��	 ��	��������	< �� �
�=�� ���5�� ��� ��	 ����������	 �������	 +���	 ����� ��	 ��������	 	������	 �� �����
��	 %�&�	 ���� �� ��	�������� �����


(��������< �� ���� =��� ������		�� �� ��������� ����� �����	������� ��� �� ���0
���� ��	��������	< 6� ����������� � �����	������� ��	 �������	 ������� �� ����"	�
�� �����	���	 ���������	
 (���� ��	 ��	 ���������	 ��&&�	 �� ��!(� 	�� ��	 ���0
���	 ���������	 ������ �� �8�� ��� �������� ������� ������� ����� ����� �������	 ? ��5	
���%������ 	�� ����< ��	 �"��������&��	 �������	�����	 �� ����� ������� ������� =���
������	 ����� ���< �� �C�� ; &������ �� ����� �����������	< ��� ���� ������� ��
�������

��
%������


4� �������	� ��	� ��� ������������� ������� ��	 ���%������	 	�� ��	 ��	
 )�� �����0
�������� ���������� 	���� �&������ ����	&����< ��� 	������&����� ����� ��	���
�� ��		�������� ����� ��	��������	 ��6��� �� �� ��������� �� ���U�����	 �� ����������
��		����< 	����� � ������� �� ,�� �� W� F�-G
 �������	 �� ���	 	����� ��������� ��
����	����� ��	 � ���� ������� ? �� ����� ���5��< ��	 ����������	 ����� ��	 ��	��������	
��� 	��	0%����	 	��� ���������� �����������	 �� � �����	������� �� ���������	 ��
�	����0��&	 ����	��< �� ��	���� ���� 6�5��	 ; ������������ �������� �� ��	 %�&�	< 


,�	 ����������	 �������	 ����� ��	 ���� ��	��������	 ������� K���	��	���	N �� ��	 ����	
��	��������	 
��
%������
 �����	������ ; ����� �� �� ��!(�< 	��� ������ �����	�����	
; ����� ���� ��	����������� ����������	������ ���������< 	�� � 6&��� '
�*< �
 �'�
 4�
���� ���	 ������6�� ��	 ��	��������	 �������	 ��� ����� ��	 ��	 �� ��!(�
 ,�	 ������	
�������������< ��� ������	< 	��� �����	 	�� � 6&��� '
�#< �
 �'�


)�� �����	������� 	�������� ��	 ����������	 �	� �&������ ������		���< ���	�������
��� �� �������� ��	 ����	�����	 ����� ��	 ��	��������	 ����������	< ����� ��� ��	 ��	����0
����	 ������ �� �����
 4� ���	��� �� ������ ��� ������ �� �����	������� �� ��� ���	
��������� ��� 	�� � �����	������� ����������� K��
 6&��� '
��< �
 �'�N
 ,�	 6&���	 '
��<
�
 �'� �� '
��< �
 �'' �������� ��	 ���� ���	 �� �����	������� ��	 ����������	 	��������	
�����0��	��������	
 ,� �H�� �� ���5��� ���	������� Ke ���������� ��	 � ��6������
��	 ���������	 �	����0��&	 ���� ����� �����������	 ���� =��� ����	��� ��� ? �� �������
������� ��� ��	 ������	 �� ��	���� ����� ��	 ������	 ��	 ���������	 �� �	����0��&	 	���
����������	 �� Ke< �� ���� ����� �� �	� �� �=�� ���� ��!(� 	�� ��	 ������	
 :� ��0
�����< �� ������ ����� � ����� ��	 ���������	 �� �	����0��&	 �� ��	 ��	����	 ����� ����
������ �	� �������� ������		��� �� ������ �� Ke
 ��	 � ������� �� (R�	< �� ���5���
����+����� ���� ��� � ����� ��	 ���%������	 ��	 �"��������&��	
 ��	 ��� ������� ��0
	���< �� �	� ���� ��		���� ����+������ ��	 ������������	 ����� ��	 ���������	 �����	���	
���������	< �� �� ���	������ ������ �� �����H�� &���� 	�� �� ������� ��	�������� ��	
��	��������	 	��	0%����	
 !��� Ke = 4< ���	 ���	 ��	� ��	 ��	��������	 �� ��� ���	 �����	
������ �� �	������� ��� KKe = 0N< �� ��� ������� ���� ������������� �� ������ ��
��	��������	 �������
 �����	 ��� 	�< 	���� ; ��� ����6����� �� Ke< ���� ���������	 ���0
��	���	 ���������	 �������� ; 	� 	����� 	�� �� �� 	��	0%����< ���	 ��	 �"��������&��	
�����	������	 	��� �� ����� �C�� ��	%����	 ? �� ��" ��� �	 ���� ���	����� ��	 �������	
���������	
 O��� ; ������������ ������ 	�� ���� ���	�����< ���� 	��������� 	���������
�� ����� ����� �� ������ ��	 ��	��������	 	��	0%����	 ���	 ��	��������	
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�* I 2����	������� ����������� �� � ���������� �����0��	��������	 J �� �	��		�
	��� ��������	 ��	 �����	 ����������	 �� 	���������	 ��	 ���������	 �� ��		��������	 �		��	
��	 ����������	 �����0%�&�	 ��	 ���� ������ �� ����� ���	�����	 J ; ������ �� ��	 �����	<
�� 		���� �� �������� 	�� ����������� ��	���� 	�� � �����	�������
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�# I :�����	 ������������� 	�� � �����	������� ����������� �� � ����������
�����0��	��������	 J �� �	��		� 	��� ��������	 ��	 �����	 ����������	 �� 	���������	 ��	 ��0
�������	 �� ��		��������	 �		��	 ��	 ����������	 �����0%�&�	 ��	 ���� ������ �� �����
���	�����	 J ; ������ �� ��	 �����	< �� 		���� �� �������� 	�� ����������� ��	����
	�� � �����	�������
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��	��������	 J �� �	��		� 	��� ��������	 ��	 �����	 ����������	 �� 	���������	 ��	 ���������	
�� ��		��������	 �		��	 ��	 ����������	 �����0%�&�	 ��	 ���� ������ �� ����� ���	���0
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���� '
�� I ��� (2, 3) �� � �����	������� 	�������� �� � ���������� �����0��	��������	

�%�%� ���4��*���� �� 3�'�

!6� �� ����6�� &��������� �� ������������ ��	 %�&�	< �� �	� ��		���� �� ��"�����
����	 ���������	 �� �������� 	������< ����	���������� �� ���+��< 	�� ����	����� ��	 ��	0
��������	
 �� �=��< �� ���� =��� ������		�� �� ��"����� 	�� ����	����� ��	 %�&�	< ��	
���������	 �� ����� ��	 ��	��������	


4� ���	���� ��	�< ��	����������� 	�� ��	 6&���	 '
��< �
 �'- �� '
�'< �
 �'-< ��	 �����0
����	 �� ����������	 &����� ��	 %�&�	< ���	 ��	 ��	��������	
 4� ���	��� ��	� ��� 	����
� ��"���� �� ����	 ����������	 	�� ��	 ��	��������	< ��	 ���� %�&�	 # �� �� 	� ��	���&����
�������������
 ,��� ��������� �� ���+�� ���	� �	 ������� ���	 ����� ��� ���R � ���0
��� ��	 ����	 %�&�	< �� ���	� ���� ��������� ������	���������� ��� �������� � �����		� ��
���� �������� 	������
 ��	 ����� 	������� �7 � ��� ������	���������� �	� �"�����< ��
������ ; ����	����� ��	 ����	 %�&�	< �� �	� ��&����� �� �������� ; ��� ��������� ��	 �
��	����������


O��� �� ����������	 ��"�����	 	�� ��	 %�&�	 ���� ����� ��	 ��	��������	< ����	
�����&���� �� ��8������	 ������	 �� ��	��������	 ? ��	�< �� ��	�������� ���� ���@� ��5	
��	��������< ���	 ��� ��	 ��	��������	 !���	4��< ����� �� ������� �� 	��� ������� ����	

(�������< ��	 ���������	 �� �������� 	������ �� ������� �	 	�������� ������ �� �
������ �� ���������	��� ��	 ��	��������	 ? �� �8��< ����������� ������	���������� �� ��0
	��� �	 ����		������� ��� ���������
 :� �������< ��	 ���������	 �� ���+�� 	����&����
���� ����	������� ��	 ��	���	 �� ����	����� ��	 %�&�	
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� ����� �� �� �������������� ��� ��������� !����

���	 �����	��	 ��� �� ��	��� �� ����	����� ��	 �����	 �� �����	������� �����	�	


,� 	���� �� � 6&��� '
�-< �
 �' ���	���� ��	 �����	�������	 �����	��	 ��	 �� ����
����� ����� ����0��	�������� ?

I ��	 �����	�������	 ������������	 ���������� �� ������� � ���5��	 ���� ��	 �������	
	��� ���C�	 �� ����� ��	 %�&�	< ��	� ��� �� �� ���� �� %�&�	 ; �����	 � �������
���	��	����� �� ��	�������� J

I ��	 ���������	 �� ����������	 ������	 ���� ����� ��	 %�&�	 ������� =��� ���	����	
	��	 ����� ���� ��&���� �� �B���	 J

I ��6�< �������	���� ����� ������� �� ��	����������� ����������	������ +��< 	���0
����� �� ���������< ������ �� ��	���	�� ��	 ����������	 +���	 ����� ��	 �������	 ��
�������� 	������ ������	 ; ����� %�&�
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$�� �� 	���� '
� < �
 �'*< ���	 ������	 �� �	 �����0��	��������	 ?
I , �����	������� ����������	�������� ��	 �������	 �	� ���	������ �� �������� �

������� ���	��	����� �� �������� 	������ �� ����� ��	�������� �� ��� �������



������� �����������	 +��� J ��5	 	�������� ���� ����� ��α0�����< ��	 �������	 ����0
���	 �� ����� ��	�������� 	��� ��	���� �������	��	 �� �� ��	����� �����������	
�� �	����0��&	< �����	����� ����� �� ������� J ���	 ��� !(� 	�� ��	 ������	
���������	 ������ ���� �����	������� ��	 �� �	��� �� �����	��� ������� J

I � �����	������� �����0�����	�������� ��	 ��	��������	 ���	�	�� ; ������� ��	
����������	 +���	 ����� ��	 �������	 �� �������� 	������ ���	��	�����	 �� ��
��	����������� ����������	������ +��
 , ��	�������� ; ��� ������ α0����� ���	�
�	 ����		��� ���� ����� �����	�������< 	�� 	� ���� 	������ � ��������� ��� ��	
��	��������	 	��	0%����	
 :� �8��< ����� ��	 ��	 ��������� �		�	 �� � �����	���0
���� ����������	�������� ��	 �������	 ������ ��� ������� ������� �����< �����������
����� � ������� �������	����� ���� ��	�������� 	��	0%����
 $�	 ����������	
��� ��	 ����	 ��	��������	< ������� �� 	��	0%����	< ���� ���� �&������ =���
�����	�����	< ��	 ���������� 	�� ��α0����� �����	�� ��	 ��!(� �� � �����	�������
��	 �������	


!%�����	 �� ����� ��� ��	 ����������	 ������������	 ��	 %�&�	 �������	 �� ����0
��	�������� 	��� 	�	��������	 ��=��� ��������	 �� �C�� ; �������� ��	 ���������	 	"�0
��������	< �������	�� 	��� ��	 ����������	 �� ����� ��	 %�&�	 	�� ����	����� ��	 ��	0
��������	< 	��� � ���������� ��"���� ��	 %�&�	 ���� ����� ��	 ��	��������	




 

Corrélations 
inter-descripteurs 

(D,I,C) 
Consensus 

Descripteur 1 

Représentation 
des descripteurs 

par MDS 
imprécise 

(D,I,C) 
Consensus 

Descripteur k 

(D,I,C) 
Consensus 

Descripteur K 

Intervalles 
pseudo-rangs 
Descripteur 1 

Intervalles 
pseudo-rangs 
Descripteur k 

Intervalles 
pseudo-rangs 
Descripteur K 

Représentation 
des produits par 
ACP imprécise 
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Descripteurs 
sous-jacents 

���� '
� I 2����	�������	 �����0��	��������	



� (�������������

����� �� 	� ����������� ���5 �� ��6

$����� L−
1 �� L−

2 ��	 �����	���	 �������	 ��	 �����	 ������	 ��	������	 P1 �� P2< ����
� ���������� ������ � ����� ���������� τmin K���	�0;0���� �������	 ��� ��������� Nmin

����	 ������������� ��������	 �� ������N


$����� L+
1 �� L+

2 ����	 ������	 ���� � ����� 	��������� τmax


4� ������ ���������� ���������� ����� ������� ������� ����< �������	��� �� �������
�� ���� ��%��	 �� ��&	 ���	��	
 �������	 ����� ���	�� �� ������ ��������� �� �		�� ��
L−

1 �� L+
1 < �� ��� 	����		��� �� ����������	 ����������	< ���� �� �� &������ ��� ��	

�����	���	 �������	 �� P1


$����	��	 ������ ���; �� 	��� �����< �� �����	�� ����� ���������� ����������
��������� �� 	��������� �� L+

1 
 (�� 	�&��6� ��� ���	 ��	 ������	 ����%��	 �� ��&	
���	��	 	��� �������	 ����� ��	 L+

1 
 �� ���	������ L+
1 �	� ��%; �������


$����	��	 ��	���� ���; �� 	��� �����< L+
1 �� 	��� �	 �������< �� ����� �����	�� �����

���������� ���������� ��������� �� ������ ���	 L+
1 < ��� 	��	�		� � ��������� L �����0

	��� ������� �� P1 M
 ����5	 �� ��&���� ���������< ��� �������� �����	����� ��� ����	
�� ������ ����%��	 (x, y) �� ��&	 ���	��	< ���� �������	��� �������� ���������� x �� y ��
� �=�� �C�� ��� ��	 L+

1 
 ,� 	��� ��	���� �������� ���� ��	 � ��������� �������	���
�������
 ��	 ���	� �	���� ? 	� � ���� (x, y) �	� �������� ��8�������� ��	 � �������
������� K��� �	� 	����	�� =��� ��� �����	��� ������� �� P1N �� ��	 L+

1 K��� �	� �&������
��� �����	��� ������� �� P1N< ���	� ������� �	� ����		������� ��� �������� ��	 P1


9� �	� ���� ��		���� �� ���	������ ��� 	������� �������	���	 �������	 �� P1< �������
�� L−

1 �� 6��		�� �� L+
1 < ���� ����� ������� ��	��	� ��������� ����� ���� ����%��	 ��

���	 ��� �� ���������< ������������� �������� ��� L+
1 


4� ���� ���� ���	������ ��� 	������� �� ������	 �������	���	 �������	 �� P1 �� P2<
���� �� ������ �� ����	 ����%��	 ������������� ��������	 ������ �����	 ��	 �����	 ��	0
��5��	 ������	�	 ����� Nmin ; Nmax
 9� 	�U� ���� ��� �� ����� �� ������ (L−

1 , L−
2 )< ���	

�� ��������� ������������� ����� �� ������ �����	��� ������� ������� ���	 ���� �����
��	������� L+

1 �� L+
2 
 !��	�< �� ������ �� ����	 ������������� ��������	 �������� ��� ��

�	 �� +1 �� −1 ? �����	 ��	 �����	 ����5��	 ������	�	 ����� Nmin �� Nmax 	��� ���� ����
�������	


������ ��� ������������ �� 5 �� ��� �� ��,5 �� ���

���	 ���������	 	����������� ��	 ���� ��	����	
 ,� �������� �����	� ���	�	�� ;
���	������ ����5������ ��	 �����	 ����� 	�� ��	 ��	�����	 ���	������ ��� ��������
�� X ������� �� ��������� x< ��� ����6��� ��	 ���������	 �������	 �� P 
 (�	 �����	 �����
	����� ��	����	 �������	< �� �C�� �����< ���%���	 �� ������� � ��	���� ��	 ���������	 ��
P 
 ,�������� x 	�� 6������� ��	��� ��	 ��� ����� ����< �� ���	 ��������	 ����� ��	����<
��	 ��8�����	 ��&	 ����� 	�� 	�	�������� ���������




�����	 YP (x) ����	����� ��	 ��%��	 �� X ���������� �	 ; Xp
P (x) ∪Xs

P (x) ∪ {x}

�� ��6������< ��	 �� 	��� �	 �������	 �� ������ ; ����%�� x 	���� ������� ������ P 
 4�
 �����	���� ��	 �������	 �������	 ����� ��	 ����� ��	�����	 ����%��	 �� X 	�� � 6&���
'
�1< �
 �-�< ���� ����� � ��&���� ?

I �� ������ �����	���� �� ��	����� ����%��	 ������������ �������	 J
I �� ���� �����	���� �� ��	����� ����%��	 ��������� �������	 J
I ��� +5��� ������ ����� ���� ��	����� A ���	 �� ��	����� B 	�&��6� ��� ���	 ��	
�������	 �� A �������� ���	 ��	 �������	 �� B J

I ��� +5��� �� ���������	 ����� ���� ��	����� A ���	 �� ��	����� B 	�&��6�
������� ������� �� B �� ������ �� ������� �� A


���� 	�����6�� �� 	����< ���	������ +5��� ������ ����� �� ��	����� A ; �� ��	����� B< ��
��� ���� �� �=�� �"�� ����� ��� ��	����� B ; �� ��	����� C< ���	 �� �����	�����	 �	
�� ���� ����� A �� C< ����� ��	 ��	 ��&����	 �� E		�


�� ���	������< ���� ��	�����	 A �� B �� 	��� �	 ���	 �� ��� +5��� ��	 ����
	�������	 ?

I �� ���	�� ��� 	���� ����	�����	 ����� A �� B< ��������	 ���� ; ������ �� ��	 +5���	
������	< �� ���	 ��	 �������	 �� A 	��� ���	 �� ��� �=�� ������� �� �������� ;
���	 ��	 �������	 �� B J

I ��< �� �����	�� ����� ������� ������� ����� ��	 �������	 �� A �� ���� �� B


 

XP
p(x) XP

s(x) 

YP(x) 

x 

���� '
�1 I 3���� �����	����� ��	 �������	 �������	 	���� P ����� ��	 	��	0��	�����	
����%��	 {x}< Xp

P (x)< Xs
P (x) �� YP (x)

$�� � 6&��� '
�1< �
 �-�< ���	 ��	 ��	�����	 ����%��	< ; ����������� �� ��������� x<
	��� �����	����	 �� ��	 ������	
 :� �8��< P ��6��� 	�� ����� ����� ��� ������� �������
������ ? ���� 	��	0��	����� �� X ′×X ′ ������ ���� 	��	0��	����� �� X ×X ����6�� ���
������� ������� ������< ��� X ′ ⊆ X< ��6��� �� ����� ������
 O��� ; ����%�� x< �� ����
���	������ ��� ���	� �� ����� ����


,�	 ���� +5���	 ������	 	� %�	��6��� 	��������� �� ��6������ ��	 ��	�����	 Xp
P (x) ��

Xs
P (x)
 ,�	 +5���	 ����������	 	��� �����	��� ? 	��� ���	��� �� ������� y ∈ YP (x) �������

�� ������� �� Xp
P (x)< ���	< ; ��	� �� � ���	������� �� P < y ��������� x< �� ��� ���� ;

���������� �� � ��6������ �� YP (x)
 �� �=��< ���� ������� �� Xs
P (x) �� ���� �������

�� ������� �� YP (x)


,���%����� ���� ��������� ��	 �����	���	 �������	 �� P < �� ����5�� �� %��� ��
���������	 �������	 ����� ��	 �������	 �� X ? �� 	�&�� �� ��������� P 




$�� ����� ��	 	��	0��	�����	 Xp
P (x)< Xs

P (x) �� YP (x)< �� �������� �� ��6��� ��	
�����	 �����
 :� �8��< ��  �� ��� P ��6��� 	�� ����� ����� ��� ������� ������� ������

4�< ; ���� ����� ������ �� ���� 		����� � ����	 �� ����� ���� ��	������ 	�	 ���������	
�������
 $�� ��	 ��%��	 �� Xp

P (x)< �� ���	����� ���� �� ����� ���� ��	������ �����	 ��	
���������	 ����	��	 �� P 
 ���	 �� ����5�� �� �=�� ���� ��	 ��	�����	 YP (x) �� Xs

P (x)<
	�	 	����6�� ��	 �����	���	 �������	 ���	������	 K��
 6&��� '
�*< �
 �-�N


 YP(x) 

XP
p(x) XP

s(x) x 

���� '
�* I (��	�������� �������	 ����� 	�� ����� 	��	0��	����� �� X

:�	����< �� ������� ��	 	��	0��	�����	 Xp
P (x) �� YP (x) ���� �� ������ ; ������< ����

����� ��	 	��	0��	�����	 YP (x) �� Xs
P (x)
 ���� ��	������ ��	 ���������	 �� P ����� ��	

����	 	��	0��	�����	< �� 	�U� ��� ���	 ��	 �������	 �� Xp
P (x) �������� ���	 ��	 �������	

�� YP (x)< �� ��� ���	 ��	 �������	 �� YP (x) �������� ���	 ���� �� Xs
P (x) ? ��	 +5���	

������	 	� 	��	������� ; �����	 �� ���������	
 4� ������� ���	 �� &���� �����	���� �� 6&���
'
�#< �
 �-�


 YP(x) 

XP
p(x) XP

s(x) x  

���� '
�# I !%��� �� ���������	 �������	 ����� ��	 	��	0��	�����	 �� X

,�	 �����	 ����� ���	�����	 	�� ����� 	��	0��	����� ����6��� ��	 ���������	 �� P <
�� �=�� ��� ����	 �������	 ���� ; ���� ? �� �8��< ����� � ��������� �� ���	��������<
���	 ���	 ������ ; ��	������ ��	 ���������	 �� P J � �������  	��������� ��� ���������

4� ���� ��� � ������� 	�� X ������� �� ��������� x ��	� ���	������ �	� �� ����� ����


:		"��	 ��" ��	���� ��������� x
 9� �	� ������ �� ��	 �������	 �� Xp
P (x)< �� ������

��	 �������	 �� Xs
P (x)< �� �� ���	� �������� �� ������ ; ���� ��	 �������	 �� YP (x) ?

��� 	�&��6� ����� ���� =��� ��	��� ; ��������� ������ ���� � 	��� �� ������� ���� ��6��
	�� YP (x)


(��	������	 ������� ���� ���	����� 	�� X ������� �� x< �� ����C�� ����� ��%�� ��
����� �� �������� ����		�� K��������� ������� ���	 ��	 ����	 ���� ������ n− 1N
 4�
��	�&�� �� a �� ��& �� ������� ������� �� YP (x)< �� b > a ����� �� ������� ? ��	 ��%��	
�� Xs

P (x) �������� ��	 a− 1 �������	 ��&	< ���� �� YP (x) ��	 b− a + 1 	�����	< �� ����
��	���	 	��� ������	 �� ��	 �������	 �� Xp

P (x)




����5	 �� ��� ����5��< ����%�� x ���� ���� =��� ��	��� ��	 ��� ����� ���� ����� �����
���� ���������	 �� ��&	 ��	������	 (i, i+ 1) ���	 ��� a− 1 ≤ i ≤ b K��
 6&��� '
��< �
 �-�N


 
1 … a-1 a … i 

 
i+1 … b b+1 … n-1 

 

x 

YP (x) XP
p(x) XP

s(x) 

���� '
�� I ��	����������� �� ����%�� x ��	 �������	��� ������� �� P ���	������

:� �������� �� ��	����������� �� ��������� x< �� ���� ���	 ���	������ b − a + 2 =
|YP (x)| + 1 �����	 ����� ��	�����	< ����6�� ����� ��	 ���������	 �������	 �� P ? ��
	��� ���� ��	 �����	���	 �������	 �� P 
 4� �� ������ ����������� �� ���	 ����� ��������
����	����� ��	 ��&	 ������	 �� x ���� ��	 �����	���	 �������	 �� P ?

[a, b + 1] =
[
1 + |Xs

P (x)|, n − |Xp
P (x)|] .

4�  ���� ������ ��	 �����	 ���� ��������� �� ��&	< ���� ����� 	 ��������� �� 
�����%
����


(�������< �� ��	�� ; ������� ��� x �� ���� ������� �� ��& 	���� ���	 �� ��� ��������� ?
�� ��	���� �	� ������< �� P ����	� � �������� �� ���	 ��	 �������	 �� Xp

P (x) 	�� x< ��
�=�� ����� ����	� � �������� �� x 	�� ���	 ��	 �������	 �� Xs

P (x)
 ,� ��& �� x �	�
���� ����		������� 	���� ��	 ����������� ������
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(��	������	 ��� �����@�� ������ AQ(i) ������
 ���	��� ����	�����
{v̄Q(x), x ∈ X} �	� �������	����� �� Q< ���� ���� ������ ���������	 x �= y ∈ AQ(i)<
v̄Q(x) ∩ v̄Q(y) �= ∅
 ,�	 ���������	 v̄Q �����	������	 �� ��%��	 �� AQ(i) 	��� ����
�������	������ ���� ; ���� ��� ����
 4� 	� p ���������	 Ik 	��� �������	������ ���� ; ����
��� ����	< ���	

⋂p
k=1 Ik �= ∅
 �� ���	������ ? Iv̄Q

(i) �= ∅

������ ���< ��	 AQ(i) ���� ��	 �����@��	 ������	< �� �����	�� ���� ��%�� x /∈

AQ(i)< ��� ��� x �	� ����8����� ; ���	 ��	 �������	 �� AQ(i)
 4� ����	����� {v̄Q(x), x ∈ X}
�	� �������	����� �� Q< ���� ?

∀x /∈ AQ(i), v̄Q(x) ∩ Iv̄Q
(i) = ∅.

:�6� ?

i �= j ⇔ AQ(i) �= AQ(j)
⇔ ∃x ∈ AQ(j)/x /∈ AQ(i)
⇔ ∃x ∈ AQ(j)/v̄Q(x) ∩ Iv̄Q

(i) = ∅
⇔ Iv̄Q

(j) ∩ Iv̄Q
(i) = ∅.



����� 	���� ���5 �� �� 

$����	��	 ����� ���	�� b ∈ B ��� ��� b ����������� �	 ; AQ(j)
 !���	 ����5	 ��
����� ��������� �
�< �
 ��' ?

∃a ∈ AQ(i) / (b, a) ∈ Q �� ∃c ∈ AQ(k) / (c, b) ∈ Q.

4� ���	� �	����< �� ��� ��������� ? B ⊆ AQ(i) ∩ AQ(j)
 �� ���	������< ���� �������
b ∈ B �������� ; �������@�� ������ ������������ AQ(j)< �� ��� ����� �� �����


����� �� 	� ����������� ���5 �� �� 

����5	 �� ����� �
�< �
 ��' ?

(x, y) ∈ Q ⇔ x ∈ AQ(i), y ∈ AQ(j)⇔ i > j

⇔ v̄Q(x) ∩ Iv̄Q
(i) �= ∅ �� v̄Q(y) ∩ Iv̄Q

(j) �= ∅ ⇔ i > j

⇔ �i/v̄Q(x) ∩ v̄Q(y) ∩ Iv̄Q
(i) �= ∅ �� Iv̄Q

(i) ⊆ v̄Q(x), Iv̄Q
(j) ⊆ v̄Q(y)⇔ i > j

⇔ v̄Q(x) ∩ v̄Q(y) �= ∅ �� Iv̄Q
(i) ⊆ v̄Q(x), Iv̄Q

(j) ⊆ v̄Q(y)⇔ Iv̄Q
(i)− > Iv̄Q

(j)+

⇔ v̄Q(x)− > v̄Q(y)+.

����� �� 	� ����������� ���5 �� ��,

����5	 �� ����� �
�< �
 ��'< �� ��	���� �	� ������� ?

(x, y) ∈ Q ⇔ ∀i/x ∈ AQ(i),∀j/y ∈ AQ(j), i > j

⇔ ∀i/x ∈ AQ(i),∀j/y ∈ AQ(j), I−i > I+
j

⇔ min
i/x∈AQ(i)

I−i > max
i/y∈AQ(i)

I+
i

⇔ κ̄Q(x)− > κ̄Q(y)+.

����� �� 	� ����������� �� 5 �� ��-

����������	 ��	 ���������	
{
Iκ̄Q

(i),∀i ∈ {1, . . . ,mQ}
}
��6��	 ����� ����� �������	��0

���� ��	 ���������	 �� �	����0��&	 		����	 �� ��%��	 �� �������@�� ������ AQ(i)<
������� 	����� ������� ����������� ��6�� K��
 �����	����� �
�< �
 ��'N
 ���� ����� ���0
��@�� ������ i ∈ {1, . . . ,mQ} �� Q ?

Iκ̄Q
(i) =

⋂
x∈AQ(i)

κ̄Q(x)

=
[

max
x∈AQ(i)

(
min

j/x∈AQ(j)
j

)
, min
x∈AQ(i)

(
max

j/x∈AQ(j)
j

)]
.

4� �� "  ����		������� �� ��%�� x− ∈ X ��� �������� ; AQ(i)< ��	 �	 ; AQ(i−1)
K	� i > 1N
 ��	 �� �	 ��������< AQ(i) ⊆ AQ(i−1)< �� ��� �	� �	���� ���� ��	 �����@��	



������	
 ���7 ?

max
x∈AQ(i)

(
min

j/x∈AQ(j)
j

)
= min

j/x−∈AQ(j)
j = i

�� �=�� ? minx∈AQ(i)

(
maxj/x∈AQ(j) j

)
= i J ���7 ?

Iκ̄Q
(i) = {i}.

!��	�< ��	 ���������	 {Iκ̄Q
(i), i ∈ {1, . . . ,mQ}} 		����	 �� {κ̄Q(x), x ∈ X} 	��� ������	

; ��	 	��&�����	< �&�� ; ���� ������
 ���	�����	 ����6��� � ��������� ����		��� �� 	�U	���
�� � �����	����� �
�< �
 ��-< ��	 	��� �������	�����	 �� Q


������ ���< 	��	 � ��������� �� �����	 ��6���	 	�� IN∗< ��� ��	����� �	� �		�
�� ���	 ������� ��� 	��� ? ��	 ���������	 	��� ������	 � ������ K; �� 	��&�����N< ��
��	 ���	 ������	 ��	 ��	 ��	 ����	 K��%������ 	�� {1, . . . ,mQ}N
 ,� ����5�� �� ��������
maxx∈X κ̄+

Q(x)−minx∈X κ̄−
Q(x) �	� ��������� ������	�


����� �� 	� ����������� ��,5 �� ��7

,�	 ���������	 �� �	����0��&	 ������	 	��� ��6��	 ��	� ?

κ̄Q(x) =
[
κ̄−

Q(x), κ̄+
Q(x)

]
=

[
min

i/x∈AQ(i)
i, max

i/x∈AQ(i)
i

]
.

������ ���< �� ������� �� ��	���� ������ 	�� ��	 ���������	 �� ��&	 K��
 	������ �
'<
�
 ���N ?

ν̄Q(x) =
[
ν̄−

Q(x), ν̄+
Q(x)

]
=

[
1 + |Xs

Q(x)|, n − |Xp
Q(x)|

]
.

4� ��	 ������	 �� �������		���	 �� �� 	����		���	 ���� ��%�� x 	��� ��������	 ��	 ������	
��	 �����@��	 ������	 ������	 ��	 ����������� ?

|Xs
Q(x)| =

∣∣∣∣∣∣∣
⋃

j<mini/x∈AQ(i) i

AQ(j)

∣∣∣∣∣∣∣
|Xp

Q(x)| =

∣∣∣∣∣∣∣
⋃

j>maxi/x∈AQ(i) i

AQ(j)

∣∣∣∣∣∣∣ .

!��	�< |Xs
Q(x)| �	� ��� �������� 	���������� ����		��� �� κ̄−

Q(x)< ���	 ��� |Xp
Q(x)| �	� ���

�������� 	���������� ������		��� �� κ̄+
Q(x)


9����	����� ?



I κ̄−
Q(x) �	� ��� �������� 	���������� ����		��� �� |Xs

Q(x)|< �� ���� �� ν̄−
Q(x) = 1 +

|Xs
Q(x)| J

I κ̄+
Q(x) �	� ��� �������� 	���������� ������		��� �� |Xp

Q(x)| − n< �� ������< ��������

	���������� ����		��� �� ν̄+
Q(x) = n− |Xp

Q(x)|


(�	 ���� ��������	 ������ ����	 �����	 	�� {1, . . . ,mQ}< ����	 	��� �����	 ���� �&��	
�� ��&	 �� ���� ���5��� ��	������< �� ��� ����� � �����	�����






������
� �

�	�� � ������ ��� ��� ������

�����	���

���	 �����	��	 ��	 �� ������� ����������� �� ����� ������� ; ����"	� ��	 ���6�	
	��	�����	 ������ �� ������������ �� ������� K��
 	������ �< �
 ��N< ��������� ��	 �����	
���	������	
 ! �� ������0����� ����	��� �� ����	����� ��	 ��	����	 ������	< ���	 �����0
���	 �8������ ��� ������	�� ��� ��	 �����	 ���	 ��		����	
 ��	 �� ������� ����	< ���	
��������	 ���� ���� ��������� ��	 ��	����	 ����� ��"	� �� ������	 	��	�������	 ���������
���R ��� ���	��� ������< �� ���	 ��������	 �� %�	��6����	 ��	 ��8������	 �� 	��������	
��	�����	


���	 ���	 ���	�������	 ��	 ����������	 ��������	 	�� ��	 ���6�	 	��	�����	 ����	 �
����	 �� ����� �=�� ���������� ���������� �� �����	 ���	������	< ��	 �� ��� �� 	��0
��&��� ��8�����	 ����	 �� ����� ��������� ����"	� ? ������< � 	������� ��	 �������	
+���	 ��	�����	 	�� �� &��� ������ �� ����������	 J ��	����< � ��		������� ����������� ���
���������� ���������	��� ����������� ���������� ���5	 ��	 %�&�	


���	 �����	��	 ��� ��� ������������ �� ��	 ��	����	 ��� ���� ������	 	�� �� %��
�� ���6�	 	��	�����	 ��������	< ������ 	�� � ���������� ������ �� ��	����� �� �����	
���	������	


� 
��#������� ��� *�&��

��	 � �%����� ��	 �������	 �	�����	 ����"	� �� ���6�	 	��	�����	< �� ������������
��	 %�&�	 �	� ����� 	����� ��	 ����	 �������	 �� ��	����������< �� ����������� �� ��
���	��	�����< �� �������� ��	 ��������	 �������	
 (���� ���	 �����	 ������ ��	 ��
������� ���������< ���	 ��	��	��	 �� �����	�������	 	"���������	 ���� ��	 ��8������	
�������	�����	


�-1



��� �������������� ��� ��������

��	 � ������� �� ���������< � ������ ��	 %�&�	 ; ��	�������� ��	 �������	 �� ��������
���� ��	�������� ����� �	� ������ �� ��� ��"	� �� � ������ ; �� ������ K�8�� �������N
	�� ��	 ����	 ����������	 �������	
 ,� ��	� �	� �	���� ��	���� ���	��� �� ��&�� �� 	�&��6�����
K�%����� �� �&��	N �	� ��������� ; �� 	����< 6�� ��� ; 0.1%
 ,��"����5	� ���&���� ��	
��"����	 ��	 ��8�����	 �������	 �	� ���	 ��%����< �� ��� 	�&��6� ���� ����	 �� ������ ��
�������	  ��� ��	������� �� �� %�&�
 4� ���� ��� ����� ���������� ��	�� 		�R �����


,���������� �� �������� 	������ �����	� �� ����� ������� �8�� ��� �������� ���	
6�� �� ��������� �� %�&� ; ��	�������� ��	 �������	
 9� 	�&�� �� �8�� �� ������ +�� �� �
������� �� �������� 	������ �����	����� ��	 ������	 ������� ��	 �������	
 ,� �����
�� ��	���������� ��	��� �	� ���	 6�< ���	��� ����������� ���@� &����������� �� ��������
�� ������ �� ������	 �� �������	 �������	 �� �� %�&�< ��	� ��� ��	 ��&��	 �� ���������
�� ��	 ������	


��	 � ������� �� ���������< 	���	 ����	 ������	 %�&�0��	��������	 	��� �	����	 ���0
��	��������	 K%�&� ��< ��	��������	 ������� �� �����< %�&� �� ��	�������� !���	4��N


���� �� ��	�������� �������< ��	 ���������	 �� �������� 	������ �����	����	 	�� � 6&���
-
�< �
 �-* �������� ��	 ������ �� ��	����������	 ���	 ��������	�	
 :� ����������< �� %�&�
� �	� �		� ��� ��	�������� ��� �� %�&� ��
 4� ��	���� �� �8�� 	�� � 6&��� -
�< �
 �-#
����� �� �	 ����� �� ��	���������� ����� ����� 	��� ��	 ���� �������	
 (� ������������
���	� �	 ������ �� � ������� �� ���������< �� �� %�&�  ��������� ������� �� �������
 �� ���	 ��	 ����	< �� ��� 	�U� ; ��%���� �� ��	� &���� ���&���� ��	 ��"����	
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 �-#< ��  �����	���� � ������� +��� �		�� �� %�&� �� ���	 ��	0
�������� K%�&� 1N< ��� 	�������� ; �� ����� ���� ��� ? � ��	���������� �	� ���	���
������
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Juge 7 / Descripteur Brillant 
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��	 ��� ������� �������������< �� 	����� ��� �	� ��������� ��� ���������� �		� �����

:� �8��< �� ������ �� ����������	 ���� �����< ���� ��"����	 �� 	��� ��	��������	 ��� 	�
����	 ����	 	��� ��5	 ��������	
 �� �������< �� ��	� �� ������	�� �� ��"����	 K��	�
�� /�Y�"< ��� �� 	���� �� 	�&��6����� ; -QN ������� 	�� ��	 ������	 �� %�&� 1 ���� ��
��	�������� �������< �� ������ �	 �� ������� ������� ���� ������� K6&��� -
'< �
 � �N ?
�� ������� ������ ����� �� ���� ���	� ��	���&�� ��� ��	 ����	 �������	 ���&�	 	����	 ��
���������	
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' I /�	� �� ������	�� �� ��"����	< ��	�������� .������< ��&� 1
 ! ����� �������
�����	���� �� ���������< ���� ���	��		� �� ������ �	� �&� ; � ��"���� �� 	�	 ��	���	
	�� ��	 ����������	
 )�� ���� �� ������� ���	� �	 	�&��6��������� ��������< ���	��� ����	
���������	 		����	 	� ����������


��� '�������	���

��	 � ������� �� ���������< � ����������� ��	 %�&�	 �	� ������ �� � ������
��������� ��	 ��	���	 	�� ��	 ����������	< 	�� ����� ��	 ��	��������	
 ��	 ����� �	< ��
	�&�� �� ����������� �� ���+��< ��� 	�������� ��	 �����	���	 �� ��	���	 ��� %�	��6��	 ��
���� �������	���
 ,�	 ���� ���������	 �� ��	����� ���� �	 �� �=�� ������5��
 $���� �
�����5��< � ����������� �	� ������ ���	��� ��	 ��������	 	��� 	���������� ���������	 	��
��	 ����	 ����������	
 $���� � 	������< 	��� ������� ���� =��� �������


���	 ���	 ����������	 	�� �� ��	�������� ������� ? ��	 %�&�	 '< -< #< ��< �� �� �� ���
�� ����0�"�� 	�������� ; � ����� ������ ������� 	�� ����	����� ��	 ������	 %�&�	0
��	��������	< �� 	��� ���� %�&�	 ����� ��� ��������	 �� � ������� �� ���������


,�	 ���������	 �� ���+�� �� ����� ������� 	��� �����	����	 	�� � 6&��� -
�< �
 �-*

9�� ������< � ��������� �	� ���	 6�� ? ��	 %�&�	 �� �� �� 	��� ��	 ����	 ��������	< 	����	
�� �� %�&� �< ���	 �� ��	 %�&�	 ' �� #


���	 ��	�	�����	 	�� ���� ��	�������	
 /��� ������ �� %�&� �< ���� ��	 �������	 +���	
	��� �����	�����	 �� 6&��� -
�< �
 �-#< 	����� �8���������� ��� ��������< � ��&�� ��	
�����	���	 ����	��	 K�������� �� ��	 �������	 � �� 'N
 ,� ����� ����0�"�� 	� %�	��6�



	��������� �� ��� ����	� ����������� �� ��������� ? 	��� ��	 ���� �������	 	� ���&���
� 	������ ������ �� ���������
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$���� ����� ����5�� ������������ ������< �� ������������ �� �� %�&� �	� �� �8��
���������< ���	��� � ��������� �� ��������� ��	 �����	 ����� �������	 	�� ��	 ����������	
�	� ��	������
 ,� 	��� ����� �������� �������	��� ��	 �������	 � �� - ? 	�� � ���������� ��
���< � ��	��� �������� � ������� � �	� ������ �� R���< ���	 ��� ����� �� ������� - �	�
	�&��6��������� ���	 ������< �� ��� ��� 	������	� �����5������ 	�� � ���������� �� ������

,�	 ��������	 �� �� %�&� 	��� ���� &��������� ���������	 �� ����� �� ��� ������< ��
��� �	� ���� ��	 �� �������� �� ����� �������


��� %��������

,�	 �����	 ���������� ��	 ������	 ������������	 �� ���	��	�	 �� � ������� �� ����0
����� 	��� ��	 	�����	 K���� ����� ��	��������N ?

I ��	� �� W����� ? ������� ������ �� ��	 ��"����	 ��	 ����	 	�� ��	 ����������	 ��
����� ��	 %�&�	 �	� ������ ; ����� ������ �� ��	 ��"����	 ��	 ����	 	�� ��	 %�&�	
�� ����������	< &�B�� � �� �� W����� J ����� ��	��� �� ���������� �	� ���������
�� �� ��&�� �� 	�&��6����� �� ��	� �� W����� J

I ������	�� ��	 &����	 ��	 ����	 ��	 %�&�	< ��� ���� ��	 ����	 ��"�����	 ��
���� J

I ��� ��"	� �� �����	��� ���������	 �������	0%�&�	< ������� ; �����	 �� ������ ��	
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 $�� � 6&��� -
 < �
 � �< �� &���� ��	 ����	 �� %�&� � ������ �� ����
�� 	������ �� ���	��	�	 ? ��  ����� ��5	 ��� �� ��	����������
 ���� ��	 ����	 %�&�	 ���
���	��	���	< ���	����	 ��� �����	� ��	 �������	 �� ������ �� ��"����	 �� ����
 :�6�<
� �����	������� �� ������� ��� �� ����"	� �� �����	���	 ���������	 �������	0%�&�	
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����� ������� ������� +��� ������� ���� �"��	 �� ��	����	 ?
I �� ��	����� ����� %�&�	 ? �� 	�&�� �� ���+�� &����� ���	 �� ��&��&���� ��	 %�&�	 J ��
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I � �����	������� �� ���	��	�	< �� �� ��	����������� ����������	������ ���������
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�� ��	 %�&�	 	��� ���� ���	������	 �� �C�� �������< ; �����	 ��	 ��	���	 �� �� �� W�����
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���� ��6�� ; ����� ��	 ��"����	 ��	 ��	���	 ��������	 �� ��	 %�&�	 ? ���� ����� �� ���
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�� ���������	 �� ����������	 ����� ��	 �����	 �� ����� ����� K	��� ��� 1 − 0.15 = 0.85N
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, ������� ���	��	����� ������� K6&��� -
��< �
 � -N �	� ������		��� ; ���	����	 �&��	 ?
	�	 ��	����������	 ��� 6���	 	��� �		� ������	 ��� ��		���� �� �����	 ��������	 �� ��	
%�&�	 K��	����� ������� �� ������ ���&� �� ���	��	�	N
 ������ ���< ��	 ��	����������	
���	��� �������	 	��� �� ����� ��� �����	 �� ����	����� ��	 %�&�	
 ,�	 %�&�	 ��	 ���	
����&��	 �� ���	��	�	 	��� ��	 %�&�	 �< -<  < #< �� �� ��


(����������� ; �� ���������� � ������� �� ���������< �� ���	��5�� ��� �� %�&� �� �	�
		�R �����	������ �� ���	��	�	
 :� �8��< �� ���������� 	�	 �����	�	 K6&��� -
��< �
 �  N ;
� �����	� ��"���� �� ���� K6&��� -
��< �
 � -N< �� 	����C��� ��� �� %�&� �� 	��	� ������
&��������� ���	 ��	�������� ��� �� ���	��	�	< ��	 	�	 ������������ K�	 �������	���
�������N
 �� ������ ; � �����	������� �� ���	��	�	< ��� ���5	 �� ��	���������� 	�
������ �� ��	 ������	 ���	 �����	< �� �� �� ����&� �� 	�� ������ ? ��	 ����������	 ���
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(���� ������� �� ��� ���	��	�	< ���	 ���	 ������		��	 � ��	�������� ����< ���� ��
����� �� ��	����� ��	��� 	�� �� ���	��	�	 �	� �� ���	 �	 K��
 6&��� -
*< �
 � �N
 , 6&���
-
��< �
 � 1 ������� � �����	������� 	�������� �� ���	��	�	 ? ; ����������� ��	 %�&�	 �� ��
��< �� ���	��	�	 	����� ��5	 ���
 , �����	������� ����������� �� � 6&��� -
�'< �
 � * �8��
�� ���C� ���	 ������� ��	 ���������	 ����� %�&�	
 ,�	 %�&�	 �� �� �� 	��� �� �8�� ��	 ����	
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6������ ������������ K�� ����� �����	������ �� ������	 ��	 ���	 �����	N
 :�	����< ��	
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 ,�	
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��	 � ������� �� ���������< �� ������ �� ���������� �� ��!(� �������	0%�&�	 ���	��
�� � ������ &����� �� ���	��	�	 ? ��������� �� ������� �� ������ ���	 �� #�Q K��
 6&���
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�-< �
 � *N
 �� �C�� ���	 �����	�< ��	 ��&��	 �� 	�&��6����� �� ��	� �� W����� ��������
��� 	��� �� %�&� �� �	� ��� ���	��	��� 	�� �� ��	�������� ����< ��� �� ��&�� �&� ; �
���Q
Kd�
��QN
 �������< �� %�&� �� ������ ���� ���� ����� ��������
 (������	 �� ���	��	�	
K6&��� -
� < �
 � #N �� � ������� &��&�� �� %�&� �� K6&��� -
�1< �
 � #N ? 	���� �� �������< ��
������� * �	� ������ �� ��	 �������	 �< -< ��  < ���	 ��� 	���� � ������� ���	��	�����< ���	�
�������	�
 ������ ���< � ������� �� %�&� �� �����	����� 	�� � 6&��� -
�*< �
 �1� ������
�� ������5�� 	������� ? ������� �	� ���	��� ����< �� �� ������� * �	� ��		� ���0�������<
	��� �� ��	����� �� ������ �� ������ �� �������	 �< - ��  


(���� ��8���������� ��	 %�&�	 �� �� �� ��	 � ������� �� ��������� ����� ; �� ��&��
�����
 :� �8��< �� ������������ �� %�&� �� �	� �	���� ��	����� �� ����� �� %�&� ��< ���� ���
��	 �����	 ����� ������	 �� ����	 ��	���	 ��"�����	 ��85���� �� ��� ������ �����	��� ?
���R �� %�&� ��< � ��	��� ��"���� �� ������� ' �	� 	��������� ; ����� �� ������� �< �����
���� �� ���	��	�	< ��	 ������������ � %�&� ��
 (� ����&� 	�U� ; ������@��� ��	 �����	
����� �� %�&� �� �� �� ���	��	�	 ����� ��� 	�&��6��������� ��	�����	


9� �������� �� 	����&��� ��� ������������� ����� ��	 ����	 ��"����	 ���� %�&� �� �����	
�� ���� ���	� �	 ����6��< ��	 	������	 ���� �������	 �� �������� ��	 �����5��	
 ,� ��	� ��
W����� �	� �� ���	������ ��		�< �� ��	 ��&��	 �� 	�&��6����� 	���	����	
 ���� ����� ��0



-0.25 -0.2 -0.15 -0.1 -0.05 0 0.05 0.1 0.15
-0.15

-0.1

-0.05

0

0.05

0.1

0.15

0.2

1

2

3
4

5
67

8

9
10

11

12

C

1

2

3
4

5
67

8

9
10

11

12

C

 

���� -
�' I ��$ ����������� ��	 ����������	 �����0%�&�	 �� ��	�������� ����

 

 

Axe 1 : 93.2%  
Axe 2 : 4.4% 

CHEVALLIER M 
GIL FR 
VERZEELE RE 
TUFFERY CA GORE BR 

AUDOUY SY 
TRAN VAN SO 

CONTOUX BE ANTOINE PI 

DARD LU 
DE JOYBERT BR 

vert 

Axe 1 

Axe 2 

Cercle de Corrélation 1-2 

J1 
J2 

J3 
J4 
J5 
J6 

J7 
J8 

J9 J10 

J11 
J12 

���� -
�- I (����� �� ���������� �� ������� ��� �0� �� ��!(� �������	0%�&�	< ��	��������
����



1

1

4 2 8 3 5 6 7

4

2

8

3

5

6

7

D
é

co
m

po
si

tio
n

 D
IC

Consensus
 

���� -
� I ��	�������� T���< (��	��	�	

 
1 

1 

1 

2 

2 

2 

3 

3 

3 

4 

4 

4 

5 

5 

5 

6 

6 

6 

7 

7 

7 

8 

8 

8 

S
ui

vi
 d

es
 r

ép
ét

iti
on

s 

1 
1 

2 4 3 5 6 8 7 

2 
4 
3 
5 
6 
8 
7 

D
éc

om
po

si
tio

n 
D

IC
 

Juge 11 / Descripteur Vert 
 

���� -
�1 I ��	�������� T���< ��&� ��



 
1 

1 

1 

2 

2 

2 

3 

3 

3 

4 

4 

4 

5 

5 

5 

6 

6 

6 

7 

7 

7 

8 

8 

8 

S
ui

vi
 d

es
 r

ép
ét

iti
on

s 

1 
1 

4 2 3 5 6 8 7 

4 
2 
3 
5 
6 
8 
7 

D
éc

om
po

si
tio

n 
D

IC
 

Juge 12 / Descripteur Vert 
 

���� -
�* I ��	�������� T���< ��&� ��

	��< �� %�&� ��< ��� �� ��&�� �� 	�&��6����� �� �
�� < ������ ���	���������� ��%������
�� %�&� �� ��	 � ���&���� ��	 %�&�	 ���0���	��	���	


�����	 6������� ��� 	���� ����� �������< �� ��"  �	 �� ���� ��	����� ����� ��	
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$�� ����	����� ��	 ��	��������	< ��	 ���� �������	 ��_������� �� ������	 	�� � ������
��	 ��	����	 ? ��	 %�&�	 ��������� ��� ���	��	���	 	��� ����������� ������	< �� �=�� ���
��	 ��	��������	 �� �����	 �� ����	����� �� ����
 ����� ������� �8�� ��������	 ���
	"���5	� ���	 6�� ��	 ����	 ����� %�&�	


	 "������������� ��� ��������

,�	 �������	 �	�����	 ����"	� �� ���6�	 	��	�����	 �����	��� �� &����� ��� 	"���5	�
�� ����� ��	��������< �� ���������� 	��	 � ����� �� ��	�	 �� ������	��	 ��������	<
����� �� ��	� �� �����
 !�� ������	���	 �� ��	 ��	�	< ���	 ����	 ���������� ��	 ������	
�������	 &��&��	 	�� �� ���� �� %�&�	
 ���	 ���	 ���������	 ��	 �����	�������	 �����0
��	��������	




��� ����/�����������

���� ����� ��	��������< ��	 �����&����	 ����� ��	 ���� �������	 	��� 		�R �����	
 4�
���� �� �8�� ������� ����������� �� ��	���� ���� ��	� �� ����� ��� ��� ���0�����
�� � ������� �� �������� 	������ ���	��	����� K�� �������< � ����� �
 < 		�������
; �� ����� ��"�� �� ���������N
 9� 	�U� ���� ��� ���������� �� ������ �� ������	 ��
�������	 ��	������	
 �� ������ ; ��� �����	������� �� �"�� ��	� �� ����� K�� ��	� ��
/��Y�"N< ��	 ��8������	 �������	 �� ����� ������� � ����� ��	 &�����	 �� �������	
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,�	 �����	�������	 ��	 ���� �������	 	� ��	���&���� �� ��	 ��8������	 �� ���������
�� ������������
 !��	�< ��	 �����	�������	 	� �������	��� �� �������		��� �������	� ��
������	 ������� ����� �������	 ? ��	 �����	 ���%����	 ��	 �������	 	��� ������	 �� ��	
�����&��	< �� �����	 ��	 ��	��������	 �� 	��� �� ��	 �����	�	 ��������	
 ,�	 �������	 +���	
�� �������� 	������ ��� ��� �������	 ; ���� ���0����� ���� ����� 		�R ����� K�
1N ?
���	 ���	 ���� ������ ��	 ��	����������	 ����H� L �������	 M< �� ���  ������� ; ���&��
��	 �����	 �������	�	


9����	�����< ��	 �����	�������	 �� ����"	� �� �����	���	 ���������	 ��		����<
������� ������ �� ������������ ���������� ��"�����< ��	 	�	 ����� &�	���� �� ����0
�����	��� ? �������	 �� ��	��������	 	��� ���� ����� ���	����	 �� �� �����
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Analyse en composante principales (variables)

 

���� -
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Axe 3

Analyse en composante principales (variables)

 

���� -
�* I ��� �0� �� � �����	������� ��	 ��	��������	 �� ��!(� ��	 ����	 ��"�����	



������ ���< ��!(� �� � ������� �� ��������� �	� ������< ���	 ��� ���	 �����	 �	
����6� ���������� ��	 ���������	 �� �	����0��&	 ? ����� ��������< ���� ����� ��	0
��������< �	� �������� ����		��� �� ������ �� �	����0��&	 ����� ��������
 :��� �����	����
���� &��������� ; � ������� ������������ ��	 ��	��������	
 �� ���	������< ��� ��
����� �� ����� 		�R �����< ��	 ��	��������	 ��� ���	��	���	 �� ��� ��	��������	 ��	�����
�� �� �	 =��� 6�5������ �����	
 ���� ����� ��	��< ��	 ��	��������	 !���	4�� �� �������
�� 	����� �	 ����������	 ? 	�� � 6&��� -
�#< �
 �1*< ��	 ���������� ��	����������� ���� ��
����	 �	����0��&	< ������ 	�� ���� �� ��	�������� ����#�����


:� ����� �� ��	 ��8������	 ����������	< �� 	����C��� ��� ��	 �����	�������	 �����0
	��	 �� ��	 ���� �������	 	��� ��5	 	�������	 ?

I ,� ������� ��� �� �����	������� ��	 �������	 K6&���	 -
��< �
 �1# �� -
�-< �
 �1-N
���8�� �	 �� �����&���� ������ ? ��	 ��	�����	 �������	 ��	 �������	 	��� ����0
������	 ��	 ��	 ���� �������	
 , ������� ������� +��� �����	� �������� �
���0��	���������� K	�� �� ���N ��	 ������	 �� �������	 K�<*N �� K�<-N
 9��< �� ��	��0
�� �� ��� ��� ���6���� ��� ������������� ��	������ �� ��� �� ��!(� ��		����
���	���� �� 6&��� -
�-< �
 �1- ? ��	 �����	 � �� *< ����� ��	 �����	 � �� -< 	��� ��5	
������	 ���� �� ������


I ,� 	����� ��� �� �����	������� ��	 �������	 K6&���	 -
��< �
 �1# �� -
� < �
 �1-N
���	� �	 �		� ��&�����	����� ��������� 	�� ��	 ���� �������	< �� ���������� ����
��	 �������	  �� 1
 4� 	����&�� �&������ �� �	 �� ������� � ���< 	���� ; ���
��������� ���������� �� ���� � 	�� ��!(� ��		����< ���	� �	 �		� ������� ��	
����� ���������
 (���� ��8������ 	��������� �		������������ �� �� ��� ��������� ��
��	�������� !���	4�� ��	 ����� ������� ��� ������ ? �������	� �� ���	�������
�� ������� � K��
 6&��� -
�#< �
 �1*N< �� ��	�������� %�	��6� ; ��� 	��� ���� � �� ��!(�
��		���� ������


I ,� ������� ��� �� �����	������� ��	 ��	��������	 ������ �� � ������� �������
+��� K6&��� -
��< �
 �*�N 	�������� ��������� ; ����� �� ��!(� ��		���� K6&���
-
�1< �
 �1 N
 $��� �� ��	�������� !���	4��< �� ������� 	�� �� ���< ������ ��
��&�� ����&� 	����� � �������
 ��	 � ��������� ������� +���< �� ������� ��
	��������� ������������� �� ��	 ��	��������	 ����< ����#�����< ������ �� 	�������"<
���� ��	 �����	�	 �����	�������	 	��� ��5	 ���	���	 �� � ���%������ �� ��	��������
	��	0%����
 $�� � 6&��� -
�#< �
 �1*< �� ���� ����6�� � ��������� �� ��	 ��	��������	<
��	� ��� ���� ����5�� ��������� ��	��������
 ,� �����5�� �� 	��������� ������0
������� �� ��	 ��	��������	 ������� �� �����< ���� �������	������ ��	 ���%������	
������ ��� ����� ����������


I ,� 	����� ��� 	����&�� � �=�� 	�������� ����� ��	 ���� �������	
 ��	 ���� �
�	� ����	 ���� �������� �� � ������� ������� +���< ������������� ���� ��� ��
��	�������� !���	4�� �	� ��5	 �� ��6�� ? � ��&� 	����� �� �������	� �����	�������
������ 	�� ��5	 ����� ������� ��	��������
 ���� �	����0��&	 	�U	��� �� �8�� ;
�������� ����	����� ��	 ����	 �������


4� 	����&�� �&������ ������ ��� ���	����� � �����	������� �� ���������	��� ��	 ���0
����	
 �� �������< ��	 ��&�	 �����&��	 ������	 �� �������	 - �� � 	�����	��� �� ���0
%������	 ��	 �������	  �� 1< 	�� ��	 ���� ���	 �� ����"	� �� �����	���	 ���������	
�������	�
 (���� ��8���������� 	� �������� � ����� ��	 ���������	 �� �	����0��&	< 	��
� 6&��� -
�#< �
 �1*
 :� �8��< 	�� � ������� ��	 ��	��������	< ��	 �������	 � �� - ��������
��	 ���	 &���	 ������	 �� �	����0��&	 K��	����������� �� �� ��N< ���	 ��� ��	 �������	
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���� -
�# I 9��������	 �� �	����0��&	 �������	�����	 �� �����0����� �� ����� �
1 ��
� ������� �� �������� 	������ ���	��	����� �� ����� ��	��������< ��� �� �	�������
K = 4
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�� I ��� (1, 2) �� ��!(� 	�� ��	 �������	 �� ����"	� �����0��	��������	
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���� -
�� I ��� (2, 3) �� � �����	������� 	�������� �� � ���������� �����0��	��������	



 �� 1 �� �������� �� ������� K��	�����������  �� 1N
 ,� ������� � �	� �&������ 	��&�0
����< ; ��	� �� � ��&��� �� 	�� �����&�� �� ���%������ 	�� ���� � ? 	���� �� ��	��������
�����< ������������� ������� ; ��� ��< 	�� ��������� �� �	����0��&	 	������ �� �8�� 	��
' �	����0��&	< ���	 ����� �	� ������������ ��	������� 	���� ��	 ����	 ��	��������	


���� ��������< ��	 ���� �������	 ����������	��������	 �����		���< 	�� �� %�� �� ���0
���	< ; ��	 ��	����	 ��5	 ������	
 ,����������� ���������� ��%���� ��	 ��������� ��0
����� +��� �����@� ���� �	 �		��������< �� ����	 ���� ��	 ���6�	
 ������ ���< �
�����	������� �� ���������	��� ������� �	� ����� ; � ��������� ��	 &�����	 �� �������	 ? ���
�� ������ K-<�N< ������� ��	�������� �� 	����� ������� ��	�������� ���������
 !� �����
�� � �����	������� ��	 ��	��������	< ���� ������ �� ����5�� ���	 �� ����	 ��	��������
�� �����


� ����� ��� �� ���� �� ���'�� ��� ��� ���+�� ����������

$�� ����	����� ��	 �����	�	 �������	 �� ����� ������� ������� +���< ��� �� 	��� �
����� �� � ��	�������� ��	 %�&�	< ��	 �������	 �� ��	 ��	��������	< ���	 �����	 ���� �	
���	��� �� �����&���� ���������� �� ������ ; � ������� �� ���������
 :� �������<
����� ������� 	� ��	���&�� �� ��� ��������� �� ������	 ��8������	 ?

I � ����� �� ������� ��	�������� ��	 %�&�	< �� ���� ������������� ��� ��	 �����0
����	 	��� ���	 6�	< � 	��	 �7 ��	 ���������� �� �������� ����������� ��	 %�&�	 ��
������ ; ����� ���������� J

I ����������� �� ����������� �� ����� ������� ��	��� � 	������� �� ������������
������� +��� 	�� ��	 ����������	 J �� ���	������< ���� �� 	�������� ��� ��	 ����	
�� ��	���	 ��� �����	��� �� ������	 �����	���	 	�� ��	 ����������	< �� ��� � ����
	������ ���	 �������� ������ ������ ? ��� %�	��6� ���	����	 ��8������	 ���	����	 J

I ���� �� ���	��	�	< ��	 ���� �����	 ; ����� ��	��	����� ��� �����&� �� &���� �������0
��	��� ��	 �������	 �������	
 (��	� ��������5������ �������� ���	�����	 	��� ���0
���	 ; ��	 �����	 �	�	 	�� ��	 ����������	 �� ��&	 ��		����	
 ������ ���< �
�����	������� ��	 ����������	 +���	 �����0%�&�	 ��� �� �������� ��	 ��8������	 ��
��	���������� ����� ��	 %�&�	< �� ��� %��� �� �H�� ������		�� ��	 ��������������� ��
���	��	�	 J

I ��	 �����	�������	 ��	 �������	 �� ��	�������� 	��� 		�R ��� ����&���	 �� �����	
�		��	 �� ��	�	 �� ����� J ���	 �����	�����< ��	 ��8������	 	��� 		�R ���������	<
��	 �� ����� ���������
 !� ����� �� ��&��&���� 	�� ��	 ����������	< ���	 ���	
����� ���	 �� ����6�� � ��&������� �� ��	 ��8������	 �� ��"	�� ��	 ��������	 ��
%�&� �������� J

I ��6�< � ���; �� � ��	�������� �� ���������	���< ��	 �����	�������	 �����0
�����	��������	 ��� ���	 �������	 	��� ������������� 	�������	 ; �����	 �� �
������� �� ���������
 $����&���	 ; �� �����	 ������ ��� �� ����� ��		������� �	�
	�	 ����� �������� ; � 	��&������ �� %�� �� ������	
 :� �8��< � 	�������� �����
��	 �����	�������	 ���� ; ������� ��� ������������ ���������� �� %��� ��� �����
�H�� ��5	 	��������< ���	������� ���	� �	 &���� �� ����� ������� ������� +��� K;
����������� �� � ��� ��� ��� ������ �������� �� ��&�� �� ��������� ��	 ������	 ��
��������N






������	�

��	 �� �������< ���	 ���	 ������� ������ 	���� ������� �� �����5�� �� ����"	�
�� ���6�	 	��	�����	 ���� =��� ��	��� �� �C�� 	��	��	��� �� �� ���	 ��	 �������	 ����0
���	 +���	
 :������	 �� ���� �� � ��@�� �� ���������< ���	 ���	 ������ �������
��	 ������	 ����������	 ������������ �������� ��	���� =��� &�����	 �� �C�� ; �������
��	 �������	< ��	 ��	��������	 �� ��	 %�&�	
 ��6���	 ��	 �� ���� �� � ������� ��	 	��	0
��	�����	 +��	< ��	 ������	 ����������	 ���5&���� ���������	��� ��	 ��������	 ��	 %�&�	<
�� � ����&��� %�	���� ���� �� � ��@�� �� ���������< ��	 ����	����� ��	 �����	���0
����	 �����	��	


��	 �� ������� �������< ���	 ���	 	����	 ���"� 	�� �� %�� �� ������	 �"�� ����
�����	�� ��� ������	�� ����� ����� ������� ����"	� ������� +��� �� ��� �������
��		����
 !� ���; ��	 &���	 ����	 	�����	 ����������� ��	 �� �������� �� ��	 ����
�������	< ����� ��������� 	��	� �������� �� �� ������ ������ �� ��	����	< ���� �������
��������  ������ � ����������
 ,�������� ������� +��� 	��	� ���� ������� ����� ��
������� ��	 ������5��	 	�	��������	 ��������		�� ����"	��


���	����	 	����	 �� � ������� �������� ��	 ����������	
 /��� ������< �� �	� �������
��� � ������ �� �	����0��&	 ���� =��� &������	�� � +��< �� �C�� ; ����&����	�� ��	
�����	�������	 ����������	��������	 	�� ��	 ��8�����	 ������ �����0�����
 , �����0
	������� �������	��������	 ��	 �������	 �	� �&������ 	�	�������� ��=��� ����������< 6�
��������� �� �������� �����H�� 	�� � ������������ ��	 ��	��������	 	��	0%����	
 $����0
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(��	� �� �8�� ��	 �� ��� ��� ���� ����� ��	 ����������	 �� %�&� 	�� ����	 ����������	
����H� ��� 	�� ��� 	���� ? �� 	�8������ ���	 ���� �� ���������� �� %�&� ; �����6��
��������� 	�	 	��	����	 	�� ��� 	���� ����������< ��� ����� ���������� ��	�������
�� 	�	 �����	�	 � ����	 �� ����	< ��	 ���� ��	�	 �� ������� ���		�� ����		������	

,������		����� �� ������ �� ����������	 ������ ����5	 ; ��� ���������� ���	 ���	�	����<
�� ����	 ��������� ��	 ������	 ���������� �� %�&� ����� ���< �� �� � ��������� ��
	�	 ����������	 ������ ���


9� 	����� �� ���	������ ������		�� �� ��	���� ����� ����	��		�
 ��	 ����� ����������
	�� ��	 �����	 ���	������	< ����� ��	 ����	 ����������	 ������������ ������	< ���	 ��	��0
	��	 ���� ��	����� �� ���0	��� ����������	 �� ����	 ����������	< �������	 ���5	 �� �=��
���� �� %�&�	< ���� ���� ��	 ���� ��	��������	 ? ������< �������< 	�������"< ����#�����< ��
�����


:� &��&��� ��	 ���0	��� ����������	 ���� ����� %�&�< �� ���� =��� ��		���� ���������
��� �����	� ��"���� �������	����� �� 	 ���������� �� ��	��������< ��� ���	 ���������	
������� �� ���������
 ���� ���< ���	 �����	��	 ������� � ��������� ��&��&����< ��
�������� �� �������� ��"���� K��� �� ��&�� �� ��	%������� �
-N ; ����� �����	� %�	��� �;
K��� �� ��&�� �� ��	%������� �
�N


��	 �� ������� ����	< ���	 ���������	 ��	 �������	 +���	 �		��	 ���� ����������
�� �������	��	 �� ����	 ����������	 ����������� ����	��	 ���� ��	 ���0	���< � �������
�� ��&��&���� ��"���� ��	 ���0	��� ����������	
 ���	 ���	 �����������	 ��	 �������	 ��
��������� ���� ������ � ���������� ��	 ������	 ���������	
 4�  �� �8�� ������ ��

�*#



%�&�	 ��������� ���0�=��	 ���� ��	��� K����� �������N �� �� ��������� ���������	��� ?
�� 	��������&� ���	 	�� � ������ ����� ������ ���������� ; ���	��&��� 	�� � ����������
��"���� �� %�&�


� ,'�������� ��� ����� ��� ��������� �� ��#�����

���	 �����	��	 ��� ��� ������� �� ��	��� �� � ��		�������� ����� ���� �������	
������� ������ P̃1 �� P̃2< ��� �� 	������ �	 	�� � ������ �� ���������� +���
 :� �8��<
���	 ��������	 ��� ��	��� ����� ��� ������ ������ �� � ��8������ �� ��	���������� �
����� �� ����� ���� �� �������	


)�� 	������� �������� ���	�	����� ; �	�� �� ����� 	�� � 	���� ?∑
(x,y)∈X×X

∣∣∣P̃1(x, y)− P̃2(x, y)
∣∣∣ .

������� �� ����� �	� ��U�������� ������������< �� �� �� ���	��&�� �	 	�� � ����������
�� �������� 	�� ����	����� ��	 ����	 ����%��	
 )�� 	������� ���	 	��	��	��� ���	�	�� ;
������� ��� ��&� �������� δ 	�� ��	 ��&��	 �� �������� 	������ �� ����� ���� ����%��	
{x, y}< ���	 ��������� ��	 ����	 ��� ������		��� �� 	����
 ���� ������< �� ���		�����
	�������� �� ����� ������� ��� ������ �� ��	����������
 ���	 ��6��		��	 ���� ���
��	��� �� ��		�������� �&�� � ������ �� ����	 ����%��	 	�� ��	����	 ��� ����� ������ �	�
��	����� J �� � ��	�&��� ����� �� ������ ��������
 ���� ������� �� 	��� �	 ��6��� 	��
IN∗ ?

Dissδ(P̃1, P̃2) = #
{
{x, y} ∈ X ×X/

∣∣∣P̃1(x, y)− P̃2(x, y)
∣∣∣ +

∣∣∣P̃1(y, x)− P̃2(y, x)
∣∣∣ > δ

}
.

(���� ������� ����� �� ������ ��	"������ ��	 �����	 ������	
 ���� ����� ���� ����%��	
{x, y}< ���� �	 	��� ��		����	 ? P̃1(x, y) = 0 �� P̃2(x, y) = 0< �� P̃1(x, y) = 0 �� P̃2(y, x) = 0

$����� �� �	< � ��������� �������	��� ����� ���� {x, y} ���� ��	 ����	 ��	�������	 ����
	� �������	�� ��	� ?

I �	 P̃1(x, y) = 0 �� P̃2(x, y) = 0 ?
∣∣∣P̃1(y, x)− P̃2(y, x)

∣∣∣ > δ J

I �	 P̃1(x, y) = 0 �� P̃2(y, x) = 0 ?
(
P̃1(y, x) + P̃2(x, y)

)
> δ


4� %�	��6� �� ����� ��������
 $��� Err(a, b) ��� �������� ��	��� �����&���� �����
���� �����	 a, b ?

Err : IR2 → {0, 1}
(a, b)→ 1 	� a �= b, 0 	����<

���	 ?

Dissδ(P̃1, P̃2) = #
{
{x, y} ∈ X ×X/ ���	 ��� ?∫ 1

0

[
Err

(
(P̃1)α(x, y), (P̃2)α(x, y)

)
+ Err

(
(P̃1)α(y, x), (P̃2)α(y, x)

)]
dα > δ

}
.



���	 ���	 6�� δ ��� ��� ����� ��	������ Kδ = 0.35N
 !��	�< ���� ��� �0
���� P̃1(x, y) = 1< �� ��" �� �	 �������� 	�� � ��	���������� �� � ���� {x, y} 	�
P̃2(x, y) ≥ [0.65; 1]
 ���� �� ����� ����	 ��� P̃1(x, y) = 0.5< �������� 	� ������� 	� P̃2(x, y)
	� ������ �� �����	 �� ����������� [0.15; 0.85]


	 "� ������� �� �� �������� �� ������� ����������

���� ����� %�&� �� ��	��������< ���	 ���	 ����������� 	���������� ���� �������0
	��	 ��	������	 �� ����	 ����������	 ���� ��	 ���0	��� ��	�������	
 ,� ������� ��&��&����
�� ������ ��	 �������	��	 �	� ��	���� ������ � ������� ��&��&���� ��	 ���0	��� ����0
������	 �� �=�� ������ %�&�0��	��������< &�B�� ; � ��	��� �� ��		�������� ������������
�������


,�	 ��@��	 ; ���	����	 �����	�������	 ��	 ��		��������	 �������	 	�� ����� ������
��	��������0%�&� 	��� �����	�����	 	�� � 6&��� !
�< �
 �#�
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���� !
� I ��		��������	 ����� ��	 &��&����	 �� �������	��	 �� � ����������	 �� ��	
�������	 �� ���������

,�	 ������	 ��"����	 	��� ������	 ��	 �� ����� 	����� ?



Juges 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 �4^:��:
4���� 0.6 1.2 3.8 1.7 5.9 2.1 2.2 1.2 4.3 2.1 2.2 3.7 2.6
.������ 3.0 2.0 5.4 2.8 4.3 5.1 2.5 0.6 6.0 5.7 5.0 6.8 4.1

3������� 2.0 3.0 1.9 2.2 2.8 3.2 2.7 1.8 3.0 3.5 4.5 3.1 2.8
(���S����� 0.2 0.9 1.0 1.0 2.0 2.0 0.9 3.0 2.9 3.4 3.9 16.6 3.2

���� 2.0 3.0 3.3 10.8 5.0 6.3 1.5 1.1 3.9 2.9 5.4 4.1 4.1
�4^:��: 1.6 2.1 3.1 3.7 4.0 3.8 2.0 1.5 4.0 3.5 4.2 6.9 3.4

,� ������� ���	�� �������� ��	 ��8������	 ����� ��	 %�&�	 �� ��	��������	
 !��	�< �����
%�&�	 	������� ������� ��	 �������	 ��������5������ 	����	< ��� �� ��"���� ��� ; ����
������	 �� ��	���������� 	�� ��	 ���&�0���� ������	 �� �������	 ��		����	
 (� 	��� ��	 %�&�	
�< �< �< 1 �� *< ��� ��� ������������ ��� �����	 ����� ��	 ���	 ��������	 K��
 6&���
'
��< �
 �'-N
 (�	 %�&�	 	��� �&������ ��5	 ��	��������	 ? ���	� ��������< �� ��	 ���"0
����5	� ��������< � 	������� ���>� �	 ��� ��5	 	�&��6�����
 :�6�< ��	 ��	��������	 ��	
����	 	����	 	��� �		� ���� ��� ���	 ����	 %�&�	 ��	 ����	 ��	��������	 �� ��������	
K��
 ��	 ��	��������	 ����� �� ������� 	�� � 6&��� '
�'< �
 �'-N
 O��� �� ����	 ������	
%�&�0��	��������	< ��	 ��	����	 	������� ����	 ������		��	 ��� ����	 ������	 �� ��"����<
��	 ��� ���	 ����� ���������


(�	 ��	����	 	��� ��	����	 ���� ��	 ���	 %�&�	< 	�	 ����� ����	 ���� ��	 ����	
 4� ����
������ �� ��	� � ���������� �� � ������� �� ���������< &��&�� 	�� ���0	��� ����������	 ?
��� �� �������� ��"���� � ��������� �� ������ �� �������� �����@� �	 ��5	
����������< �� �������&��� ��	 ������	 +��	 		�R �����	
 ������ ���< �� ��� ��������
��� �� &��� ������ �� ����������	 ������ ������������� ��������� 	�� �� ���(� ��	�0
���< � ������ L ���������� ��"���� M �� ���		�� �	 ����������
 :�6�< �� ����
�&������ ���	������ ��� ��	 ���6�	 	��	�����	 	��� �		�	 ����� �������� �������� ���
��	�� �� �������� 		�R ��U����


4� ���� ��6� 	����&��� ��� ��	 �������	 ��8������ ���		�R ��� ��&��&���� ��	
�����	�	 ��	 %�&�	 ? ���������� ��"���� �� �� �����		�	 ��&��&���� ���� �� �8�� ;
������� ��	 	��&������	 ��������	 �� ����� %�&�


� "� ������� ��� ����������� ������� �� ������� �����'�����

���� ����� ��	 ������	 %�&�0��	��������	< �� ������� ; ������ � ��		�������� �����
� ������� �� ��������� ������� 	�� ��	 ���0	��� ��������	 �� ����	 ����������	< ���
� ������� ����������� �		�� �� ����� ��	 	��� ����������	 �� ������	 ���������	 ; �����
��	��	�����


,�	 ��������	 ��� ��� ��������	 �� ��� ���	��� ������ �� � �C�� 	������ ?
I )�� �����5�� ���� ���� �������< ���� ��������< �������	����� �� ������� 	����
�� ��	�������� �����< ����� ���� ����� =��� ���������� ; ����� ������� ��	 ��	
��������	 ��		����	 J

I ���	 ��	 %�&�	 ������ �������&�	 	�� ���������	��� �����	 �	������� �����&��� �
���� ������������ ������< ; �����	 � ���	���� 	������ ? L O����� ���� �������



�

	����� ������ ������� �������	�� �� ������� P M J ���	 L O����� ���� ������
K


N P M< �� �C�� ; ������� �� ��������� �������� � ���� �������


!��	�< ������ ���������� �� ���������	��� �� ����� ��������� 	���	����� �������
������� ? ����� ��	����� ���	����� ����� ���� ������� �� ���� ��������� ���������	���
 ��� ����������� ���	����� �� �� ������ +�� ����&�����< �� ��6��		�� 	�� 	�����
����� � ���� �������< �� 	 �	� ����� ����������� ���������	���
 ,� ��	�� �� ���������
������� ���������


���� ����� ������ %�&�0��	��������< ���	 ���	 ������� 	�� � 6&��� !
�< �
 �#�< ��	
��@��	 ; ���	����	 �����	�������	 ��	 ������	 �� ��	���������� K�� ������ ; � �������
�� ���������N ��	����	 	�� ��	 	��� ����������	 �����������	 ; ����� ��	��	�����


1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
0

5

10

opaque

Juges

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
0

5

10

15
brillant

Juges

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
0

5

10

granuleux

Juges

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
0

10

20clair/foncé

Juges

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
0
5

10
15

nacré

Juges

 
���� !
� I ��		��������	 ����� ��	 �������	 �		��	 ��	 ������	 ���������	 K� ����������N ��
��	 �������	 �� ���������

,� ����� 	����� ��	�&�� ����	����� ��	 ��"����	 �������	 ?



Juges 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 �4^:��:
4���� 1.6 2.9 5.1 2.9 7.0 4.4 1.4 4.3 5.0 3.0 6.0 3.0 3.9
.������ 3.7 2.1 8.4 4.9 8.4 10.4 2.4 3.3 11.4 5.4 8.3 12.0 6.7

3������� 2.6 3.9 2.9 3.1 5.0 5.7 1.7 2.1 5.9 3.7 7.1 4.0 4.0
(���S����� 1.7 3.4 2.4 2.4 5.1 3.6 3.9 3.7 6.3 4.1 5.9 26.4 5.7

���� 2.0 5.1 4.9 16.3 9.4 13.0 2.3 2.9 7.1 3.1 7.7 8.1 6.8
�4^:��: 2.3 3.5 4.7 5.9 7.0 7.4 2.3 3.3 7.1 3.9 7.0 10.7 5.4

4� ���� ��� �� ��5	 �����	 ���&����	 ? ��	� ��	 ����� %�&�	 ������������ ������	 �����
	����	 	��� �; ������ ��	 ��������	 J �� ���� ���� %����� �� %�&� �� �&������ ��5	 	����

,�	 ����	 %�&�	 	������� ��������� ����	 ���������	


�� ������ �� ��		��������	 ��	 &��&����	 	�� ����	 ����������	 �� ����	 ����������	<
�� ���� ��� ��	 ���	 %�&�	 ���	��� �� ��"���� ����	 �� ���� ������	 	������������	

:� ����������< �� %�&� 1 ������� ��	 ��	����	 �		� ���	
 (��R ��	 ����	 %�&�	< ��	 ������	
������� ; �������	� �&������ ���� ���	 	��	��������


(�	 ��������	 �����������	 ���	�������� ��� �������� ������ ���� �� ���� ��
%�&�	< �� �� 	���� ��������� �� �������� 	�� � ���������� �� �����	 ������	 	�� ����� ������
����������
 �������	< ��	 ��	����	 �� ������	 %�&�	 	��� ����������	< �� ��� ��		� ���0
	�� ��� ������	����� �� ���������	��� ���	� �	 ��������� ����	����
 O��� � ������ ��
����������	 ����		��� ; ��� ����� �	������� ��	 ����������	 L ��"����	 M< �� ���@�
������ 	���� ���		� 	�U��< �� ����	 ���R ��	 %�&�	 ��	 ���	 	����	


,� ��������� ��	 ����������	 �� ���� �������� �	 =��� �����< �� 	����0�� ��� ����
���������� ��	 %�&�	 ��	 ���	 ���������	
 9� �	� ��������	 ������		�� �� ���	���� ��� ��	
%�&�	 ���������	 �� 	��� ���� ����	����� ��	 ��	��������	< �� ��� ���� ���� ��	 ������� ��
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