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5R�esum�eL'estimation des relations de d�ependance entre variables est g�en�eralement d�etermin�ee �a par-tir de mod�eles probabilistes. Cependant, ces mod�eles sont souvent inadapt�es aux donn�eesd�e�nies de fa�con impr�ecise ou lors de la prise en compte d'informations non num�eriques,comme le jugement d'un expert. La th�eorie des ensembles 
ous et la th�eorie des croyancespermettent au contraire de tenir compte de ces imperfections.Nous avons d'abord propos�e un syst�eme neuro-
ou pour la reconstruction de donn�ees man-quantes. Le principe est d'utiliser une base de r�egles 
oues construites �a partir des relationsentre les composantes des vecteurs d'un ensemble d'apprentissage. Notre m�ethode permetd'estimer toutes les variables manquantes d'un vecteur dans un seul mod�ele, quel que soitle nombre de variables disponibles. Nous l'avons appliqu�ee �a des donn�ees environnemen-tales, dans le cadre du projet europ�een EM2S. Une comparaison avec certaines approchesprobabilistes a �et�e �etudi�ee.Ensuite, nous avons propos�e une m�ethode de r�egression g�en�eralis�ee bas�ee sur la th�eoriedes croyances. L'information apport�ee par chaque �el�ement de l'ensemble d'apprentissage estrepr�esent�ee par une structure de croyance d�e�nie par la sortie associ�ee au vecteur d'ap-prentissage et par la distance au vecteur �etudi�e. Cette approche permet une caract�erisationde di��erents types d'incertitudes sur la sortie. Pour optimiser les performances du mod�ele,un crit�ere d'erreur entre deux structures de croyance a �et�e d�e�ni, g�en�eralisant une distanceclassique entre intervalles r�eels. A�n de diminuer le temps de calcul pour l'obtention de lastructure �nale, deux types de m�ethodes ont �et�e d�evelopp�es. L'un d'eux consiste simple-ment �a r�esumer l'information par classi�cation de l'ensemble d'apprentissage. L'autre reposesur l'approximation des structures de croyance par classi�cation hi�erarchique des �el�ementsfocaux ou par optimisation de crit�eres d'information.
Mots-cl�es :donn�ees manquantes, donn�ees impr�ecises, donn�ees incertaines, th�eorie des croyances, th�eoriede Dempster-Shafer, fonctions de croyance, approximation, syst�emes 
ous, syst�emes neuro-
ous, r�egression non-param�etrique, mesures d'incertitude, fusion de donn�ees, surveillance del'environnement.
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7AbstractThe estimation of dependence relationships between variables is generally performed usingprobabilistic models. However, these models are not adapted to imprecise data and they can-not easily take into account symbolic information such as experts opinions. On the contrary,fuzzy set theory and evidence theory allow to integrate these kinds of uncertainties.First, we have proposed a neuro-fuzzy system for missing data reconstruction. The principleof this system is to use a collection of fuzzy rules de�ned from relationships between thecomponents of training set vectors. In this method, all the missing variables of a vector areestimated using a single model, whatever the number of available variables. We have appliedit to environmental data, in the framework of the European project EM2S. A comparisonwith some probabilistic approaches has been studied.Then, a generalized regression method based on evidence theory had been proposed. Theinformation provided by each element of the training set is represented by a belief structurede�ned from the output associated to the training vector and the distance to the studiedvector. This approach allows to characterize di�erent kinds of uncertainties related to theoutput. In order to optimize the performances of the model, an error criterion between twobelief structures has been de�ned. This criterion generalizes a classical distance between realnumbers, intervals, and fuzzy numbers. Finally, we have focused on the problem of decreasingcomputation time to obtain the �nal structure. Two ways have been explored. The �rst oneconsists in summarizing the available information by making a classi�cation of the trainingset. The principle of the second one is to approximate the belief structures by a hierarchicalclassi�cation of the focal elements or by optimization of information criteria.
Keywords:missing data, imprecise data, uncertain data, evidence theory, Dempster-Shafer theory, be-lief functions, approximation, fuzzy systems, neuro-fuzzy systems, non-parametric regression,uncertainty, data fusion, environmental monitoring.
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15IntroductionL'augmentation continue de la capacit�e de stockage informatique des donn�ees a permis d'ac-qu�erir une quantit�e d'information de plus en plus importante. Les outils de collecte se sontsp�ecialis�es, les instruments de mesure se sont a�n�es, les donn�ees recueillies sont devenuesplus complexes et porteuses d'une information plus riche. Le traitement de cette informationa donn�e naissance �a de nombreux mod�eles, en vue d'applications diverses. L'estimation desrelations de d�ependance [159] entre deux groupes de variables x et y d'un objet 1 constitueun des aspects essentiels de ces applications et couvre des disciplines diverses telles que l'es-timation fonctionnelle [13], la th�eorie de l'apprentissage [15] ou l'identi�cation de syst�emes[143]. L'objectif commun est d'estimer les variables y, sorties du syst�eme, par une (( quantit�eraisonnable )), en tenant compte des entr�ees x correspondantes, des connaissances disponiblessur le syst�eme et d'une base de vecteurs d'apprentissage (xi;yi).Estimation dans un environnement incertainDans une application r�eelle, les connaissances dont on dispose sont en g�en�eral imparfaites.Ces imperfections peuvent prendre des formes tr�es vari�ees. Les informations sur le syst�emepeuvent être peu nombreuses, parcellaires, contradictoires et certaines variables pertinentessont souvent ponctuellementmanquantes ou peu �ables. Les causes de ces imperfections sontmultiples. L'obtention même des informations constitue une des sources d'incertitude. L'ac-quisition des connaissances, au moyen de capteurs ou d'experts humains, est g�en�eralementsujette �a des erreurs ou des impr�ecisions. La repr�esentation, le codage des ph�enom�enes obser-v�es, qu'ils soient num�eriques, linguistiques ou logiques entrâ�nent n�ecessairement une perted'information.La terminologie adopt�ee par Dubois et Prade [40] permet de distinguer clairement les notionsvoisines d'incertitude et d'impr�ecision. Une information quelconque sur la caract�eristiqued'un objet, d'un individu ou d'un ph�enom�ene donn�e peut être repr�esent�ee par deux �el�ements :une valeur ou un ensemble de valeurs associ�e �a l'objet et la con�ance dans l'informationd�elivr�ee.On peut ainsi consid�erer deux types fondamentaux d'imperfections (cf.[16, 83, 40]) :{ l'impr�ecision sur la valeur d'une donn�ee,{ l'incertitude de l'information.1:On notera en gras les vecteurs multidimensionnels.



16 IntroductionL'impr�ecision est donc relative au contenu de l'information, tandis que l'incertitude corres-pond au jugement, �a la croyance en la v�eracit�e de cette information. Consid�erons la proposi-tion suivante : (( Il est certain qu'il fera chaud demain. )). Ici, la variable est la temp�erature,la valeur est repr�esent�ee de mani�ere impr�ecise par l'expression linguistique : (( chaud )). Enrevanche, il n'y a aucune mise en doute de la proposition. Au contraire, la proposition (( Ilfera probablement 25oC demain. )) est incertaine, mais la valeur fournie est pr�ecise.Impr�ecision des donn�eesLa connaissance que l'on poss�ede des donn�ees x et y peut être tr�es imparfaite et di�cilementrepr�esent�ee directement sous forme de valeurs r�eelles. Si les informations sont d�elivr�ees pardes experts, ils ne fourniront sans doute pas une valeur num�erique pr�ecise, mais plutôt unequantit�e approximative ((( environ 25oC ))), un intervalle de valeurs (( plus de 20oC )) ou uneexpression appartenant au langage naturel ((( chaud ))). La th�eorie des ensembles 
ous [176],associ�ee �a la th�eorie des possibilit�es [179], o�re un formalisme adapt�e �a ce type d'impr�ecision.Le cas particulier important de l'impr�ecision totale est celui de la donn�ee manquante. Levecteur d'entr�ee x peut être incomplet. Un expert est sans opinion sur les valeurs de certainesde ses composantes. Si les valeurs sont acquises par des capteurs, ceux-ci sont en panne. Siles donn�ees sont collect�ees par sondage, il s'agit de (( non-r�eponse )) �a certaines questions.Dans ces conditions, on peut envisager de reconstruire ces valeurs manquantes �a l'aide de labase d'apprentissage avant d'estimer y.Incertitude d'une propositionL'incertitude peut provenir du manque de �abilit�e de la source d'information. Elle peut�egalement être g�en�er�ee par le con
it entre plusieurs sources. Supposons que l'on disposede deux capteurs de la variable (( temp�erature )). Chacun des capteurs fournit une valeurnum�erique pour cette variable : 24oC et 26oC. La variable est donc entach�ee d'une incertitudeentre deux valeurs con
ictuelles.Le concept d'incertitude, d�e�nie en tant qu'information d�e�ciente, a �et�e longtemps intime-ment li�e, depuis le XVIIe si�ecle, �a la th�eorie des probabilit�es. Depuis les ann�ees 1960, plusieursth�eories math�ematiques, dont la th�eorie des croyances [28, 130] et la th�eorie des probabilit�esimpr�ecises [163], ont apport�e un cadre plus souple et un formalisme plus g�en�eral de repr�e-sentation de l'incertitude. En particulier, l'ignorance, cas extrême de l'incertitude totale, estmieux prise en compte par ces deux th�eories.Mod�elisation probabilisteLes techniques statistiques d'estimation fonctionnelle supposent que l'ensemble d'apprentis-sage est compos�e de donn�ees (x;y) �ables, compl�etes, bien connues. Les mod�eles statistiquesd�e�nissent des relations fonctionnelles pr�ecises entre les variables d'entr�ee et de sortie. L'er-reur de mesure, la d�eviation entre la pr�ediction d�e�nie par le mod�ele et la v�eritable valeur estcaract�eris�ee par une variable al�eatoire. En g�en�eral, le principe consiste �a s�electionner parmiune classe de fonctions de x du syst�eme consid�er�e, celle qui (( s'adapte le mieux )) �a y selon



17un crit�ere d�etermin�e. Le choix du crit�ere et de la classe conduisent �a di��erentes m�ethodesd'approximation fonctionnelle.Les mod�eles probabilistes sont capables de faire face �a certaines perturbations ou erreurs quientachent ponctuellement certaines caract�eristiques. Par exemple, dans le cas de donn�eesquali��ees d' (( aberrantes )), il existe des estimateurs robustes [91], tenant compte de cesdonn�ees qui s'�ecartent de la fraction dominante de l'�echantillon.Certaines m�ethodes, comme les arbres de r�egression [17] s'adaptent �a l'existence de compo-santes manquantes d'un vecteur, mais elles sont plutôt rares.Approche 
oueLa th�eorie des possibilit�es, jointe aux concepts de la th�eorie des ensembles 
ous, permetla manipulation d'objets et quantit�es aux contours impr�ecis, comme les intervalles ou lesquantit�es 
oues. Deux types principaux de m�ethodes sont capables d'int�egrer ces quantit�esdans des mod�eles de r�egression : il s'agit des syst�emes 
ous [150, 78] et de la r�egression 
oueou par intervalles [151, 39].Le principe des syst�emes 
ous est d'exploiter une base de r�egles du type (( Si : : : Alors )),d�e�nissant des relations impr�ecises entre les variables. Deux types principaux de mod�elespeuvent être utilis�es. Dans le mod�ele de Mamdani-Zadeh [103], les entr�ees x et les sorties ypeuvent être d�e�nies de fa�con impr�ecise. Dans le mod�ele de Takagi-Sugeno [150], seules lesentr�ees sont impr�ecises.Les m�ethodes de r�egression 
oue visent �a chercher une relation fonctionnelle de type 
oueentre des variables, qui elles-mêmes peuvent être pr�ecises ou 
oues. Un premier type dem�ethodes, les techniques possibilistes, d�e�nit de nouveaux estimateurs en utilisant un for-malisme emprunt�e �a la th�eorie des possibilit�es. La plupart de ces m�ethodes [151] peuventse ramener �a un probl�eme de programmation lin�eaire. L'avantage essentiel de ces m�ethodesest de fournir des informations pertinentes même pour un petit nombre de donn�ees. Unedeuxi�eme cat�egorie de m�ethodes est bas�ee sur l'extension aux donn�ees impr�ecises de typeintervalle ou 
ou, d'un crit�ere d'erreur entre nombres r�eels [38, 39]. Le principal avantage deces techniques par rapport aux pr�ec�edentes est qu'il est possible d'estimer la pr�ecision desmod�eles.Mod�elisation par la th�eorie des croyancesLa th�eorie des croyances [130, 142] permet de combiner les connaissances diverses, ou lacroyance, que l'on poss�ede d'un ph�enom�ene �a partir de di��erentes sources, de mani�ere plussouple que le formalisme probabiliste. En particulier, certains types d'imperfections, commel'incertitude totale, sont mal repr�esent�es par la th�eorie des probabilit�es. Dans le cas de don-n�ees �a la fois impr�ecises et multi-valu�ees, un formalisme tr�es g�en�eral, combinant la th�eoriede croyances et la th�eorie des ensembles 
ous, permet de repr�esenter ces deux types d'incer-titude.La th�eorie des croyances a �et�e appliqu�ee par Den�ux [31, 30] en discrimination. Mais peude travaux ont �et�e men�es dans le cas o�u l'ensemble de r�ef�erence est continu.



18 IntroductionContributions de la th�eseDans ce m�emoire, nous nous sommes particuli�erement attach�es �a l'estimation de variables ex-plicatives dans un contexte o�u les informations globales disponibles peuvent être impr�ecises,disparates ou incertaines. Cette th�ese comporte deux parties distinctes.La premi�ere, orient�ee sur un probl�eme particulier d'estimation, le traitement de donn�eesmanquantes, est motiv�ee par la participation au projet europ�een EM2S (Environmental Mo-nitoring and Management System) 2. Dans le cas o�u, ponctuellement, les entr�ees du syst�emene sont elles-mêmes pas disponibles ou mal sp�eci��ees, nous avons propos�e de reconstruireces donn�ees manquantes. Nous avons propos�e une m�ethode originale, bas�ee sur un syst�emeneuro-
ou. Le principe est d'utiliser une base de r�egles construites �a partir des relationsentre les composantes des vecteurs de l'ensemble d'apprentissage. Ce syst�eme peut se voircomme un r�eseau de neurones auto-associatif, c'est-�a-dire dont les entr�ees et les sorties sontles mêmes vecteurs. L'int�erêt essentiel de cette m�ethode est de pouvoir estimer toutes lesvariables manquantes d'un vecteur dans un même mod�ele, quel que soit le nombre de va-riables disponibles. Cependant, les syst�emes 
ous ne permettent pas de traiter tous les typesd'incertitude de fa�con satisfaisante.Dans la deuxi�eme partie de la th�ese, nous avons propos�e une nouvelle m�ethode de r�egres-sion g�en�eralis�ee bas�ee sur la th�eorie des croyances. Les fonctions de croyance permettent ded�e�nir des degr�es de con�ance sur les �el�ements de l'ensemble d'apprentissage. L'informationapport�ee par chaque �el�ement xi est repr�esent�ee sous la forme d'une structure de croyancequi repose sur deux composantes, la proximit�e de deux vecteurs observ�es x et xi, et l'infor-mation a priori fournie par le vecteur xi. Cette information a priori peut être un nombrer�eel, comme dans le cas probabiliste, un intervalle ou un ensemble 
ou, comme dans le casdes syst�emes 
ous, ou une structure de croyance, �eventuellement 
oue. La d�e�nition tr�esg�en�erale de structures de croyance 
oues mi permet de g�en�eraliser les r�esultats obtenus dansla premi�ere partie. Ainsi, cette approche r�epond �a deux objectifs principaux :{ la gestion des donn�ees impr�ecises (les �el�ements focaux peuvent être des intervalles,voire des ensembles 
ous).{ la repr�esentation claire des di��erents types d'imperfection dans un objectif ult�erieurd'aide �a la d�ecision ou de fusion d'informations.Un aspect essentiel de la m�ethode concerne l'identi�cation du mod�ele. La sortie estim�eecorrespondant au vecteur x est d�e�nie sous la forme d'une structure de croyance. A�n depermettre l'apprentissage du mod�ele, nous avons d�e�ni un crit�ere d'erreur entre deux struc-tures de croyance, g�en�eralisant le crit�ere d'erreur quadratique classique, dans le cas o�u lesdonn�ees de l'ensemble d'apprentissage sont des nombres r�eels. Ce crit�ere est construit commel'extension d'une distance entre intervalles r�eels [183].Un deuxi�eme aspect largement d�evelopp�e concerne la diminution du temps de calcul pourl'obtention de la structure estim�ee. Di��erentes approches sont propos�ees. L'une d'elle, sp�e-ci�que �a notre m�ethode, repose sur l'approximation des structures de croyance par classi�-cation de leurs �el�ements focaux.2: Projet Esprit 22442EM2S : (( EnvironmentalMonitoring andManagement System )). Partenaires : Com-putas (Norv�ege), CNRS (France), Danfoss (Danemark), Hitec (Norv�ege), Suez-Lyonnaise-des-eaux (France),VKI (Danemark).



19En�n, pour chacun de nos deux mod�eles, nous nous sommes e�orc�es de comparer nos r�esultatsavec ceux de m�ethodes de r�egression classiques.Plan du m�emoireCe m�emoire est donc divis�e en deux parties distinctes, l'une consacr�ee �a la mod�elisation parles syst�emes 
ous (chapitre 1 et 2), l'autre, �a l'application de la th�eorie des croyances enr�egression (chapitre 3, 4 et 5).Dans le chapitre 1, nous �etudions en d�etail le m�ecanisme des syst�emes 
ous. Nous tentons en-suite de clari�er les di��erentes cat�egories de syst�emes neuro-
ous. Le chapitre 2 est consacr�e�a l'estimation de donn�ees manquantes �a l'aide de notre m�ethode neuro-
oue. La reconstruc-tion des donn�ees r�eelles environnementales du projet EM2S est propos�ee comme exempled'application.Le chapitre 3 est une introduction �a la th�eorie des croyances. Nous d�eveloppons particuli�ere-ment l'extension de la th�eorie aux ensembles de r�ef�erence continus et �a l'existence d'�el�ementsfocaux 
ous. Dans les chapitres 4 et 5, nous d�eveloppons notre m�ethode de r�egression. Lechapitre 4, plus g�en�eral, est consacr�e aux fondements de la m�ethode et �a l'identi�cationdu mod�ele. Nous comparons notre m�ethode �a certaines techniques de r�egression classiquesainsi qu'aux syst�emes 
ous. Le chapitre 5 est plus particuli�erement d�edi�e aux aspects pra-tiques. Nous d�etaillons les diverses techniques de simpli�cation envisag�ees et nous proposonsquelques simulations et exemples r�eels a�n d'illustrer les di��erents points de notre m�ethode.En outre, dans les annexes A et B, nous avons propos�e deux �etudes bibliographiques por-tant sur les principales m�ethodes d'estimation fonctionnelle et de traitement de donn�eesmanquantes.
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21Chapitre 1Syst�emes 
ous et neuro-
ous1.1 IntroductionLe manque de souplesse des techniques quantitatives traditionnelles dans la description deph�enom�enes a amen�e �a d�e�nir une mani�ere plus 
exible de mod�eliser un syst�eme. A�n demod�eliser le raisonnement humain �a l'aide de valeurs linguistiques 
oues plutôt que r�eelles,Zadeh a propos�e de d�evelopper une nouvelle classe de syst�emes appel�es syst�emes 
ous [177].Les syst�emes 
ous �etendent la d�e�nition des syst�emes classiques en fournissant une repr�e-sentation des �el�ements essentiels d'un syst�eme �a l'aide de la th�eorie des ensembles 
ous.L'utilisation d'ensembles 
ous permet de repr�esenter des informations impr�ecises, commedes valeurs approximatives ((( environ 2 heures ))), des limites mal d�e�nies ((( l'appartementest grand ))) ou des situations interm�ediaires entre deux �etats ((( il fait presque jour ))). L'uti-lisation conjointe des m�ethodes connexionistes et 
oues dans des syst�emes hybrides permetde tirer avantage des capacit�es des unes et des autres : facult�e d'apprentissage des techniquesneuronales, lisibilit�e et facilit�e de manipulation des objets dans les techniques 
oues. Dansce chapitre, nous pr�esentons successivement les syst�emes 
ous et neuro-
ous.1.2 Syst�emes d'inf�erence 
ous1.2.1 Th�eorie des ensembles 
ousDans cette section, nous rappelons bri�evement des notions et d�e�nitions que nous utiliseronspar la suite.D�e�nitions de baseSoit X un ensemble de r�ef�erence quelconque. Un sous-ensemble 
ou F de X est repr�esent�e parsa fonction d'appartenance �F , d�e�nie de X dans [0; 1], o�u �F (x) indique le degr�e d'appar-tenance de x �a F . La notion d'ensemble 
ou g�en�eralise la d�e�nition de l'ensemble classique,dont la fonction d'appartenance est une fonction binaire, �a valeurs dans f0; 1g, dite fonctioncaract�eristique ou indicatrice (cf. �gure 1.1). On notera F(X ) l'ensemble des sous-ensembles
ous de X . Dans la suite, on emploiera souvent la même notation pour l'ensemble et sa
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ensemble classique

ensemble flou

0

1

x

Degré d’appartenance

Fig. 1.1 { Ensemble classique et ensemble 
ou.fonction d'appartenance et l'on notera F (x) �= �F (x).Un ensemble 
ou F est normalis�e s'il existe au moins un �el�ement x 2 X tel que F (x) = 1.Le noyau de F , not�e Noyau(F), est l'ensemble des �el�ements dont le degr�e d'appartenance est1 : Noyau(F ) �= fx 2 XjF (x) = 1g: (1.1)La hauteur d'un ensemble 
ou F , not�ee h(F ), est la borne sup�erieure des degr�es d'apparte-nance parmi les �el�ements de F . Ainsi,h(F ) = supx2X F (x): (1.2)Le support de F 2 F(X), not�e supp(F ), est l'ensemble classique de X dont les �el�ements ontun degr�e d'appartenance �a F non nul.supp(F ) = fx 2 XjF (x) > 0g: (1.3)L'�-coupe de F , not�ee F�, � 2 [0; 1], est le sous-ensemble classique de X constitu�e de tousles �el�ements de X pour lesquels F (x) � � :F� �= fx 2 XjF (x) � �g: (1.4)On d�e�nit de même l'�-coupe stricte F�+ :F�+ �= fx 2 XjF (x) > �g: (1.5)Le noyau et le support sont donc des coupes particuli�eres d'un ensemble 
ou :Noyau(F ) = F1et Supp(F ) = F0+. Ces notions sont illustr�ees dans la �gure 1.2.Op�erations sur les ensembles 
ousLa plupart des concepts d�e�nis sur les ensembles classiques peuvent s'�etendre aux ensembles
ous [176]. Les notions d'inclusion et d'�egalit�e ainsi que les principales op�erations binaires(intersection, union) et la compl�ementation se d�e�nissent de la mani�ere suivante :Inclusion. Soient A et B 2 F(X ). L'ensemble 
ou A est inclu dans B (A � B) si :A(x) � B(x) 8x 2 X :
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AαFig. 1.2 { Caract�eristiques d'ensembles 
ousEgalit�e. A et B sont �egaux si et seulement si A � B et B � A.Compl�ementation. L'ensemble 
ou F , compl�ement de F dans X , est tel que :8x 2 X; F (x) = 1� F (x):Intersection. L'intersection C = A \B de A et B 2 F(X ) est d�e�nie par :8x 2 X ; C(x) = min(A(x); B(x)): (1.6)Union. L'union D = A [B de A et B 2 F(X ) est d�e�nie par :8x 2 X ; D(x) = max(A(x); B(x)): (1.7)Toutes ces d�e�nitions g�en�eralisent les op�erations sur les ensembles ordinaires, mais elles sontarbitraires et ne sont pas uniques. En particulier, on d�e�nit deux classes plus larges d'op�e-rateurs, appel�ees normes triangulaires (ou t-normes, en abr�eg�e), et co-normes triangulaires(ou t-conormes), g�en�eralisant respectivement l'intersection et l'union.Une t-norme T est un op�erateur binaire de [0; 1]�[0; 1] dans [0; 1] v�eri�ant quatre conditions :la commutativit�e, l'associativit�e, la monotonie et la neutralit�e de l'�el�ement 1.Une t-conorme S est un op�erateur de [0; 1]�[0; 1] dans [0; 1] commutatif, associatif, monotoneet poss�edant un �el�ement neutre : 0.D'autres propri�et�es peuvent être requises pour les t-normes et co-normes, parmi lesquellesl'idempotence, qui satisfait la condition: T (a; a) = a pour tout a 2 [0; 1]. Les op�erateurs minet max sont les seuls poss�edant ces cinq propri�et�es. On montre qu'il est toujours possiblede construire une t-conorme S �a partir d'une t-norme quelconque T de la fa�con suivante:S(a; b) = 1�T (1� a; 1� b). Pour cette même paire (S; T ), on obtient la relation r�eciproqueT (a; b) = 1 � S(1 � a; 1 � b). S et T sont alors dites duales. Le tableau 1.1 pr�esente lest-normes et conormes duales usuelles.De nombreuses autres classes d'op�erateurs binaires d'agr�egation ont �et�e d�e�nies dans lalitt�erature, en particulier des op�erateurs de type moyenne [168, 172].Quantit�es 
ouesDans la plupart des applications, les ensembles 
ous repr�esentent des propri�et�es de variables�a valeurs dans R. L'univers de r�ef�erence X est alors un sous-ensemble de R et les ensembles



24 1 Syst�emes flous et neuro-floust - norme t - conormemin(a; b) max(a; b)produit: a � b somme probabiliste: a+ b� a bmax(0; a+ b� 1) somme born�ee: min(1; a+ b)Tab. 1.1 { t-normes et t-conormes duales usuelles.
ous sont appel�es quantit�es 
oues. Ils correspondent �a l'id�ee de voisinage d'une valeur pr�eciseou d'intervalles de valeurs aux bornes mal sp�eci��ees.Quantit�e 
oue. Une quantit�e 
oue A est un sous-ensemble 
ou normalis�e de R. Une valeurmodale de A est un �el�ement x de R tel que A(x) = 1.Convexit�e. Une quantit�e 
oue A est convexe si8x; y 2 X 8� 2 [0; 1]; A (�x+ (1 � �)y) � min(A(x); A(y)):Si A est convexe, pour tout � 2 [0; 1], l'�-coupe A� est un intervalle ferm�e de R (�A estsemi-continue sup�erieurement).Intervalle 
ou Une quantit�e 
oue A est un intervalle 
ou si A est convexe.Nombre 
ou. Un intervalle 
ou A est un nombre 
ou s'il admet une unique valeur modaleet si �A est born�ee.Les intervalles 
ous les plus naturels sont d�e�nis par une fonction d'appartenance trap�ezo��-dale, param�etr�ee par 4 constantes fa; b; c; dg, telles que a < b � c < d :Trap(x; a; b; c; d) = max�min�x� ab� a ; 1; d � xd � c� ; 0� 8x 2 R:Les nombres 
ous peuvent par exemple être d�e�nis par une fonction d'appartenance trian-gulaire, Tri(x; a; b; c) = max�min�x� ab� a ; c� xc� b� ; 0� 8x 2 R;avec a < b < c, ou gaussienne :Gauss(x; c; �) = exp(�12 �x� c� �2) 8x 2 R:La �gure 1.3 illustre ces trois types de repr�esentation.Le concept de nombre 
ou L�R, introduit par Dubois et Prade [41], fournit une repr�esenta-tion simpli��ee pour la manipulation d'intervalles 
ous. Soient L et R deux fonctions de [0;1[dans [0; 1], dites de r�ef�erence, semi-continues sup�erieurement, telles que L(0) = R(0) = 1.Un nombre 
ou A, not�e (c; a; b)LR peut être d�e�ni par :A(x) = 8>><>>: L�c� xa � ; si x � cR�x� cb � ; si x � c (1.8)
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xFig. 1.3 { Exemple de trois classes param�etr�ees de fonctions d'appartenance repr�esentantl'expression linguistique (( environ 50 )). A gauche, la fonction d'appartenance trap�ezo��-dale Trap(x;20,40,60,80). Au milieu et �a droite, respectivement, les fonctions d'appartenancegaussienne Gauss(x;50,10) et triangulaire Tri(x;30,50,70).o�u les param�etres c, a et b repr�esentent respectivement le centre et l'impr�ecision �a gauche et�a droite de ce centre et o�u L et R sont des fonctions de r�ef�erence. Les fonctions de r�ef�erenceles plus fr�equemment employ�ees, x 7�! exp�(jxjp); p > 0, et x 7�! max(0; 1 � jxjp); p > 0donnent lieu respectivement aux nombres 
ous gaussiens et triangulaires.Produit Cart�esien et relations 
ouesLa description d'un syst�eme fait g�en�eralement intervenir plusieurs ensembles de r�ef�erence,relatifs �a des variables di��erentes. Lorsque ces variables ne sont li�ees par aucune relation, lesensembles 
ous d�e�nis sur leurs ensembles de d�e�nition sont dits non interactifs [16].Produit Cart�esien Soient A1; A2; : : : ; Ar, des ensembles 
ous respectifs des ensembles der�ef�erence X1;X2; : : :Xr. Leur produit Cart�esien A = A1�A2� : : :�Ar, est un sous-ensemble
ou de l'espace produit X = X1 �X2 � : : :�Xr, de fonction d'appartenance :A(x1; x2; : : : ; xr) = A1(x1) ^A2(x2) ^ : : : ^Ar(xr) 8(x1; x2; : : : ; xr) 2 X ;o�u ^ est une t-norme.On peut ainsi d�e�nir des fonctions d'appartenance multidimensionnelles.L'extension cylindrique est un cas particulier de produit Cart�esien. Elle permet d'induire uneconnaissance sur toutes les composantes d'un espace �a partir d'une information sur certainesd'entre elles seulement.Extension cylindrique. L'extension cylindrique de A 2 F(X ) �a X �Y est l'ensemble 
ouA0 = A� Y. Ainsi, A0(x; y) = A(x) pour tout (x; y) 2 X � Y.La �gure 1.4 repr�esente le produit Cart�esien de deux ensembles 
ous gaussiens ainsi quel'extension cylindrique d'un nombre 
ou gaussien. L'op�eration r�eciproque est la projection.Projection. La projection de A 2 X �Y sur X , not�e ProjX (A) est l'ensemble 
ou AX 2 Xd�e�ni par : AX(x) = _y2YA(x; y), o�u _ est une t-conorme.Relation 
oue. Une relation 
oue R entre deux ensembles X et Y est d�e�nie comme unsous-ensemble 
ou du produit Cart�esien X �Y : R 2 F(X �Y).Le produit Cart�esien est donc une relation 
oue particuli�ere. Divers types de relations 
oues
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Fig. 1.4 { A gauche : produit Cart�esien de deux nombres 
ous gaussiens. A droite : ex-tension cylindrique d'un nombre 
ou gaussien dans R2.peuvent être d�e�nis, entre deux univers X et Y, comme par exemple :{ (( x est proche de y )) : R(x; y) = exp(�(x� y)2); 8(x; y) 2 X = Y = R,{ (( si x est grand, y est petit )),la deuxi�eme expression �etant �a la base des syst�emes 
ous.Les relations 
oues �etant des cas particuliers d'ensembles 
ous, toutes les propri�et�es et d�e-�nitions concernant les ensembles 
ous leur sont donc applicables. Ainsi, on peut d�e�nir lahauteur, le noyau ou le support d'une relation 
oue.Principe d'extension et arithm�etique 
oueLe principe d'extension d�e�nit des relations fonctionnelles entre les ensembles 
ous. Soitf : X 7�! Y une application quelconque. Le principe d'extension �elargit la d�e�nition de faux ensembles 
ous. On d�e�nit ainsi la fonction � : F(X ) 7�! F(Y), telle que, pour toutA = A1 � : : :�Ar 2 X ; B = �(A), avec8y 2 Y; B(y) = � supfx2Xjf(x)=ygA(x) si f�1(y) 6= ;0 sinon. (1.9)o�u f�1 est la fonction r�eciproque de f . Si f est bijective, la d�etermination de B devientsimplement : B(y) = A(f�1(y)) 8y 2 Y:En particulier, si r est une op�eration arithm�etique binaire, C = ArB;A;B 2 X , est d�e�nipar : C(z) = sup(x;y)jxry=zA(x) ^B(y):L'addition et la soustraction de nombres 
ous de même type LL sont �egalement des nombres
ous de type LL [41]. La multiplication et l'addition de deux nombres triangulaires estillustr�ee en �gure 1.5.



1.2Syst�emes d'inf�erence 
ous 27
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

A B A+B A*BFig. 1.5 { Addition ({) et multiplication (-) de 2 nombres 
ous triangulaires : A =Tri(x;0,1,2) et B=Tri(x;1,3,5).1.2.2 Raisonnement approximatifLa th�eorie des ensembles 
ous permet la manipulation de concepts vagues ou impr�ecis �atravers la th�eorie du raisonnement approximatif ou raisonnement 
ou.Variable linguistiqueL'un des concepts fondamentaux du raisonnement 
ou est celui de la variable linguistique,qui est une variable dont les valeurs sont des termes ou expressions appartenant au langagenaturel, par essence impr�ecis, et sont repr�esent�es par des ensembles 
ous. Formellement, selonBouchon-Meunier [16], une variable linguistique peut être d�ecrite par un triplet (x;X ;Ax),o�u x est le nom de la variable, X son domaine de r�ef�erence et Ax, un ensemble de valeurs lin-guistiques pouvant être a�ect�ees �a x, chacune d'entre elles �etant caract�eris�ee par un ensemble
ou de X .La �gure 1.6 pr�esente un exemple de variable linguistique. La variable x est la temp�eraturede l'eau d'un lac.Proposition 
oueL'a�ectation d'une valeur particuli�ere F 2 Ax �a une variable linguistique x est r�ealis�ee �al'aide d'une proposition 
oue �el�ementaire, en utilisant par convention la syntaxe (( x est A )).On peut combiner plusieurs propositions 
oues �el�ementaires �a l'aide d'op�erateurs binaireslogiques de conjonction, disjonction ou n�egation, et former ainsi des propositions plus com-plexes, comme �x1 est A� ou �(x2 est B) et (x3 est C)�;o�u A;B;C sont trois ensembles 
ous d�e�nis sur les espaces de r�ef�erence respectifs de troisvariables x1; x2; x3.La traduction ensembliste d'une proposition 
oue peut être r�ealis�ee en utilisant les op�erateurs
ous d�e�nis pr�ec�edemment en section 1.2.1. La conjonction de deux propositions (( x est A ))et (( y est B )) d�e�nit la relation 
oue C = A � B entre les deux variables x et y. Defa�con similaire, la disjonction de ces deux propositions produit l'ensemble 
ou D tel que



28 1 Syst�emes flous et neuro-flous
0 5 10 15 20 25 30 35

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

Très froide

Froide

Moyenne

Chaude

Très chaude

Température

D
e

g
ré

 d
‘a

p
p

a
rt

e
n

a
n

c
e

Fig. 1.6 { Exemple de variable linguistique. La temp�erature de l'eau d'un lac est d�ecrite (sub-jectivement) par 5 valeurs linguistiques ftr�es froide, froide, moyenne, chaude, tr�es chaudegdont on a repr�esent�e les fonctions d'appartenance.D(x; y) = A(x) _ B(y). On obtient donc une relation 
oue globale entre les di��erentesvariables intervenant dans la proposition.Dans l'exemple pr�ec�edent, l'ensemble 
ou r�esultant R est d�e�ni par :R(x1; x2; x3) = A(x1) _ (B(x2) ^ C(x3)):Raisonnement 
ouLe raisonnement 
ou [178] est une proc�edure d'inf�erence qui permet de d�eduire certainesconclusions �a partir de relations fonctionnelles impr�ecises ou 
oues. Ce m�ecanisme constituela base de la mod�elisation par les syst�emes 
ous.Le raisonnement 
ou g�en�eralise le raisonnement �el�ementaire suivant, issu de la d�e�nitionhabituelle d'une fonction. Soit une fonction f d�e�nissant une relation pr�ecise (( y = f(x) ))entre deux variables classiques x 2 X et y 2 Y. Pour une valeur particuli�ere de x �egale �aa, la relation f nous permet de conclure que y = b = f(a). Si la connaissance de f et dea est impr�ecise, le raisonnement n'est plus imm�ediat. Supposons que la valeur soit d�e�niepar un intervalle A et que la fonction devienne une courbe multivalu�ee par intervalles F (cf.�gure 1.7). On construit alors l'extension cylindrique A0 de A sur X � Y, puis on cherchel'intersection G de A0 avec la courbe F . En projetant G sur Y, on obtient un intervalle B.On peut �etendre cette d�emarche aux ensembles 
ous. Soit R une relation 
oue d�e�nie surX � Y et A un sous-ensemble 
ou quelconque de X . L'objectif est de d�eterminer le sous-ensemble 
ou B de Y, connaissant l'ensemble A, �a travers la relation 
oue R. Pour cela, onproc�ede aux mêmes �etapes que pr�ec�edemment. On construit l'extension cylindrique de A,A0 = A� Y. Par d�e�nition : A0(x; y) = A(x):On d�e�nit ensuite l'intersection G de A0 et de R :G(x; y) = A0(x; y) ^R(x; y):
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GFig. 1.7 { D�eduction de la valeur de sortie d'une fonction pour une entr�ee selon deux casdi��erents. A gauche, l'entr�ee a et la fonction f sont pr�ecises. La sortie induite est doncpr�ecise : b = f(a). A droite, L'entr�ee est un intervalle A et la fonction F est �a valeur dansun intervalle. La sortie B est un intervalle, d�etermin�e par la projection de G sur l'axe desordonn�ees, o�u G est d�e�ni comme l'intersection entre l'extension cylindrique de A au plandes deux variables et la courbe F .En�n, on projette G sur Y pour obtenir la conclusion B. Ainsi,B(y) = _x(A(x) ^ R(x; y)): (1.10)Cette formule est connue sous le nom de r�egle d'inf�erence compositionnelle et on noteB �= A �R: (1.11)La �gure 1.8 pr�esente un exemple bidimensionnel de cette r�egle d'inf�erence.On peut remarquer que si R est d�e�ni comme le produit Cart�esien A�C, alors A�(A�C) =C.L'application du raisonnement 
ou aux r�egles 
oues est l'�el�ement cl�e des syst�emes d'inf�erence
ous que nous allons maintenant aborder.
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Fig. 1.8 { Les �etapes de la r�egle d'inf�erence compositionnelle. En haut, �a gauche : la relation
oue R, d�e�nie par le produit de deux fonctions d'appartenance gaussiennes Gauss(x;0,0.5)et Gauss(y; 0; 0:7). A droite : l'extension cylindrique A0 de l'ensemble 
ou A, d�e�ni par lafonction Gauss(x;0.8,0.2). En bas, �a gauche, l'intersection G de A0 et R. A droite, l'ensembler�esultant B.1.2.3 Syst�eme d'inf�erence 
ouL'une des directions principales dans la th�eorie des syst�emes 
ous est l'approche linguistique.Celle-ci a �et�e initialement introduite par Zadeh [177], puis d�evelopp�ee par de nombreux au-teurs [149, 76, 155, 114]. Un mod�ele linguistique ou syst�eme d'inf�erence 
ou, est un syst�emed�ecrit �a l'aide de r�egles du type SI � ALORS utilisant des propositions 
oues. C'est unsyst�eme �a base de connaissance qui contient des informations vagues, provenant de l'obser-vation de ph�enom�enes r�eels. Les syst�emes 
ous ont �et�e appliqu�es �a des domaines tr�es vari�es,comme le contrôle 
ou, la classi�cation, la robotique, la reconnaissance des formes ou less�eries temporelles, sous des appellations di��erentes : les m�emoires associatives 
oues [87], lesmod�eles 
ous [150], les syst�emes experts 
ous [79] ou les syst�emes �a base de r�egles 
oues.



1.2Syst�emes d'inf�erence 
ous 31Dans l'optique de l'estimation fonctionnelle, nous consid�ererons pour l'instant que les vec-teurs d'entr�ee du syst�eme sont multidimensionnels et la sortie monodimensionnelle (syst�emeMISO), sans perte de g�en�eralit�e, puisqu'un syst�eme �a plusieurs sorties peut toujours se d�e-composer en un ensemble de syst�emes �a sortie unique. Soient x = fx1; : : : ; xrg les variablesd'entr�ee du syst�eme appartenant aux ensembles de r�ef�erence X = X1 � : : : � Xr et y, lavariable de sortie appartenant �a l'espace Y.Un syst�eme d'inf�erence 
ou est essentiellement compos�e de deux blocs fonctionnels di��erents :{ une base de connaissance constitu�ee d'une base de r�egles 
oues et d'une base de donn�eesd�e�nissant les fonctions d'appartenance des ensembles 
ous ;{ un m�ecanisme d'inf�erence 
ou [92] qui d�etermine la sortie du syst�eme sous la formed'un ensemble 
ou.On peut y ajouter deux blocs optionnels (cf. �gure 1.9) :{ une interface de fuzzi�cation, qui transforme des entr�ees ponctuelles en ensembles 
ous,le cas �ech�eant ;{ une interface de d�efuzzi�cation, qui transforme la sortie 
oue en sortie ponctuelle.Les deux premiers blocs d�e�nissent des relations entre les entr�ees et sorties 
oues du syst�eme.Les entr�ees du syst�eme fx1; : : : ; xrg peuvent être �xes ou 
oues. La fuzzi�cation n'est qu'une�etape technique permettant d'introduire des entr�ees observ�ees �xes dans le m�ecanisme deraisonnement proprement dit en convertissant arti�ciellement ces entr�ees en ensembles 
ous.Si ces donn�ees sont d�ej�a d�e�nies par des ensembles 
ous, cette �etape est donc inutile. Dans lecas contraire, la fuzzi�cation dite (( singleton )) consiste simplement �a transformer un �el�ement�xe xk de Xk en un sous-ensemble classique fxkg de Xk, not�e exk. C'est l'�equivalent d'une loide Dirac en th�eorie des probabilit�es.Ce type de fuzzi�cation ne fait pas intervenir l'impr�ecision �eventuelle des donn�ees. Uneautre approche, la fuzzi�cation (( non singleton )), int�egre l'impr�ecision ou le bruit dû �al'observation, en repr�esentant l'entr�ee xk sous la forme d'un ensemble 
ou quelconque exk,comme par exemple un nombre 
ou gaussien centr�e en xk 1.Nous allons maintenant d�etailler les autres composantes du syst�eme.Base de r�egles 
ouesUne r�egle linguistique ou r�egle 
oue est une proposition 
oue de la forme (( si p alors q )),utilisant une implication entre deux propositions 
oues quelconques p et q.Un syst�eme 
ou est bas�e sur un ensemble de r�egles 
oues ri qui d�e�nissent des relations
oues entre les variables :ri : SI (x1 est Bi1) : : : et : : : (xr est Bir) ALORS (y est Di); (1.12)1:Cette proc�edure pr�esente des analogies int�eressantes avec des m�ethodes bay�esiennes o�u l'on d�e�nit unedistribution de probabilit�e a priori. Ici, cela revient �a d�e�nir une distribution de possibilit�e a priori. Ce quipeut être contestable, comme dans le cas bay�esien, c'est de d�e�nir arbitrairement ces distributions a priori.
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ŷFig. 1.9 { Architecture d'un syst�eme 
ou. Les �el�ements essentiels sont la base de r�egles etle m�ecanisme d'inf�erence, qui permettent de d�eterminer la sortie sous forme d'un ensemble
ou. L'interface de fuzzi�cation n'est n�ecessaire que si les entr�ees sont �xes. L'interface ded�efuzzi�cation permet de d�e�nir une sortie �xe.o�u Bi1; : : : ; Bir etDi sont des valeurs linguistiques de x1; : : : ; xr et y respectivement. Ce sontdes ensembles 
ous dont les fonctions d'appartenance d�e�nissent les param�etres du mod�ele.Pour chaque xk, Bik est l'une quelconque des nk valeurs linguistiques di��erentes caract�erisantla variable et Di est une des J valeurs linguistiques possibles de y. Dans le cas g�en�eral, les nkne sont pas forc�ement �egaux. Le nombre de combinaison total de r�egles est donc au maximumde I = JQrk=1 nk. On peut r�e�ecrire le syst�eme pr�ec�edent de mani�ere condens�ee :ri : SI x est Bi ALORS y est Di; (1.13)avec Bi = Bi1 � : : : Bir, le produit Cart�esien des ensembles 
ous monodimensionnels. Laproposition (( x est Bi )) est appel�ee pr�emisse ou partie ant�ec�edente et la proposition (( yest Di )) est la partie cons�equente de la r�egle 
oue ri. La r�egle 
oue �etant elle-même uneproposition, on peut lui associer une relation 
oue Ri.A chaque r�egle ri, il est possible d'associer un niveau de con�ance pi 2 [0; 1], qui peut êtred�e�ni par un expert. Si pi = 0, la r�egle n'est pas pertinente et peut être supprim�ee. A�nd'all�eger les notations, nous ne tiendrons pas compte des niveaux de con�ance dans le restede ce chapitre.G�en�eralement, le mod�ele d�e�ni par l'�equation (1.13) peut se simpli�er car bon nombre der�egles sont impossibles ou peu probables et l'abondance de r�egles rend le syst�eme di�cilementexploitable. Dans la litt�erature, le nombre de r�egles est souvent restreint. Le cas particulierle plus courant est celui des r�egles binaires : toutes les variables xk et y ont le même nombreI de valeurs linguistiques et chaque valeur linguistique Bi ou Di est employ�ee pour une seuler�egle. On obtient donc uniquement I r�egles. La �gure 1.10 illustre le cas g�en�eral et le cas desr�egles binaires.Les exemples de propositions mod�elis�ees par des r�egles 
oues abondent dans le langagecourant :{ Si la pression est �elev�ee, alors le volume est faible.{ Si la pente est raide, alors la vitesse est faible.
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oues. A gauche, cas g�en�eral. Les variables x et y sont d�ecrites res-pectivement par 3 et 2 valeurs linguistiques, d�e�nissant 6 r�egles et donc 6 relations 
oues.Les facteurs de con�ance pi, entre parenth�eses, d�eterminent l'in
uence de Ri. A droite, casde 9 r�egles binaires. Les r�egles 
oues d�e�nissent des relations locales impr�ecises entre lesvariables.Fonctions d'appartenance.Dans la base de connaissance, le choix des fonctions d'appartenance des ensembles 
ousd�epend de l'objectif d�esir�e. Les deux types les plus populaires sont les B-splines et les gaus-siennes. Les B-splines [14, 19] sont une classe particuli�ere de polynômes locaux par morceauxd�e�nis par des n�uds, reli�es entre eux par des relations de r�ecurrence et pr�esentant un certainnombre de propri�et�es int�eressantes. Les fonctions d'appartenance gaussiennes sont souventutilis�ees pour l'expression simple de la fonction multivari�ee :Bi(x) = exp��12(x� ci)T��1i (x� ci)� ; (1.14)o�u �i est une matrice d�e�nie positive diagonale (r; r) et ci 2 X . La fonction Bi est unefonction de base radiale et peut être interpr�et�ee comme une mesure de similarit�e entre x etci. Un avantage �egalement appr�eciable est celui de la couverture totale du domaine X , carsupp(Bi) = X , ce qui n'est pas le cas des fonctions triangulaires, par exemple. En e�et, dansle cas contraire, pour un x particulier, atypique, on peut avoir Bi(x) = 0 pour tout i, ce quipose des probl�emes lors de la d�efuzzi�cation notamment (cf. section 1.2.3).M�ecanisme d'inf�erence 
ouLe m�ecanisme d'inf�erence 
ou est un m�ecanisme de d�ecision, g�en�eralisant le modus ponensde la logique classique, qui utilise les r�egles de la base a�n de d�eterminer les sorties 
oues Fcorrespondant aux entr�ees 
oues ou fuzzi��ees ex = (ex1; : : : ; exr).A chaque r�egle ri on peut associer une relation 
oue Ri d�e�nie sur le produit Cart�esien X�Y.Il existe environ une quarantaine de fa�cons di��erentes d'interpr�eter l'op�eration d'implication[92]. Si nous utilisons les plus fr�equemment utilis�ees, celle de Mamdani [103], o�u l'implications'interpr�ete comme une op�eration de conjonction, nous obtenons :Ri(x; y) = Bi(x) ^Di(y); (1.15)



34 1 Syst�emes flous et neuro-flousavec Bi(x) = Vk Bik(xk). Les op�erations 
oues d'intersection ((( et ))) et d'implication((( si...alors ))) sont repr�esent�ees par la t-norme ^.Les relations 
oues sont agr�eg�ees par un op�erateur d'union _, produisant la relation globaleR du syst�eme : R(x; y) = I_i=1Ri(x; y): (1.16)Le probl�eme d'inf�erence que l'on se pose peut se r�esumer de la fa�con suivante :Fait observ�e : x est exR�egles 
oues ri : si x0 est Bi alors y0 est DiConclusion : y est FConnaissant x et les r�egles de la base, comment peut-on en d�eduire la sortie F ? Selon lath�eorie du raisonnement approximatif (cf. 1.2.2), la sortie F correspondant �a l'entr�ee fuzzi��eeex est obtenue par la r�egle d'inf�erence compositionnelle (cf. �equation 1.10 et 1.11). SoitF = ex �R:Nous rappelons qu'il s'agit de la projection sur Y de l'ensemble 
ou G d�e�ni par l'intersectionentre R et l'extension cylindrique de ex �a X � Y.A partir des �equations (1.10) et (1.16), nous obtenons :8y 2 Y F (y) = _u2X ex(u) ^ R(u; y)= _u2X "ex(u) ^ I_i=1Ri(u; y)# : (1.17)L'op�erateur � �etant distributif par rapport �a _, nous en d�eduisons, successivement, d'apr�esl'�equation (1.15) :8y 2 Y F (y) = I_i=1_u [ex(u) ^Ri(u; y)]= I_i=1 _u1;::: ;ur " r̂k=1 exk(uk)# ^ " r̂k=1Bik(uk) ^Di(y)# (1.18)L'op�erateur ^ �etant commutatif, nous avons :8y 2 Y F (y) = I_i=1( r̂k=1 "_uk (Bik(uk) ^ ~xk(uk))# ^Di(y)) (1.19)Ainsi, F (y) = I_i=1 �i ^Di(y); (1.20)
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Fig. 1.11 { M�ecanisme d'inf�erence dit de Mamdani (r�egle d'inf�erence max-min). A gauche,les entr�ees sont �xes. A droite, les entr�ees sont 
oues.o�u �i, appel�e degr�e de d�eclenchement de la r�egle ri, est d�e�ni �a partir des degr�es de possibilit�e 2de Bik sachant ~xk : �i = r̂k=1Poss(Bikj~xk) = k̂ "_uk (Bik(uk) ^ ~xk(uk))# : (1.21)Dans le cas de la fuzzi�cation ((singleton)), les entr�ees sont des valeurs r�eelles, l'ensemble Gest �egal �a R et F est donc la projection de R sur X . Le seuil de d�eclenchement �i est alors�egal �a Bi(x).Le cas particulier o�u la t-norme et la t-conorme utilis�ees sont les op�erateurs min et max cor-respond �a la r�egle propos�ee initialement par Mamdani. En r�esum�e, la m�ecanisme d'inf�erencepeut être divis�e en trois �etapes.1. Pour chaque r�egle ri, calcul du degr�e de d�eclenchement �i.2. Pour chaque r�egle ri, calcul de la sortie 
oue correspondante, Fi = �i ^Di.3. Agr�egation des r�egles : F = _iFi.La �gure 1.11 illustre ce m�ecanisme dans le cas des entr�ees 
oues et �xes.D�efuzzi�cationDans la plupart des applications, on est int�eress�e par une sortie ponctuelle by du syst�eme.Pour cela, on peut proc�eder �a une �etape de (( d�efuzzi�cation )) de la sortie 
oue F . Lad�efuzzi�cation est une application de F(Y) dans Y, qui permet de s�electionner la valeur laplus repr�esentative de F dans un certain sens. Il existe l�a encore de nombreuses techniques[19, 92, 78]. La m�ethode la plus courante et qui o�re de notre point de vue les propri�et�es les2: Soient deux ensembles 
ous A et B 2 F(X ). Par d�e�nition, la possibilit�e de A sachant B est la quantit�ePoss(AjB) = _x2XA(x) ^B(x). Elle mesure le degr�e maximal avec lequel un �el�ement de X peut appartenir�a A et B.



36 1 Syst�emes flous et neuro-flousplus int�eressantes (cf. [92]) est celle du Centre de Gravit�e, qui d�e�nit la valeur d�efuzzi��ee y�Fde F de la fa�con suivante : y?F �= RY uF (u)duRY F (u)du ; (1.22)si l'ensemble de r�ef�erence Y est continu. On choisit alors by = y�F .Si l'on s'int�eresse �a l'estimation de la sortie y par by, l'utilisation des op�erateurs max et minn'est pas toujours conseill�ee, car ces op�erateurs ne sont pas d�erivables en tout point et rendentla tâche d'optimisation des param�etres du syst�eme d�elicate. Il est pr�ef�erable d'employer parexemple le produit comme op�erateur d'implication et d'intersection et la somme commeop�erateur disjonctif, bien que ce dernier op�erateur ne soit pas une t-conorme 3.On suppose ici que les entr�ees sont �xes. Les expressions de �i (�equation 1.21), de F (�equation1.20) et de by deviennent alors, en fonction de l'entr�ee x :�i(x) = rYk=1Bik(xk); (1.23)F (y) = IXi=1 �i(x)Di(y); (1.24)by(x) = PIi=1 �i(x)y�Di RY Di(u)duPi �i(x) RY Di(u)du ; (1.25)o�u y�Di est le centre de gravit�e deDi. Ainsi la valeur ŷ(x) est la moyenne pond�er�ee du centre degravit�e des ensembles 
ous de la partie cons�equente, dont les poids d�ependent de l'in
uencedes r�egles sur x. La fonction by appartient �a la classe des fonctions de base g�en�eralis�ees (cf.section 1.2.5).Cette m�ethode est appel�ee (( m�ethode de raisonnement 
ou simpli��e )) [172], car elle permet deformuler analytiquement la relation entre les entr�ees et la sortie du syst�eme. Le mod�ele peutainsi être vu comme un r�eseau de neurones (cf. �gure 1.12). Cette m�ethode de raisonnementsimpli��e o�re la possibilit�e d'un apprentissage du syst�eme 
ou (cf. section 1.3).1.2.4 Mod�eles 
ous de Takagi-SugenoTakagi et al. [150] ont d�evelopp�e un mod�ele hybride dont les r�egles sont constitu�ees de lafa�con suivante : ri : SI x est Bi ALORS y = fi(x); (1.26)o�u les fi sont des fonctions de X dans Y. La partie ant�ec�edente de la r�egle ri est une proposi-tion 
oue commepr�ec�edemmentmais la partie cons�equente est un mod�ele local conventionnel3: L'inconv�enient est qu'on peut obtenir un ensemble r�esultant F d'une hauteur h(F ) > 1 di�cilementinterpr�etable. D'autres op�erateurs sont envisageables, comme la t-conorme duale du produit, la sommeborn�ee, mais elle est �egalement non d�erivable en tout point, ou des op�erateurs de type moyenne, mais ils nesont pas associatifs.
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Fig. 1.12 { Repr�esentation neuronale d'un syst�eme 
ou. Les premi�eres couches calculent lesdegr�es de d�eclenchement des r�egles �i. La couche suivante combine les r�egles et normaliseles �i. La derni�ere couche calcule la sortie �nale by.utilis�e pour l'approximation de la sortie du syst�eme dans la r�egion de l'espace repr�esent�eepar Bi.Si l'on utilise la m�ethode d'inf�erence somme - produit comme pr�ec�edemment, la sortie ponc-tuelle du syst�eme est alors : by(x) = PiBi(x)fi(x)PiBi(x) : (1.27)La sortie �nale est la moyenne de la sortie correspondant �a la r�egle ri, pond�er�ee par ledegr�e de d�eclenchement normalis�e de la r�egle. Des m�ethodes d'estimation locales bas�ees surcette �equation ont �et�e propos�ees par plusieurs auteurs [77, 108, 109] selon la forme de fi.Puisqu'il s'agit d'approximations locales, les fonctions fi sont souvent tr�es simples, lin�eairesou polynomiales, voire constantes. Cette approche, fr�equente en mod�elisation de syst�emes,suppose que la dynamique est di��erente mais polynomiale selon les r�egions de l'espace. Lemod�ele pr�esente certaines analogies avec la r�egression polynomiale par morceaux (cf. annexeA).1.2.5 Equivalence fonctionnelle entre syst�emes 
ous et r�eseaux deneuronesL'expression fonctionnelle obtenue par les deux principaux types de syst�emes 
ous (de Mam-dani et de Takagi-Sugeno) permet de les comparer �a des techniques conventionnelles commeles fonctions de base g�en�eralis�ees. Cette vaste classe de mod�eles contient une grande partiedes r�egresseurs d�ecrits dans l'annexe A, comme les estimateurs �a noyaux, les arbres de r�e-gression, les mod�eles polynomiaux et certains types de r�eseaux de neurones 4. Des th�eor�emes,4: En annexe A, une description des principales m�ethodes d'estimation fonctionnelle est propos�ee.



38 1 Syst�emes flous et neuro-flousanalyses ou traitements �etablis pour ces mod�eles peuvent alors être directement appliqu�esaux syst�emes 
ous.La forme g�en�erale de ces r�egresseurs est la suivante [132] :f(x;w) = IXi=1 aihi(x; ci;�i); (1.28)o�u w est le vecteur des param�etres, w = [a C �], a = (a1; : : : ; aI)T , C = (c1 : : :cI)T et� = (�1; : : : ;�I). Chaque param�etre a une signi�cation particuli�ere : ai repr�esente le poidsou l'amplitude de la fonction de base hi, le vecteur ci, la position ou la translation et lamatrice �i, l'�echelle ou la direction.Or, l'expression de by(x) dans les �equations (1.25) et (1.27) peut se r�e�ecrire sous la forme pr�e-c�edente (1.28) et cette fonction fait donc partie de la classe des fonctions de base g�en�eralis�ees.Elle est alors appel�ee fonction de base 
oue [164].Une forme tr�es g�en�erale de (1.28), appel�ee produit tensoriel par certains auteurs [19], estd�etermin�ee par la composition de deux classes de fonctions de base plus simples [132]. Nousallons voir maintenant les liens entre certains syst�emes 
ous et ces deux autres classes defonctions de base dont les repr�esentants sont les r�eseaux de neurones les plus fr�equemmentutilis�es : les fonctions de base radiale et les perceptrons multi-couches.Fonction de base radiale g�en�eralis�eeOn peut montrer que les fonctions de base radiale sont des mod�eles locaux d'approximationfonctionnelle (cf. annexe A, section A.3.3). Pour ces mod�eles, l'expression de hi peut semettre sous la forme : hi(x; ci;�i) = Gi�kx� cik�i�o�u k:k�i est une norme sur X et Gi est une fonction de R+ dans R. En g�en�eral, �i est unematrice semi-d�e�nie positive de dimension (r; r). L'exemple le plus fr�equent est celui desfonctions de base gaussiennes Bi d�e�nies par l'�equation (1.14).Ces mod�eles, qui peuvent se mettre sous la forme d'un r�eseau de neurones arti�ciel �a 2couches, la couche interm�ediaire contenant les unit�es cach�ees ci , sont d�e�nis comme des R�e-seaux �a Fonction de Base Radiale [105]. Les param�etres ai repr�esentent les poids de connexionentre les unit�es ci et la sortie �nale. La quantit�e gi(x) = Gi�kx� cik�i� repr�esente le degr�ed'activation de l'unit�e ci. La sortie �nale repr�esente alors la somme pond�er�ee des ai, sortiesassoci�ees aux unit�es ci, par ces degr�es d'activation (cf. �gure 1.13). A�n de pallier le faiblerecouvrement des fonctions d'appartenance dans certaines r�egions, on peut normaliser cesdegr�es d'activation, ce qui revient �a utiliser la fonction de base suivante :hi(x; ci;�i) = gi(x)Pi gi(x) :La sortie devient alors la moyenne pond�er�ee des ai par les degr�es d'activation.Jang [77] et Hunt et al. [72] ont montr�e l'�equivalence fonctionnelle entre les r�eseaux �a fonc-tions de base gaussiennes normalis�ees et certains syst�emes 
ous de type Takagi-Sugeno souscertaines conditions. Soit le r�eseau caract�eris�e par I unit�es cach�ees ci de param�etres de
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ous quelconques, de type Takagi-Sugeno.Perceptrons multi-couches et syst�emes 
ousLes perceptrons �a une couche cach�ee font partie des fonctions de base dont la forme est lasuivante : hi(x; ci; bi) = G�ctix� bi�:o�u bi est ici un scalaire. On peut �egalement montrer l'�equivalence fonctionnelle de certainstypes de syst�emes 
ous et certains perceptrons multi-couches. Etant donn�e un perceptrondont les fonctions d'activation sont continues, il existe un syst�eme 
ou capable de l'approcher,



40 1 Syst�emes flous et neuro-flous�a un degr�e de pr�ecision quelconque [22]. R�eciproquement, on peut toujours construire unperceptron capable d'approcher un syst�eme 
ou �a un niveau de pr�ecision donn�e.Les perceptrons multi-couches �etant des approximateurs universels (cf. annexe A), c'est-�a-dire capables d'approcher ind�e�niment toute fonction continue d'un compact de X � Rrdans Y � R, les syst�emes 
ous sont de ce fait �egalement des approximateurs universels.Ces r�esultats fondamentaux �etablissant la dualit�e des syst�emes 
ous et des r�eseaux de neu-rones ont naturellement amen�e la d�e�nition d'une nouvelle classe de syst�emes, combinant lesavantages des syst�emes 
ous et des r�eseaux de neurones : les syst�emes neuro-
ous.1.3 Syst�emes neuro-
ous1.3.1 IntroductionLes syst�emes neuro-
ous permettent de combiner les avantages de deux techniques com-pl�ementaires. Les syst�emes 
ous fournissent une bonne repr�esentation des connaissances.L'int�egration de r�eseaux de neurones au sein de ces syst�emes am�eliore leurs performancesgrâce �a la capacit�e d'apprentissage des r�eseaux de neurones. Inversement, l'injection de r�egles
oues dans les r�eseaux de neurones, souvent critiqu�es pour leur manque de lisibilit�e, clari�ela signi�cation des param�etres du r�eseau et facilite leur initialisation, ce qui repr�esente ungain de temps de calcul consid�erable pour leur identi�cation.De nombreux types de r�eseaux ou syst�emes neuro-
ous ont �et�e d�evelopp�es ces derni�eresann�ees et leur d�e�nition, loin d'être uniformis�ee, est parfois ambigu�e et confuse. A�n declari�er les d�e�nitions, nous proposons de r�epartir cette classe de syst�emes en trois cat�egories :les syst�emes neuro-
ous classiques [77, 78], qui peuvent se voir �a la fois comme des r�eseauxde neurones et comme des syst�emes 
ous conventionnels. Il s'agit de syst�emes 
ous auxquelson incorpore des concepts issus des r�eseaux de neurones : apprentissage des param�etres, oudes r�egles. Les r�eseaux de neurones auxquels on incorpore des concepts issus de la th�eorie desensembles 
ous (fuzzi�cation des op�erations, des poids, des entr�ees, des sorties) constituentune deuxi�eme cat�egorie. A�n de ne pas les confondre avec les pr�ec�edents, nous les nommeronsr�eseaux de neurones fuzzi��es. En�n, les syst�emes complexes se d�ecomposent souvent enplusieurs tâches et requi�erent di��erentes m�ethodes pour deux sous-probl�emes di��erents. Lesr�eseaux de neurones et les syst�emes 
ous peuvent alors être utilis�es s�epar�ement pour r�esoudredeux tâches di��erentes en parall�ele ou successivement.Ces syst�emes constituent une troisi�emecat�egorie. Dans la suite, nous ne d�ecrirons que les deux premi�eres cat�egories : les syst�emesneuro-
ous classiques et les r�eseaux de neurones fuzzi��es.1.3.2 Syst�emes neuro-
ous classiquesApprentissage des syst�emes 
ousIl n'est pas toujours possible de construire un syst�eme 
ou uniquement en traduisant laconnaissance transmise par des experts en termes de r�egles et de fonctions d'appartenance. Ene�et, ce type d'information est souvent incomplet, �episodique et di�cile �a collecter de mani�eree�cace et syst�ematique. Pour rem�edier �a ces probl�emes d'acquisition et de traduction deconnaissances, quand des donn�ees num�eriques sont disponibles, il est possible d'automatiser



1.3Syst�emes neuro-
ous 41le syst�eme, qui devient alors un syst�eme neuro-
ou, �a l'aide de m�ethodes d'identi�cation.L'identi�cation d'un syst�eme consiste �a d�eterminer, parmi une classe de mod�eles, celui quisemble le plus adapt�e, selon un crit�ere donn�e, aux relations entre les variables d'entr�ee et desortie du syst�eme [143]. Dans le cas des syst�emes neuro-
ous d�e�nis par l'�equation (1.25),les techniques classiques sont envisageables mais des techniques plus sp�eci�ques, utilisant lesparticularit�es de ces syst�emes, comme la capacit�e d'int�egration de connaissances a priori,peuvent être plus adapt�ees. On peut faire en particulier la distinction entre les mod�eles detype (( bô�te grise )), o�u la base de r�egles est fournie par un expert et les mod�eles de type(( bô�te noire )) pure, o�u la base de r�egles elle-même est estim�ee.Dans le cas d'un mod�ele de type bô�te noire, la connaissance du syst�eme se r�esume �a l'exis-tence d'un ensemble d'apprentissage T = (xk; yk); k = 1; : : : ; N 2 X � Y. L'identi�cationdu syst�eme se d�ecompose alors essentiellement en deux �etapes, même si elles ne sont pasind�ependantes : l'identi�cation de la structure du mod�ele et l'estimation des param�etres. Lemod�ele de type (( bô�te grise )) requiert uniquement la deuxi�eme �etape.Identi�cation de la structure du mod�eleLa structure du mod�ele inclut la d�etermination des r�egresseurs x et les relations entre lesvariables x et y, le nombre de r�egles et la forme des fonctions d'appartenance. A ce stade, onsuppose que les r�egresseurs ont �et�e convenablement choisis, par exemple �a l'aide de tests sta-tistiques ou de techniques d'analyse des donn�ees. La forme des fonctions d'appartenance n'estpas forc�ement cruciale (cf. section 1.2.3). On s'int�eresse alors essentiellement �a la d�etermina-tion du nombre optimal de r�egles. Plusieurs types d'approches sont envisageables [65], parmilesquels la classi�cation automatique de l'ensemble d'apprentissage [7] ou les techniques ba-s�ees sur des crit�eres d'erreur de pr�ediction, comme les techniques de r�e�echantillonnage, quel'on a �evoqu�ees dans l'annexe A.Classi�cation automatiqueLes m�ethodes les plus fr�equentes reposent sur la classi�cation de l'espace repr�esentant lesdonn�ees �a partir de l'ensemble d'apprentissage. Soit P = fP1; : : : PIg un ensemble de Iclasses partitionnant l'espace X � Y. Ces classes peuvent avoir �et�e obtenues �a l'aide d'unalgorithme quelconque de partitionnement, comme par exemple les centres mobiles [99], oules cartes auto-organisatrices [86] (cf. annexe D). A�n de tenir compte du passage progressifd'une classe �a une autre, elles peuvent �egalement être d�etermin�ees par une m�ethode departitionnement 
ou, comme les centres mobiles 
ous [11]. Chaque classe Pi va permettre deconstruire une r�egle 
oue ri en tenant compte des relations locales entre variables. Chaquer�egle correspond ainsi �a une r�egion de l'espace. La d�etermination du nombre de r�egles revientainsi �a choisir le nombre optimal de classes. La s�election du nombre de classes correspond�a un arbitrage entre la pr�ecision et la complexit�e du mod�ele. Un grand nombre de r�eglespermet une grande pr�ecision dans l'estimation de la sortie du syst�eme mais est coûteuse entemps de calcul. Inversement, si le nombre de r�egles est trop faible, le calcul sera rapide,mais l'estimation sera de mauvaise qualit�e.Di��erentes variantes sont possibles pour construire les classes. Il est courant de partition-ner s�epar�ement les espaces X et Y ou de partitionner uniquement l'espace X en classesfC1; : : :CIg et d'induire les classes Pi sur X � Y en utilisant par exemple une m�ethode de



42 1 Syst�emes flous et neuro-flousr�egression [7].Quant �a la s�election du nombre de classes, de nombreux crit�eres ont �et�e propos�es dans lecontexte de la reconnaissance des formes [112]. Pla�cons-nous dans le cas le plus fr�equentconsistant �a partitionner uniquement X . Soit ci le centre de la classe Ci. On d�esigne paruik le degr�e d'appartenance de l'�el�ement xk de l'ensemble d'apprentissage �a la classe Ci. Cescrit�eres sont bas�es sur les matrices de covariance (
oues) :�0i = NXk=1 uikPk uik (xk � ci)(xk � ci)T ;ou des mesures de dispersion intra-classes :SSW = mXi=1 NXk=1 uikkxk � cik2: (1.29)En particulier, une approche simplemais e�cace consiste �a consid�erer le pourcentage d'(( iner-tie expliqu�ee )) par la partition, SSW/SST, o�u SST est la dispersion totale : SST =Pk kxk��xk2, avec �x = 1N PNk=1 xk.Ces m�ethodes d�eterminent une bonne r�epartition des prototypes dans l'espace de repr�esen-tation des donn�ees. Cette r�epartition ne garantit pas une bonne estimation des sorties dusyst�eme mais elle permet de r�esumer l'information contenue dans l'ensemble d'apprentissage.La perte d'information est compens�ee par une grande lisibilit�e des r�egles.R�e�echantillonnageL'identi�cation de la structure peut se formuler comme un probl�eme d'estimation fonction-nelle par un r�eseau de neurones (cf. annexe A). Elle repr�esente la premi�ere �etape qui consiste�a contrôler la complexit�e du mod�ele a�n de d�e�nir sa taille, c'est-�a-dire, si on se limite �a unr�eseau �a une couche cach�ee, le nombre I d'unit�es cach�ees.On peut alors utiliser des techniques de r�e�echantillonnage, telles que la validation crois�ee,le jackknife ou le bootstrap [48], bas�ees sur la division de l'�echantillon en un ensemble deg�en�eralisation et d'apprentissage (cf. annexe A, section A.4).Nous pr�esentons uniquement une des variantes de la validation crois�ee, connue sous le nom de((leave one out)). Pour un certain nombre de valeurs de I, on e�ectue la proc�edure suivante.Le point (xk; yk) est retir�e de l'�echantillon et on estime la variable y en xk �a l'aide desN � 1 exemples restants. L'estimateur de yk obtenu �etant not�e bf (�k)I (xk), on construit alorsle crit�ere de validation crois�ee suivant :CV (I) = 1N NXk=1(yk � bf (�k)I (xk))2: (1.30)La valeur choisie, Î, est celle qui minimise ce crit�ere.Estimation des param�etresUne fois la premi�ere phase achev�ee, la taille du mod�ele est d�etermin�ee et il ne reste plusqu'�a s�electionner les param�etres, repr�esent�es par un vecteur w, de l'�equation (1.25) ou de



1.3Syst�emes neuro-
ous 43l'�equation (1.27) selon qu'il s'agisse d'un mod�ele de type Mamdani ou Takagi-Sugeno. Cevecteur contient les param�etres des fonctions d'appartenance des ensembles 
ous Bi et Didans le cas d'un mod�ele de type Mamdani. Dans le cas d'un mod�ele de type Takagi-Sugeno,il contient les param�etres de Bi ainsi que les coe�cients des polynômes fi.Cette deuxi�eme phase correspond au probl�eme classique de l'optimisation des param�etresw d'un r�eseau de neurones, c'est-�a-dire d'une fonction non lin�eaire w 7�! f(x;w). Etantdonn�e l'ensemble d'apprentissage, le probl�eme consiste �a ajuster les poids w en minimisantpar rapport �a w, l'un des crit�eres suivants, d�e�nis dans l'annexe A : le crit�ere quadratiqueempirique (cf. �equation A.2),JN(w) = 1N Xk (yk � f(xk;w))2;ou le crit�ere Jpen(w) (cf. �equation A.11) si on ajoute un terme de p�enalisation. Ceci est unprobl�eme tr�es classique de minimisation d'une fonction non lin�eaire.Le minimum bw de la fonction de coût J ne peut être calcul�e analytiquement mais �a l'aidede m�ethodes it�eratives, dont la plupart peuvent être vues comme un cas particulier de lam�ethode de Newton et pour lesquelles la convergence vers un minimum local est assur�ee.On initialise les param�etres �a w(0) en utilisant les informations a priori sur le mod�ele. Al'�etape t+1, dans la m�ethode de Newton, l'estimation des param�etres devient :w(t+ 1) = w(t)� [r2J(w(t))]�1:rJ(w(t));o�u rJ(:) = [ @J@wi (:)] et r2J = [ @2J@wi@wj (:)] sont respectivement le vecteur gradient et la matricehessienne de J. Les calculs �etant souvent tr�es lourds, des m�ethodes simpli��ees, ne faisant pasintervenir la matrice hessienne, sont souvent utilis�ees en pratique, comme les m�ethodes dedescente de gradient, de gradient conjugu�e ou de Levenberg-Marquart. L'algorithme le plusutilis�e est celui de la descente de gradient pour lequel on calculew(t+ 1) = w(t)� �(t)rJ(w(t)); �(t) 2]0; 1[:L'algorithme s'arrête d�es que J est inf�erieur �a un seuil �x�e, �a l'it�eration T . Alors w(T ) estl'estimation �nale de w. Le syst�eme neuro-
ou est alors compl�etement sp�eci��e 5.1.3.3 Les r�eseaux de neurones fuzzi��esDans cette section, nous pr�esentons bri�evement les r�eseaux de neurones fuzzi��es. On peutles diviser en deux sous-groupes : les r�eseaux neuro-
ous hybrides, pour lesquels les op�era-teurs neuronaux sont des op�erateurs 
ous, et les r�eseaux de neurones fuzzi��es r�eguliers oustandards, pour lesquels les entr�ees, les poids et/ou les sorties ne sont plus des r�eels mais desintervalles, des nombres 
ous ou des intervalles 
ous. Par souci de clart�e, nous nous limitonsici �a des r�eseaux �a une seule couche, d'entr�ees x = (x1; : : : ; xr), de poids w = (w1; : : : ; wr),de fonction de transfert g et de fonction cible ou sortie d�esir�ee y, sachant qu'une g�en�eralisa-tion �a plusieurs couches est imm�ediate (cf �gure 1.14).5: Selon la forme particuli�ere des r�eseaux, d'autres m�ethodes d'optimisation sont envisageables. Parexemple, dans le cas des fonctions de base radiale, nous avons vu en annexe A que l'on pouvait d�etermineranalytiquement les param�etres de sortie des unit�es cach�ees.
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+Fig. 1.14 { R�eseau neuro-
ou : les entr�ees xk et les poids wk peuvent être r�eels ou 
ous. Lasortie ~y = g�Lk( ~wk 
 ~xk)� est calcul�ee par l'arithm�etique 
oue.Les r�eseaux hybridesDans le cas d'un r�eseau de neurones classique, connu sous le nom de perceptron, de fonctionde transfert g (sigmo��dale, tangente hyperbolique, ou autre), la sortie ŷ du r�eseau est d�e�niepar : ŷ = f(x;w) = g(xtw) = g rXk=1 wkxk! :Les poids, les entr�ees et les sorties sont des valeurs r�eelles et les op�erateurs de combinaisondes poids et des entr�ees sont le produit et la somme.Si d'autres op�erateurs de combinaison, de type 
ou, comme des t-normes ou des t-conormes,sont utilis�es, nous obtenons un r�eseau de neurones dit hybride [66, 68]. Dans ce type der�eseau, les entr�ees, les poids et les sorties restent des valeurs r�eelles, mais doivent appartenir�a l'intervalle [0; 1] pour pouvoir être combin�es �a l'aide d'op�erateurs 
ous. Pour la mêmeraison, la fonction g doit être d�e�nie de [0; 1] dans [0; 1].Divers exemples de r�eseaux hybrides ont �et�e propos�es [66]. Les deux exemples les plus simples,o�u g est la fonction identit�e, sont les suivants [68]:{ le neurone 
ou (( ET )), o�u y = minrk=1(max(wk; xk)) repr�esente la loi de compositionmin�max:{ le Neurone 
ou (( OU )), o�u y = maxrk=1(min(wk; xk)) repr�esente la loi de compositionmax�min:R�eseau de neurones fuzzi��e standardLa fuzzi�cation directe d'un r�eseau de neurones classique est obtenue lorsque les entr�ees x,les poids w ou les sorties d�esir�ees y sont des nombres 
ous. Les op�erations fonctionnelles(addition, multiplication, fonction de transfert) sont d�e�nies par le principe d'extension etl'arithm�etique 
oue (cf. section 1.2.1). On peut distinguer trois types de r�eseaux fuzzi��esutilis�es dans l'impl�ementation de r�egles linguistiques [21].{ les r�eseaux fuzzi��es de type 1, dont les entr�ees sont des nombres r�eels mais les poids
ous,{ les r�eseaux fuzzi��es de type 2, dont les entr�ees sont 
oues et les poids, r�eels,{ les r�eseaux fuzzi��es de type 3, dont les entr�ees et les poids sont 
ous.



1.3Syst�emes neuro-
ous 45Dans tous les cas, les sorties du r�eseau sont 
oues. Il existe un quatri�eme type, o�u les entr�eessont 
oues, les poids et les sorties sont des nombres r�eels, utilis�e pour la classi�cation d'entr�eesimpr�ecises [67, 73].Si on reprend l'exemple du r�eseau pr�ec�edent, o�u les entr�ees exk et les poids ewk sont 
ous 6, onobtient un r�eseau fuzzi��e de type 3 dont la sortie 
oue ey est d�e�nie par :~y = g rMk=1 (ewk 
 exk)! ;o�u � et 
 sont les op�erateurs 
ous g�en�eralisant l'addition et la multiplication (cf. section1.2.1). Si la fonction de transfert g est bijective, la sortie ey est alors d�e�nie par~y(u) = " rMk=1 (ewk 
 exk)# �g�1(u)� 8 u 2 [0; 1]:Il est possible de combiner les deux types de fuzzi�cation des r�eseaux de neurones en per-mettant �a la fois l'utilisation d'op�erateurs 
ous et de poids ou d'entr�ees 
ous [21].Nous allons maintenant nous int�eresser �a l'identi�cation de ces r�eseaux fuzzi��es. Certainsauteurs ont g�en�eralis�e les m�ecanismes d'apprentissage des r�eseaux de neurones classiques,comme l'algorithme de r�etropropagation du gradient, aux r�eseaux neuro-
ous. Cela supposede g�en�eraliser la d�e�nition de la fonction de coût aux nombres 
ous :C�ey; f(ex; ew)�c'est-�a-dire, de d�e�nir la notion de distance ou de dissimilarit�e entre deux nombres 
ous.(( Distance )) entre ensembles 
ousDe nombreuses mesures de (( distance )) entre ensembles 
ous ont �et�e d�e�nies dans la litt�e-rature [183, 129, 39]. On peut d�e�nir deux types de distances entre deux ensembles 
ous Fet F 0 d�e�nis sur un ensemble de r�ef�erence Y � R :{ les op�erateurs ~d de type classique, ~d : F(Y)�F(Y)! R+{ les op�erateurs de type 
ou, ~d : F(Y)�F(Y)! F(R+)Parmi les mesures classiques, l'une d'elles est d�e�nie �a partir de la distance de Minkowski :~d1(F;F 0) = �ZY [F (y)� F 0(y)]pdy�1=p ; p 2 N: (1.31)Cependant, cette quantit�e ne g�en�eralise pas la distance de Minkowski entre nombres r�eels. Enfait, la plupart des mesures de dissimilarit�e ou de distance entre ensembles 
ous ne tiennentpas v�eritablement compte du caract�ere ordonn�e de l'ensemble de r�ef�erence Y.La g�en�eralisation de la distance de Hausdor� entre ensembles classiques parâ�t plus judi-cieuse. Soient deux intervalles F = [f1; f2] et F 0 = [f 01; f 02]. La distance de Hausdor� entre F6:Dans la suite, la quantit�es 
oues sont signal�es par la pr�esence du symbole ((e)).



46 1 Syst�emes flous et neuro-flouset F 0 s'�ecrit : h(F;F 0) = maxfjf1� f 01j; jf2� f 02jg. On peut d�e�nir di��erentes extensions �a laclasse des ensembles 
ous convexes et normalis�es, utilisant les ��coupes des ensembles 
ous[183] : ~d2(F;F 0) = Z 10 h(F�; F 0�)d� (1.32)~d02(F;F 0) = sup� h(F�; F 0�) (1.33)Dans le cas de nombres r�eels y et y0, h(y; y0) = jy � y0j et donc~d2(F;F 0) = ~d02(F;F 0) = jy � y0j2 ;ce qui est tout �a fait satisfaisant.On peut d�e�nir une distance ~d de type 
ou d'apr�es le principe d'extension. Au lieu de d�e�nirune distance comme un nombre r�eel, on d�e�nit une distribution de valeurs possibles. Soit� = ~d(F;F 0) 2 F(R+). Alors�(u) = supf(y;y0)2F�F 0)jd(y;y0)=ugmin[F (y); F (y0)];o�u d est une distance classique de Y � Y dans R+.Identi�cation des r�eseaux fuzzi��es de types 2 et 3Supposons que l'on poss�ede un ensemble d'apprentissage constitu�e d'entr�ees et sorties 
oues :(~xi; ~yi). Soit F = f(~x;w) la sortie 
oue d'un r�eseau fuzzi��e associ�ee �a l'entr�ee 
oue ~x. Noustraitons pour l'instant le cas des r�eseaux de type 2 o�u les poids sont des nombres r�eels.Pour l'apprentissage du r�eseau, il est possible de choisir l'une des mesures de distance intro-duites dans la section pr�ec�edente. Ishibushi et al. [73] ont propos�e d'utiliser une variante dela distance (1.33), bas�ee sur la d�ecomposition d'un nombre 
ou en �-coupes :C(~y; F ) = Z 10 e(�)�d�; avec e(�) = 12 �(F g� � ~yg�)2 + (F d� � ~yd�)2g; (1.34)o�u F g� et F d� sont les bornes inf�erieure et sup�erieure de l'intervalle F� et ~yg� et ~yd� sontles bornes inf�erieure et sup�erieure de ~y� (cf. �gure 1.15). Pour des raisons pratiques, lesauteurs calculent en fait une somme discr�ete sur un nombre �ni K d'�-coupes :P�2K e(�)�.Rappelons que, les nombres 
ous �etant convexes, leurs ��coupes sont des intervalles. Lecalcul de F� se d�etermine donc par l'arithm�etique des intervalles, sachant que, pour deuxintervalles A et B,{ (A�B)� = [Ag� +Bg�; Ad� +Bd�]{ (A
B)� = [Ag�Bg�; Ad�Bd�], si Ag�; Bg�; Ad�; Bd� 2 R+{ si f est croissante, f(A�) = [f(Ag�); f(Ad�)]:
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dFig. 1.15 { Distance entre deux nombres 
ous A et B : utilisation des �-coupes. Pour chaque��coupe, on calcule la moyenne de la distance entre les extr�emit�es inf�erieure et sup�erieuredes intervalles A� et B�. On int�egre ensuite en pond�erant par la valeur de �.On obtient ainsi, dans le cas d'un r�eseau de type 2, F� = [f(Bg�); f(Bd�)] avec B� =[Pk(Ak)g�;Pk(Ak)d�] et (Ak)� = [wk(xk)g�; [wk(xk)d�]. Le choix de ce coût se justi�e par le faitque C(~y; F )! 0 , F (u)! ~y(u) 8u 2 Y:La fonction de coût totale de l'ensemble d'apprentissage (~xk; ~yk)Nk=1 est alorsE = 1N Xk C(~yk; Fk):Pour l'apprentissage, puisque les poids w sont r�eels, les algorithmes de la section 1.3.2 commecelui du gradient peuvent alors s'appliquer. A chaque it�eration t, on calcule :w(t) = w(t� 1) � �(t)rE(w(t)):Le d�etail des calculs est e�ectu�e dans [73]. Pour les r�eseaux �a plusieurs couches, on peutg�en�eraliser l'algorithme de r�etroprogation du gradient.Dans le cas des r�eseaux de type 1 et 3 o�u interviennent des poids 
ous, on peut �egalementd�e�nir des r�egles d'apprentissage en d�e�nissant un param�etrage de w [74].De nombreuses applications ont �et�e r�ealis�ees �a partir des r�eseaux fuzzi��es, comme l'approxi-mation fonctionnelle ou la r�esolution d'�equations matricielles 
oues.1.4 ConclusionDans ce chapitre, nous avons pr�esent�e les m�ecanismes d'inf�erence des syst�emes 
ous. Larepr�esentation des connaissances fond�ee sur la th�eorie des ensembles 
ous conduit �a un trai-tement souple de l'information dont les syst�emes 
ous constituent l'un des outils majeurs. Lastructure d'un syst�eme 
ou est constitu�ee de deux principaux �el�ements : une base de r�egles,qui contient un ensemble de r�egles 
oues et un m�ecanisme de raisonnement, en g�en�eral leraisonnement 
ou, qui d�e�nit la proc�edure d'inf�erence. Les r�egles 
oues sont un outil e�-cace permettant de mod�eliser les expressions provenant du langage naturel. Le raisonnement
ou est une proc�edure d'inf�erence qui permet de d�eduire certaines conclusions �a partir derelations fonctionnelles impr�ecises ou 
oues entre variables. Les syst�emes d'inf�erence sont un



48 1 Syst�emes flous et neuro-flousoutil bien �etabli, qui connâ�t un vaste champ d'application, comme le contrôle automatique,les syst�emes experts, la pr�ediction des s�eries temporelles, la robotique ou la reconnaissancedes formes. L'int�erêt essentiel des syst�emes 
ous est de permettre de mod�eliser des relationsimpr�ecises entre di��erentes variables. Quand les entr�ees et les sorties sont pr�ecises, les sys-t�emes d�e�nissent une relation fonctionnelle non lin�eaire et peuvent être repr�esent�es par desr�eseaux de neurones classiques. L'utilisation des syst�emes neuro-
ous permet de tirer avan-tage de la capacit�e d'identi�cation des r�eseaux de neurones et de la lisibilit�e des ensembles
ous.A�n de clari�er les d�e�nitions des syst�emes neuro-
ous, nous avons propos�e une classi�cationpersonnelle de ces syst�emes en trois cat�egories : les syst�emes neuro-
ous classiques, qui sontdes syst�emes 
ous adaptatifs, dont les entr�ees et les sorties sont des valeurs r�eelles ; les r�eseauxde neurones fuzzi��es, qui sont des r�eseaux de neurones auxquels on a incorpor�e des conceptsissus de la th�eorie des ensembles 
ous (fuzzi�cation des op�erations, des poids, des entr�ees,des sorties) ; les syst�emes complexes divis�es en sous-tâches dont le traitement est e�ectu�esoit par un r�eseau de neurones, soit par un syst�eme 
ou.Dans le chapitre suivant, nous nous int�eressons �a une application des syst�emes neuro-
ousclassiques �a un probl�eme d'estimation particulier, le traitement de donn�ees manquantes.



49Chapitre 2Application au traitement de donn�eesmanquantesDans ce chapitre, nous proposons d'appliquer le principe des syst�emes 
ous au probl�emede l'estimation de donn�ees manquantes. Dans un tableau de donn�ees, l'existence de valeursmanquantes peut être due �a des causes tr�es diverses. La donn�ee peut être indisponible �acause d'un dysfonctionnement de l'appareil de mesure qui la d�elivre. Dans la collecte dedonn�ees par sondages, il peut s'agir d'absence de r�eponses ou de r�eponses contradictoiresinvalid�ees par l'analyste. Une absence de r�eponse peut elle-même re
�eter deux types de com-portement : la donn�ee est compl�etement inconnue par le sond�e ou au contraire elle provientd'un refus de r�epondre. Face �a un probl�eme de donn�ees manquantes, il y a deux attitudespossibles. On peut �eluder la question en ne retenant dans la base de donn�ees que les vec-teurs complets. Cette m�ethode d'�elimination, d'une simplicit�e �evidente, pr�esente l'avantagede permettre l'application de techniques classiques d'analyse de donn�ees sans modi�cationpour des traitements ult�erieurs. Mais elle ne donne des r�esultats satisfaisants que lorsque lesvecteurs incomplets sont peu nombreux, ce qui s'av�ere di�cile dans les cas de vecteurs degrande dimension. De plus, elle ne fournit aucune estimation, même impr�ecise de ces donn�eesmanquantes.L'autre attitude consiste donc �a remplacer les valeurs manquantes par une quantit�e (( rai-sonnable )). Les m�ethodes d'estimation de donn�ees manquantes font appel �a des techniquestr�es vari�ees. Elles supposent en g�en�eral un cadre probabiliste. Une description d�etaill�ee desprincipales approches envisag�ees dans la litt�erature [97, 127, 26], est propos�ee en annexeB. Les m�ethodes heuristiques, souvent utilis�ees par le praticien, comme le remplacementpar la moyenne, la m�ediane ou une valeur quelconque de r�ef�erence, permettent d'�eluder leprobl�eme rapidement �a l'aide de solutions peu coûteuses. L'estimation des donn�ees incom-pl�etes n'est souvent pas un but en soit, mais un pr�etraitement de donn�ees. N�eanmoins lesalgorithmes ult�erieurs de classi�cation, d'estimation de sortie d'un syst�eme ou d'appren-tissage peuvent être perturb�es par une mauvaise reconstruction de donn�ees. Si le nombrede caract�eristiques et le nombre de donn�ees �a reconstruire sont �elev�es, les m�ethodes bas�eessur la r�egression manquent de souplesse, car elles exigent un grand nombre de mod�eles.Les m�ethodes param�etriques bas�ees sur la maximisation de la vraisemblance, comme l'algo-rithme EM (((Expectation-Maximisation))) [29], ou la simulation de probabilit�es, comme lesm�ethodes de Monte-Carlo, ont prouv�e leur e�cacit�e et sont largement utilis�ees, mais elles re-qui�erent la connaissance ou l'estimation des lois des variables et sont de ce fait g�en�eralement



50 2 Application au traitement de donn�ees manquantescoûteuses en temps de calcul.La plupart de ces techniques supposent un cadre probabiliste. Nous pr�esentons dans ce cha-pitre une nouvelle m�ethode, bas�ee sur la construction d'un syst�eme neuro-
ou, d�e�nissant desrelations 
oues entre variables, qui o�re des similitudes avec certaines m�ethodes de r�egres-sion, mais qui pr�esente l'avantage de traiter un nombre quelconque de donn�ees manquantesvues comme les sorties du syst�eme. De plus, cette m�ethode tol�ere �egalement la pr�esence dedonn�ees impr�ecises, repr�esent�ees sous forme de nombres 
ous. L'impr�ecision sur la valeur desubstitution est caract�eris�ee par une distribution de possibilit�e.Notre m�ethode a �et�e appliqu�ee �a des donn�ees r�eelles environnementales, dans le cadre duprojet europ�een EM2S. Les r�esultats sont confront�es �a ceux d'autres techniques existantes.2.1 Principe de la m�ethode2.1.1 Formulation du syst�eme 
ouLa connaissance relative au syst�eme se r�esume �a un ensemble d'apprentissage de N vecteursde r caract�eristiques r�eelles : T = fxi 2 X ; i 2 f1; : : : ; Ngg, avec xi = fxi1; : : : ; xirg,que l'on suppose pour l'instant complets. Une g�en�eralisation �a un ensemble plus r�ealiste Tcontenant des donn�ees manquantes, impr�ecises ou (( aberrantes )), sera abord�ee plus loin.Soit x un nouveau vecteur, compos�e de deux parties xo et xm, contenant respectivement lesvariables observ�ees et manquantes 1. L'objectif est de reconstruire xm �a l'aide des informa-tions fournies par l'ensemble d'apprentissage. Intuitivement, la m�ethode que nous proposonsrepose sur les similitudes entre ce nouveau vecteur x = (xo;xm) et les vecteurs xi. SoientX o et Xm les sous-espaces de X restreints aux variables observ�ees et manquantes de x et xoiet xmi les projections de xi sur ces sous-espaces. Plus xo est (( proche )) de xoi au sens d'unecertaine distance, plus on aura de chances que xm soit (( proche )) de xmi , �a condition queles variables soient bien corr�el�ees entre elles. On d�esigne par O(x) � f1; : : : ; rg etM(x), lesensembles d'indices des composantes observ�ees et manquantes de x.La proximit�e �etant une notion 
oue, nous pouvons traduire cette id�ee sous la forme d'unsyst�eme 
ou S �a base de r�egles binaires ri,ri : SI xo est Zoi ALORS xm est Zmi ; (2.1)o�u Zoi 2 F(X o) et Zmi 2 F(Xm) sont des ensembles 
ous multidimensionnels repr�esentantrespectivement xoi et xmi . On note Zi = Zmi �Zoi l'ensemble 
ou r-dimensionnel repr�esentantxi et Zij l'ensemble 
ou repr�esentant la j�eme variable de xi, qui est aussi la projection de Zisur Xj.La proposition 
oue (( xo est Zoi )) est bien la traduction de l'expression linguistique : xo est(( proche)) de xoi .Il est possible d'�etudier s�epar�ement les variables manquantes, en remarquant que le syst�eme
ou S peut se d�ecomposer en syst�emes 
ous Sl; l 2M(x), poss�edant chacun N r�egles ril :ril : SI xo est Zoi ALORS xl est Zil (2.2)Dans la suite, nous �etudions s�epar�ement chacun des syst�emes 
ous Sl.1:Dans toute la suite, les indices m et o correspondent respectivement aux variables manquantes etobserv�ees.
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Fig. 2.1 { Construction des fonctions d'appartenance Zij par interpolation de B-splinesd'ordre 1. On obtient des fonctions d'appartenance triangulaires.2.1.2 Fonctions d'appartenance du syst�emeLes xij peuvent être fuzzi��es de nombreuses fa�cons di��erentes. L'utilisation de fonctionsd'appartenance du type des B-splines, qui sont des polynômes par morceaux, semble a priorijudicieuse [14]. En e�et, celles-ci se d�e�nissent de fa�con unique par interpolation des n�uds,une fois l'ordre des polynômes d'interpolation choisi, sans identi�cation pr�ealable de para-m�etres. Si k est l'ordre des polynômes d'interpolation, les ensembles 
ous Zij d�ecrivant lavariable j sont d�e�nis comme les B-splines d'ordre k, les n�uds x(i)j �etant r�eordonn�es parordre croissant selon i. De plus, elles permettent un bon recouvrement du domaine, car ellesposs�edent la propri�et�e de normalisation suivante :8j 2 f1; : : : ; rg 8u 2 Xj NXi=1 Zij(u) = 1:Il existe des relations de r�ecurrence permettant de les d�eterminer tr�es facilement [14]. Si onse limite �a l'ordre 1, on obtient des fonctions d'appartenance triangulaires (cf. �gure 2.1).L'utilisation d'autres fonctions d'appartenance n�ecessite l'identi�cation de certains para-m�etres. Par exemple, dans le cas des fonctions d'appartenance gaussiennes, centr�ees en xijet d'�ecart-type �ij, le param�etre �ij doit être choisi a priori ou estim�e.2.1.3 Estimation des donn�ees manquantesLes syst�emes 
ous Sl �etant du type de Mamdani (�equation 1.13), �etudi�e dans le chapitrepr�ec�edent, nous pouvons donc appliquer les r�esultats d�ecrits en section 1.2.3.Le d�eclenchement de chaque r�egle ril est d�e�ni par �i = Zoi (xo) et mesure la proximit�e de xet xi. On peut noter que, la partie ant�ec�edente des r�egles ril �etant la même quel que soit l,le degr�e de d�eclenchement �i de ril est ind�ependant de l.D'apr�es l'�equation (1.20), pour chaque l 2M(x), l'ensemble 
ou associ�e Fl d�eduit du syst�emeSl s'�ecrit : Fl(xljxo) = N_i=1Zoi (xo) ^ Zil(xl) 8l 2M(x): (2.3)



52 2 Application au traitement de donn�ees manquantesUn estimateur bxl de xl peut alors être d�e�ni par d�efuzzi�cation de Fl, la t-norme utilis�ee�etant le produit : bxl = WNi=1 Zoi (xo)zil RXl Zil(ul)dulWi Zoi (xo) RXl Zil(ul)dul ; (2.4)o�u zil est le centre de gravit�e de Zil, qui peut être di��erent de xil, selon le choix de Zil, commedans le cas des B-splines. De ce point de vue, il peut être conseill�e d'utiliser par exemple desfonctions d'appartenance gaussiennes ou triangulaires sym�etriques.On obtient donc une relation fonctionnelle entre xl et xo, qui peut s'�ecrire :bxl = bfl(xo); (2.5)pour l 2M(x). En section 2.3, nous verrons que l'expression (2.4) g�en�eralise celle de l'esti-mateur classique de Nadaraya -Watson (cf. annexe A), sous certaines hypoth�eses.2.1.4 Donn�ees impr�ecises ou 
ouesL'un des int�erêts de cette m�ethode est de pouvoir utiliser des donn�ees de type 
ou. Le r�esultatest imm�ediat. Si x est 
ou, ce que l'on note ex = (exo; exm), le degr�e de d�eclenchement de riou ril s'�ecrit : �i = ^j2O(x)Poss(Zijjexj);o�u Poss(Zij jexj) �= Wuj2Xj Zij(uj) ^ exj(uj) est le degr�e de possibilit�e de Zij sachant exj. Onpeut exprimer �i de mani�ere synth�etique :�i = Poss(Zoi j~xo):Il va de soi que si l'ensembleT est lui-même contitu�e de donn�ees 
oues, l'�etape de fuzzi�cationdevient inutile.2.1.5 Base d'apprentissage incompl�eteSi l'ensemble d'apprentissage est lui-même incomplet, chaque xi se d�ecompose en deux par-ties, observ�ee et manquante : xi = (xoii ;xmii ). On ne peut donc plus calculer �i, car certainescomposantes Zij de Zoi peuvent ne pas être d�e�nies. Plusieurs strat�egies sont possibles.Dans une premi�ere approche, on ne remplace pas les donn�ees manquantes xmi et on modi�ela r�egle ril en cons�equence. Pour cela, on se base uniquement sur les variables observ�eescommunes de x et xi. Par exemple, soit un vecteur de trois variables, x = fx1; x2; x3g dontla variable x3 est manquante. La variable xi1 du vecteur xi est �egalement manquante. On nes'appuie donc que sur la deuxi�eme variable pour reconstruire x3. Soient X o;oi = X o \ X oi,l'espace des variables observ�ees simulan�ement pour x et xi, et xo;oi , la restriction de xo �acet espace. On obtient donc une nouvelle r�egle r0il :r0il : SI xo;oi est Zo;oii ALORS xl est Zil (2.6)
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uence sera importante ! 2On peut remarquer que cette transformation revient �a conserver la r�egle initiale ril en d�e�-nissant l'ensemble 
ou Zij associ�e �a la valeur manquante xij comme un ensemble particulier,l'ensemble de r�ef�erence : Zij = Xj. Cette repr�esentation correspond en e�et �a une ignorancetotale sur la valeur de xij, c'est-�a-dire �a une impr�ecision (( maximale )) (cf �gure 2.2).Le mêmeprobl�eme se pose dans certaines m�ethodes de r�egression classique, comme les noyauxou les plus proches voisins, o�u l'on utilise la distance aux �el�ements de l'ensemble d'appren-tissage. Si le vecteur xi est incomplet, doit-on d�e�nir la distance �a xi sur un sous-espace deX ?2: Il est possible de contrôler ce r�esultat en accordant moins de poids �a la r�egle, c'est-�a-dire en faisantintervenir des facteurs de con�ance (cf. chapitre 1)



54 2 Application au traitement de donn�ees manquantesUne autre approche consiste �a remplacer d'abord les donn�ees incompl�etes �a l'aide d'uneheuristique simple telles que celles d�e�nies en annexe B (remplacement par la moyenne, lam�ediane ou le plus proche voisin). Dans ce cas, on introduit une information qui peut êtreerron�ee, selon la qualit�e de la m�ethode de reconstruction.En�n, si la taille de l'�echantillon est assez grande, on peut r�esumer l'information fournie parT �a l'aide d'un algorithme de classi�cation automatique capable de traiter les donn�ees man-quantes, comme les centres-mobiles ou les cartes de Kohonen. On obtient alors un ensemblede vecteurs de r�ef�erence complets qui d�e�nissent de nouvelles r�egles. Nous allons d�eveloppercette approche dans la section suivante.2.2 Utilisation de prototypes2.2.1 Justi�cationL'utilisation de prototypes se justi�e pour de nombreuses raisons. Tout d'abord, nous l'avonsd�ej�a vu, la classi�cation non supervis�ee est une m�ethode tr�es classique d'identi�cationd'un syst�eme 
ou quelconque [65]. La pr�esence de donn�ees manquantes n�ecessite cependantquelques adaptations.Jusqu'�a pr�esent, �a chaque �el�ement de l'ensemble d'apprentissage xi, nous avons fait cor-respondre une r�egle. Lorsque la taille de l'�echantillon devient grande, les r�egles deviennentredondantes, trop nombreuses pour être facilement interpr�etables et le temps de calcul aug-mente. Il est donc n�ecessaire de r�esumer l'information globale d�elivr�ee par T en recourantpar exemple �a des m�ethodes de classi�cation automatique, que T poss�ede des donn�ees man-quantes ou non. Rappelons que les algorithmes classiques s'adaptent tr�es bien �a l'existence�eventuelle de donn�ees manquantes, en utilisant l'une des m�ethodes heuristiques sugg�er�eesplus haut (cf. annexe B).Ces prototypes peuvent être �egalement obtenus ind�ependamment de T �a l'aide d'experts,dans le cas d'un mod�ele de type (( bô�te grise )).En�n, nous venons de voir que la construction d'un ensemble de vecteurs de r�ef�erence com-plets est une r�eponse a priori pertinente au probl�eme de donn�ees manquantes de la based'apprentissage.2.2.2 Description de la base de r�eglesSupposons donc que l'on poss�ede un ensemble de n prototypes C = fc1; : : : ; cng. Chaqueprototype ck est repr�esentatif d'une classe Ck de vecteurs de X . L'espace de r�ef�erence X estainsi partitionn�e en n classes (Ck)nk=1.Si les prototypes fournissent une (( bonne repr�esentation )) des donn�ees, nous pouvons esp�ererreconstruire les valeurs manquantes d'un vecteur proche d'un prototype donn�e �a l'aide desautres coordonn�ees, de fa�con analogue au syst�eme d�ecrit par l'�equation (2.2).La base de r�egles d�e�nie pr�ec�edemment devient donc :rk : SI xo est Bok ALORS xm est Bmk k = 1; : : : ; n � N; (2.7)o�u les Bk = Bok � Bmk sont des ensembles 
ous repr�esentant la proximit�e aux vecteurs ck



2.2Utilisation de prototypes 55ou, de mani�ere �equivalente, le degr�e d'appartenance �a la classe Ck. Chaque coordonn�ee ckjde ck sera donc repr�esent�ee par la projection Bkj de Bk sur Xj. Chaque r�egle traduit lesrelations entre les composantes d'un vecteur, pour une classe donn�ee. Les param�etres desBkj peuvent être d�etermin�es �a partir des caract�eristiques de la classe correspondante. Ond�e�nit �egalement les r�egles pour chacune des coordonn�ees xl �a reconstruire :rkl : SI xo est Bok ALORS xl est Bkl: (2.8)2.2.3 Construction des classes et des ensembles 
ousA chaque vecteur �eventuellement incomplet xi = (xoii ;xmii ) 2 T , on associe son plus procheprototype c(xi), selon une certaine distance. On supposera ici pour simpli�er que les donn�eessont r�eelles, non 
oues. Alorsc(xi) = arg minc2C kxoii � ProjX oick:On notera cok, la projection de ck sur X o. Pour chaque k 2 f1; : : : ; ng, la classe Ck est d�e�niepar l'ensemble des vecteurs de T associ�es �a ck : Ck = fx 2 T ; c(x) = ckg.Pour chaque k 2 f1; : : : ; ng, l'ensemble 
ou Bkj repr�esentant la variable j de la classe Ckpeut être d�e�ni par deux param�etres repr�esentant ses caract�eristiques :{ ckj, ou �kj = 1jCkjjPxij2Ckj xij, la moyenne de la jeme composante de Ck o�u Ckj � Ckrepr�esente l'ensemble des vecteurs de Ck pour lesquels la variable xj est connue. Selonl'algorithme de classi�cation, ckj et �kj peuvent ne pas être �egaux. C'est le cas parexemple quand on remplace les coordonn�ees manquantes des xij par la moyenne globalexi de la variable.{ �kj, l'�ecart-type de la jeme composante de la classe Ck,�kj =  1jCkjj Xxij2Cij(xij � ckj)2!1=2:L�a encore, on peut remplacer ckj par �kj .Si l'estimation est correcte, ces param�etres ont une signi�cation �evidente. Plus �kj est grand,plus l'incertitude sur la composante j d'un vecteur proche du prototype ck est grande. Laforme des fonctions d'appartenance est plus ou moins arbitraire, par exemple :{ gaussienne, avec Bkj(uk) = Gauss(uk; ckj; �kj),{ triangulaire sym�etrique, avec Bkj(uk) = Tri �uk; ckj � �kjp2�; ckj; ckj + �kjp2��.On peut aussi d�e�nir des B-splines par interpolation sur les ckj ; k = 1; : : : ; n. Dans ce cas, onne tient pas compte de la dispersion �a l'int�erieur des classes, mais uniquement de la positiondes prototypes ck par rapport �a leurs voisins.Pour des raisons d�ej�a �evoqu�ees, nous choisissons de pr�ef�erence les fonctions d'appartenancegaussiennes normalis�ees. En e�et, outre l'interpr�etation concr�ete des param�etres, les gaus-siennes poss�edent les propri�et�es suivantes : le domaine est totalement recouvert par la fonction



56 2 Application au traitement de donn�ees manquantes(supp(Bkj) = Xj). Si tel n'est pas le cas, pour les points x aberrants ou simplement �eloign�esdes prototypes, la situation ind�esirable suivante peut se produire : pour tout k; �k(x) = 0.Dans ce cas, l'ensemble 
ou Fl d�etermin�e par le syst�eme est l'ensemble vide (cf. paragraphesuivant). Une valeur ponctuelle ne peut alors être d�e�nie que par convention.2.2.4 Estimation des donn�ees manquantesSi nous utilisons la r�egle d'inf�erence somme-produit les expressions de �k et de la sortie
oue Fl, correspondant �a xo s'�ecrivent comme dans les �equations (1.21 et 1.24) du chapitrepr�ec�edent : �k(xo) = exp8<:�12 Xj2O(x)�xj � ckj�kj �29=; ; (2.9)Fl(xljxo) = nXk=1 �k(xo)Bkl(xl) 8l 2M(x); (2.10)et l'estimation ponctuelle bxl est d�e�nie par :8l 2M(x) bxl(xo) = Pnk=1 �k(xo)ckl�klPnk=1 �k(xo)�kl ; (2.11)le centre de gravit�e et l'aire de Bkl �etant respectivement ckl et p2��kl. Nous rappelons qued'autres m�ecanismes d'inf�erence peuvent être propos�es, en fonction des choix des fonctionsd'appartenance et des op�erateurs d'inf�erence. La �gure 2.3 en donne un exemple.Si on note vkl(xo) = �k(xo)�klPnq=1 �q(xo)�ql ;8l 2M(xo); bxl = nXk=1 vkl(xo)ckl avec nXk=1 vkl(xo) = 1: (2.12)Cette sortie peut s'interpr�eter de la fa�con suivante. La sortie estim�ee est combinaison lin�eairedes coordonn�ees correspondantes des prototypes. Le poids vkl re
�ete l'in
uence de la r�eglerk en termes de distance entre le vecteur x et le prototype consid�er�e sur l'espace des donn�eesconnues de x. Si on se place dans un contexte probabiliste et non 
ou, on peut voir le calculde cette sortie ponctuelle comme une l�eg�ere modi�cation de la m�ethode des fonctions de baseradiale �a noyau gaussien (cf. section 2.3).En e�et, soit Gkl la fonction de base d�e�nie par :Gkl (kxo � cokk) = �k(xo)�klPnq=1 �q(xo)�kq :Alors bxl(xo) = bfl(xo) = nXk=1 Gkl (kxo � cokk)ckl: (2.13)
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Fig. 2.4 { Repr�esentation du syst�eme 
ou par un r�eseau de neurones �a 3 couches �a fonctionde base (( quasi ))-radiale. Les deux premi�eres couches calculent les degr�es de d�eclenchementdes r�egles �k et leur normalisation vkl. La derni�ere couche calcule les sorties �nales bxl; l 2O(x). Les poids ckj interviennent dans la premi�ere et la troisi�eme couches.de la classe des syst�emes neuro-
ous standards. Nous pourrons ainsi exploiter les avantagesclassiques des r�eseaux de neurones, en particulier l'apprentissage des param�etres (cf. section2.4). Notre m�ethode se rapproche donc des m�ethodes d'estimation de donn�ees incompl�etespar r�egression, mais la pr�esentation de notre m�ethode sous forme d'un syst�eme neuro-
oupermet d'int�egrer dans un même mod�ele l'estimation de toutes les donn�ees manquantes d'unvecteur. L'utilisation d'une technique de r�egression standard n�ecessiterait la construction der(2r�1 � 1) mod�eles di��erents a�n de tenir compte des di��erentes situations possibles.2.3 Comparaison avec la r�egression classique2.3.1 Caract�eristiques de la sortie 
oueL'information fournie par la sortie Fl(:jx) est multiple, plus riche que celle de la simple valeurponctuelle bxl. Ses caract�eristiques principales nous renseignent sur la distribution des valeurspossibles dont bxl n'est que l'exemple le plus signi�catif, selon un certain sens.Degr�e de con�ance globalLa hauteur de Fl d�e�nit la con�ance globale que l'on a dans la sortie. Elle d�epend essentiel-lement de la distance entre le vecteur x et les prototypes ck (ou les vecteurs d'apprentissagexi), c'est-�a-dire, de la valeur des �k. On supposera ici que _ est l'op�erateur max. Dans cecas, h(Fl) est comprise entre 0 et 1 et Fl est en g�en�eral sous-normalis�e. Quand x s'�eloigne



2.3Comparaison avec la r�egression classique 59de l'ensemble d'apprentissage, la valeur des �k tend vers 0,8xl 2 Xl; F (xl) = n_k=1 �kBkl(xl)! 0;et donc la hauteur h(Fl) tend vers 0. Dans ce cas, une valeur d�efuzzi��ee bxl n'a que peud'int�erêt. Au contraire, quand x se rapproche de l'un des �el�ements ck (ou xi), h(Fl) tendvers 1.Nonsp�eci�cit�eL'impr�ecision sur la sortie peut être quanti��ee �a l'aide de mesures d'incertitude g�en�eralisantla notion d'entropie en probabilit�es. Parmi les di��erents types de mesures d'incertitude quipeuvent être d�e�nis, la nonsp�eci�cit�e permet de caract�eriser l'impr�ecision d'un ensemble 
ou.La d�e�nition la plus r�epandue dans le cas 
ou est la suivante :U(Fl) = 1h(Fl) Z h(Fl)0 log2 jF �l jd� (2.14)o�u jF �l j d�esigne la mesure de Lebesgue de F �l . Cette mesure g�en�eralise une mesure d�e�nieen th�eorie des ensembles (classiques) caract�erisant l'impr�ecision, la mesure de Hartley [63].Normalisations de la sortie 
oueA partir de Fl, on peut d�e�nir deux types de normalisations : la normalisation (( probabiliste ))et la normalisation (( possibiliste )):{ La normalisation (( possibiliste )) est la normalisation classique d'un ensemble 
ou,d�e�nissant une mesure de possibilit�e Kl :Kl(xl) = Fl(xl)h(Fl) :{ La normalisation probabiliste transforme Fl en une densit�e de probabilit�e Hl :Hl(xl) = Fl(xl)RXl F (xl)dxl :Le passage de Fl �a Kl ou Hl se traduit par la perte de l'information contenue dans la hau-teur de Fl. La normalisation peut cependant être rendue n�ecessaire par certaines op�erationsult�erieures sur les ensembles 
ous.2.3.2 Analogie avec les mod�eles de m�elangeOn s'int�eresse uniquement ici �a la version de notre m�ethode utilisant une classi�cation del'ensemble d'apprentissage. On note Gauss�(:; c;�) la densit�e de probabilit�e de la loi nor-male multivari�ee de moyenne c et de matrice de covariance � et Gauss(:; c;�) la fonctiond'appartenance de mêmes param�etres, avec la restriction suivante : � = (�2j )rj=1 diagonale.



60 2 Application au traitement de donn�ees manquantesPuisque l'on suppose que l'espace de repr�esentation des donn�ees est divis�e en classes, ilest possible de traiter ce probl�eme d'estimation de xl, connaissant xo, par une approcheprobabiliste bas�ee sur les mod�eles de m�elange. Le principe est le suivant. On suppose que les(xl)rl=1 sont g�en�er�es ind�ependamment, conditionnellement �a Ck, par une densit�e m�elange den gaussiennes : p(xl) = nXk=1 p(xljCk)P (Ck);o�u P (Ck) peut se d�e�nir comme la probabilit�e a priori d'appartenance �a Ck et p(xljCk) estla densit�e de probabilit�e univari�ee Gauss�(:; ckl; �kl).La connaissance de xo permet de d�e�nir la distribution de probabilit�e conditionnelle Ql dexl sachant xo : Ql(xl) = p(xljxo) = nXi=1 p(xljCk)P (Ckjxo); (2.15)o�u P (Ckjxo) est la probabilit�e a posteriori d'appartenance �a Ck. On notera �k(xo) = P (Ckjxo).Puisque les (Ck)nk=1 forment une partition de X , la somme des probabilit�es d'appartenanceaux classes est �egale �a 1 : Pnk=1 �k(xo) = 1. D'apr�es le th�eor�eme de Bayes,P (Ckjxo) = P (xojCk)P (Ck)PKq=1 P (xojCq)P (Cq) :On suppose que les probabilit�es P (Ck) sont toutes �egales �a 1K . Les densit�es a priori �etantgaussiennes, les probabilit�es �k(xo) sont d�e�nies de fa�con suivante :�k(xo) = Gauss�(xo; cok;�ok)Pnq=1Gauss�(xo; coq;�oq) :La quantit�e Ql, prise comme une fonction de xo, peut alors être vue comme une fonction debase radiale normalis�ee (cf. [157, 53]).Par analogie avec le cas probabiliste, on peut alors d�e�nir Fl comme la possibilit�e condi-tionnelle de xl sachant xo. En e�et, si on note ~x la fuzzi�cation (( singleton )) de x, le degr�ede d�eclenchement de rk s'�ecrit : �k = Poss(Bokj~xo). De même, Bkl(xl) = Poss(Bklj~xl). Parsym�etrie, on a �egalement : Bkl(xl) = Poss(~xljBkl).On peut alors �ecrire Fl sous la forme :Fl(xl) = nXk=1 Poss(~xljBkl)Poss(Bokj~xo);et on peut exprimer Fl de fa�con suivante :Fl(xl) = Poss(~xlj~xo)La quantit�e Fl est donc l'analogue possibiliste de Ql.
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62 2 Application au traitement de donn�ees manquantesExemple.Dans la �gure 2.5, nous avons repr�esent�e les sorties Fl; Ql;Hl et Kl dans le cas de trois classesgaussiennes bi-dimensionnelles, de param�etres :{ c1 = � 0:32 �, �1 = � 0:10:8 � ;{ c2 = � 0:44 �, �2 = � 0:050:4 � ;{ c3 = � 0:66 �, �3 = � 0:151:2 �.Pour x1 = 0:45, on obtient �1 = 0:35, �2 = 0:6, �3 = 0:6 et �1 = 0:13, �2 = 0:67, �3 = 0:2.Les distributions Hl et Ql peuvent être tr�es di��erentes quand les variances des fonctionsd'appartenance sont elles-mêmes tr�es di��erentes. Il peut être int�eressant de comparer demani�ere th�eorique les deux densit�es de probabilit�e Ql et Hl. On peut montrer facilement laproposition suivante :Proposition. Les densit�es Hl et Ql sont �egales si et seulement la condition de proportionalit�esuivante est v�eri��ee : 8i = 1; : : : ; n �il Yj2M(x)�ij = constante;c'est-�a-dire, si les classes ont même volume. En particulier, le cas o�u les variances des classessont identiques pour chaque variable (�ij = �qj pour tout i; j; q) v�eri�e cette condition. Cecas particulier important intervient notamment quand on utilise la totalit�e de l'ensembled'apprentissage, et non pas un ensemble de prototypes, et que l'on (( fuzzi�e )) arbitrairementles xij en les rempla�cant par des nombres 
ous gaussiens Gauss(:;xij; �ij), o�u �ij est donc �ad�eterminer.2.3.3 Etude de la sortie ponctuelleMod�ele completSi l'on utilise la totalit�e de l'ensemble d'apprentissage T et que les xi sont fuzzi��es �a l'aide defonctions d'appartenance gaussiennes de variances identiques, la sortie d�efuzzi��ee correspondexactement au r�egresseur de Nadaraya-Watson �a noyau gaussien (cf. �equation (A.6)). Ene�et, d'apr�es l'�equation 2.4, on obtient par un calcul direct, en utilisant la r�egle d'inf�erencesomme-produit : bxl = NXi=1 wil(xo)xil avec wil(xo) = Gauss�(xo;xoi ;�oi )PNq=1Gauss�(xo;xoq;�oq) : (2.16)La sortie est donc une combinaison lin�eaire directe des xil.



2.3Comparaison avec la r�egression classique 63Mod�ele avec prototypesSi l'on utilise les prototypes ck, nous avons d�ej�a vu que l'expression de bxl (�equations (2.12)et (2.13)) �etait celle d'une fonction de base radiale. Elle peut être compar�ee �a l'expressionanalogue, obtenue �a partir de Ql : bxl0 = nXi=1 �i(xo)ckl;qui est �egalement une fonction de base radiale. Si la condition de proportionalit�e des �ecarts-types que nous venons de voir est v�eri��ee, les quantit�es �kl(xo) et vkl(xo) sont �egales et lessorties ponctuelles bxl et bx0l aussi.Analogie avec la fonction de r�egressionLa sortie d�efuzzi��ee de Fl est �egalement d�e�nie comme l'esp�erance de xl selon la densit�e deprobabilit�eHl. De fa�con g�en�erale, la technique de d�efuzzi�cation par centre de gravit�e revienten e�et �a convertir un ensemble 
ou en probabilit�e, c'est-�a-dire, �a le normaliser suivant uncertain sens, et �a calculer la valeur moyenne selon cette probabilit�e :bxl = EHl (XljXo = xo);o�u Xl est vue comme une variable al�eatoire de loi Hl. Soit PXljXo la probabilit�e conditionnellede xl sachant xo. La plupart des m�ethodes de r�egression classique cherchent �a estimer lafonction dite de r�egression (cf. annexe A) :f(xl) = EPXl jXo(XljXo = xo);le probl�eme majeur �etant que la probabilit�e PXljXo n'est en g�en�eral pas connue. La densit�eHl peut se voir comme une estimation de la vraie probabilit�e conditionnelle PXljXo.2.3.4 Conclusion partielleOn peut faire quelques remarques concernant les di��erentes quantit�es introduites dans cettesection.La transformation de Fl en une densit�e de probabilit�e Hl, même si sa construction peutparâ�tre arti�cielle, puisque, dans notre mod�ele, on ne manipule pas de variable al�eatoire,permet de d�e�nir un certain nombre de caract�eristiques comme des (( fractiles )), des (( in-tervalles de con�ance )) sur la valeur estim�ee. Ces quantit�es sont cependant �a utiliser avecprudence.Les quantit�es Fl;Hl;Kl tout comme Ql, n'�etant pas n�ecessairement convexes, on pourra, sion le d�esire, remplacer arbitrairement Fl par l'ensemble 
ou Nl le plus (( proche )) parmi unefamille particuli�ere convexe, normalis�ee (cf [118]) ou conservant une mesure de nonsp�eci�cit�e.Cependant, cette d�emarche conduit �a une perte d'information dans le cas o�u la sortie estambigu�e ou multivalu�ee. Ce type de cas est repr�esent�e dans la �gure 2.6 o�u la variable xm�a reconstruire est bimodale pour le vecteur observ�e xo. Nous �etudierons ce type de cas dansles chapitres 4 et 5. Il est simplement utile de remarquer que l'information ponctuelle n'a
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oues n'a pas �et�e trait�e car le but est icide comparer les mod�eles 
ous et probabilistes. Les mod�eles probabilistes ne sont en e�et pasadapt�es pour ce type de donn�ees. Le gros avantage des syst�emes 
ous est bien entendu depouvoir tenir compte �egalement de ce type de valeurs.Selon l'information que l'on poss�ede sur le vecteur x, sur la densit�e de prototypes au voisinagede x ou le nombre de valeurs manquantes, on aura plus ou moins con�ance dans la sortied�e�nie par le syst�eme. Le choix des fonctions d'appartenance, d'une part, et l'introductionde poids dans les r�egles, d'autre part, permettent de mettre en valeur cette information.Nous avons vu que la hauteur h(Fl) donnait une indication de la con�ance que l'on a dansla sortie, ce qui repr�esente un avantage par rapport �a la mod�elisation probabiliste.De ce point de vue, les fonctions d'appartenance du type des B-splines pr�esentent l'incon-v�enient de ne pas tenir compte de la distance globale aux prototypes. On aura toujours :Pk �k = 1. Or, si un vecteur x est �eloign�e de l'ensemble d'apprentissage, on aimerait quecette quantit�e soit tr�es faible : Pi �k(x) << 1. Cela n'a pas d'importance pour la sortieponctuelle, mais cela en a pour la sortie 
oue Fl.2.4 Identi�cation du mod�ele2.4.1 Identi�cation de la structureNous rappelons que l'identi�cation d'un syst�eme neuro-
ou peut se diviser en deux phases :l'identi�cation de la structure du mod�ele et l'optimisation des param�etres de la structurechoisie. Dans la version de notre m�ethode utilisant la totalit�e de l'ensemble d'apprentissage,seule la deuxi�eme phase peut s'av�erer n�ecessaire. Dans cette section, nous nous int�eressons aumod�ele d�e�ni par classi�cation de l'ensemble d'apprentissage, pour lequel la phase d'identi�-



2.4Identi�cation du mod�ele 65cation de la structure se r�esume alors au choix de la taille du mod�ele, c'est-�a-dire du nombrede r�egles ou de prototypes n. Le probl�eme du choix des variables intervenant dans la struc-ture est un probl�eme d'extraction de caract�eristiques, en amont de la châ�ne de traitement,que l'on suppose r�esolu ici.Comme nous l'avons vu dans le chapitre pr�ec�edent, di��erents types de m�ethodes d'identi�ca-tion peuvent être envisag�ees : en particulier, les m�ethodes bas�ees sur la minimisation du coûtempirique, �eventuellement p�enalis�e, et les m�ethodes bas�ees sur des crit�eres de classi�cation.Ces deux types de m�ethodes �etant parfois lourds �a mettre en �uvre, nous avons envisag�e�egalement plusieurs heuristiques a�n de limiter le temps de calcul, comme des m�ethodesbas�ees sur la suppression ou au contraire la cr�eation de prototypes [120, 93]. Ainsi, dans uneapproche constructive [120], pendant la phase d'apprentissage, un vecteur que l'on consid�eretrop loin des prototypes existants, selon une certaine distance, constitue une nouvelle unit�e.Dans [117], nous avons au contraire utilis�e une approche destructive, tr�es simple, bas�ee surl'�elimination des prototypes les moins repr�esentatifs. Si la distance entre deux prototypesck et cj est inf�erieure �a une constante � donn�ee, ils sont alors remplac�es par leur centre degravit�e c0 : c0 = jCkjck + jCjjcjjCkj+ jCjj :Cette approche peut se voir comme une m�ethode de classi�cation ascendante hi�erarchique[165].2.4.2 Estimation des param�etresUne fois le nombre de r�egles choisies, et les param�etres �kj et ckj du mod�ele initialis�es parune technique de classi�cation non supervis�ee, la repr�esentation neuronale de notre syst�eme(cf. �gure 2.4) permet d'ajuster plus �nement ces param�etres.Le probl�eme devient donc le suivant : pour un vecteur (xo;xm), nous cherchons �a minimiserle coût quadratique moyen par variable xj; j 2 O(x), pouvant être reconstruite :J = 12jO(x)j Xl2O(x)(bxl � xl)2 (2.17)par rapport �a �kj and ckj, chaque xl �etant estim�e �a l'aide des autres variables connues. Il s'agitd'un apprentissage partiel ou semi-supervis�e, puisque les xm ne sont pas connues. Parmi lesdi��erents algorithmes d'optimisation pr�esent�es dans le chapitre pr�ec�edent, en section 1.3.2,nous avons choisi la m�ethode classique de descente du gradient du coût, �a pas adaptatif.Les param�etres initiaux ckj(0) et �kj(0) sont les param�etres de la partition initiale.A chaque it�eration t, nous calculons, pour tout i 2 f1; : : : ; ng et tout j 2 f1 : : : ; rg :ckj(t+ 1) = ckj(t)� �(t)@J(t)@ckj ;�kj(t+ 1) = �kj(t)� �(t)@J(t)@�kj ;le pas �(t) d�ependant de l'it�eration t. Par un calcul direct, dont le d�etail est donn�e en annexeC, nous obtenons les formules suivantes :



66 2 Application au traitement de donn�ees manquantes@J@ckj =8>>>>>><>>>>>>: 1jO(x)j8<:xj � ckj(�kj)2 Xl2O(x)nfjg(bxl � xl)(ckl � bxl)vkl + vkj( bxj � xj)9=;si j 2 0(x)@J@ckj = 0 sinon (2.18)@J@�kj = 8>>>>>><>>>>>>: 1jO(x)j8<:(xj � ckj)2(�kj)3 Xl2O(x)nfjg(bxl � xl)(ckl � bxl)vkl + vkj�kj ( bxj � xj)(cij � bxj)9=;si j 2 0(x)@J@�kj = 0 sinon: (2.19)L'algorithme s'arrête �a l'it�eration T , quand la diminution de la fonction d'erreur J(t) devientinf�erieure �a un seuil �x�e. L'algorithme de r�etropropagation du gradient de l'erreur optimiselocalement les param�etres. Le probl�eme de l'initialisation des param�etres est donc crucial. Ilest n�ecessaire d'avoir une information a priori raisonnable sur les ensembles 
ous intervenantdans le syst�eme. Dans notre m�ethode comme dans de nombreux cas, cette information estfournie par la classi�cation non supervis�ee de l'ensemble d'apprentissage.Si les entr�ees ou les poids sont 
ous, notre mod�ele fait alors partie de la classe des r�eseaux deneurones fuzzi��es pr�esent�es dans le chapitre pr�ec�edent. Il est alors possible d'adapter l'algo-rithme de r�etropropagation �a ce nouveau probl�eme en entreprenant une d�emarche �equivalente�a celle propos�ee dans [73].2.4.3 D�etection de donn�ees aberrantesComme nous l'avons d�ej�a soulign�e, la notion de donn�ee (( aberrante )) est intimement li�ee�a celle de donn�ee manquante [8, 26], bien que ces deux probl�emes soit rarement trait�essimultan�ement. En e�et, une m�ethode de d�etection de donn�ees aberrantes consiste souvent�a �eliminer la donn�ee suspecte, c'est-�a-dire cr�eer une donn�ee manquante et �a comparer cettedonn�ee �a l'estimation obtenue. Nous proposons d'appliquer ce principe �a notre m�ethoded'estimation.Il est facile d'adapter notre algorithme au probl�eme de validation multi-capteur. Nous pro-posons ici de reconstruire les donn�ees connues xl; l 2 O(x) d'un vecteur x en utilisant lesautres donn�ees connues xo�l. Si les relations entre les variables sont de bonne qualit�e, onpourra par exemple d�ecider d'invalider la donn�ee r�eelle si elle est (( tr�es di��erente )) de sonestimation. Les r�egles deviennent donc :8l 2 O(x) Si xo�l est Bok;�l alors xl est Bklo�u Bok;�l est le produit Cart�esien des Bkj; j 2 O(x)nl. La proc�edure est exactement la mêmeque pour le probl�eme d'estimation de donn�ees manquantes. Voici l'expression des di��erentes



2.5Application �a des donn�ees environnementales 67quantit�es introduites dans les sections pr�ec�edentes :1. le degr�e de d�eclenchement :�kl = exp8<:�12 Xj2O(x)nflg�xj � ckj�kj )29=; ;2. la normalisation des �kl : vkl = �kl�klPmq=1 �ql�ql3. la sortie 
oue : Fl(xl) = nXk=1 �klBkl(xl);4. la sortie ponctuelle : 8l 2 O(x)nl bxl = nXk=1 vklckl:Si al est une valeur fournie par un capteur, on peut par exemple d�ecider de l'invalider siFl(al) est inf�erieur �a un certain seuil d�e�ni par l'utilisateur.2.5 Application �a des donn�ees environnementales2.5.1 Description et pr�etraitement des donn�eesDescription des donn�eesNotre mod�ele a �et�e appliqu�e �a des donn�ees r�eelles environnementales, dans le cadre du projeteurop�een EM2S(Environmental Monitoring and Management System) [36, 117]. L'un desobjectifs du projet �etait de d�evelopper un syst�eme de surveillance de la qualit�e de l'eau desrivi�eres. Le site de Dijon, dont le r�eseau d'assainissement est g�er�e par Suez-Lyonnaise-des-Eaux, a �et�e choisi comme exemple d'application. Sur ce site, trois stations d'observationsfournissent en continu des mesures de param�etres physico-chimiques dont la temp�eraturede l'eau, le pH, la conductivit�e, l'oxyg�ene dissout (O2). Des indicateurs de qualit�e de l'eaupeuvent être construits �a partir de ces mesures. Celles-ci sont fournies par des capteurset doivent subir une phase de pr�etraitement et de validation avant leur exploitation. Destechniques classiques d'analyse des donn�ees et la connaissance a priori apport�ee par desexperts concernant la �abilit�e et l'int�erêt des param�etres nous ont conduit �a ne retenir queles quatre variables pr�ecit�ees. Nous disposons d'un �echantillon continu de taille N = 1400,dont le pas d'�echantillonnage, initialement de 6 minutes, a �et�e ramen�e �a 30 minutes �a l'aided'un �ltre moyenne mobile classique. Les donn�ees ont ensuite subi une phase de validationa�n de d�etecter les valeurs aberrantes.
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conductiviteFig. 2.7 { A gauche : relations entre les variables, prises deux �a deux. A droite : corr�elo-gramme de chacune des variables. Exemple pour la variable pH : en ordonn�ee, le coe�cient decorr�elation lin�eaire r(t; t� h) entre les s�eries temporelles pH(t) et pH(t-1), selon di��erentesvaleurs du pas de temps h. A titre indicatif, on peut choisir un seuil minimal de (( bonne ))corr�elation, ici �egal �a 0.8. Les variables sont p�eriodiques, la p�eriode (h=24) correspond �aune journ�ee.S�election des variablesL'objectif est donc ici d'estimer, �a une date t, les valeurs manquantes d'un sous-ensemblequelconque de ces 4 param�etres. La premi�ere �etape consiste �a d�e�nir un ou plusieurs mod�elesadapt�es aux donn�ees. Notre m�ethode ne suppose pas n�ecessairement l'existence de (( bonnes ))corr�elations entre les variables. N�eanmoins, la pr�ecision de l'estimation en d�epend. La �gure2.7, �a gauche, qui repr�esente les relations entre les variables prises deux �a deux, montreclairement que ce n'est globalement pas le cas. Il serait donc illusoire d'estimer un param�etremanquant uniquement �a l'aide des trois autres, bien que l'on distingue des liens entre, d'unepart, le pH et O2, d'autre part, la conductivit�e et la temp�erature. Nous proposons doncd'utiliser �egalement l'historique de la s�erie temporelle de chacune des variables. On notepH(t), O2(t), cond(t) et temp(t) la valeur des variables �a la date t. La �gure 2.7, �a droite,qui repr�esente le corr�elogramme des variables, c'est-�a-dire le coe�cient d'autocorr�elationlin�eaire selon di��erents pas de temps h, montre (sans surprise) que l'on peut raisonnablements�electionner les valeurs d'une variable dans un pass�e proche, aux temps t-1, t-2 pour la pr�edire�a une date t.Compte tenu de ce qui pr�ec�ede, plusieurs possibilit�es s'o�rent �a nous quant au choix du oudes syst�emes neuro-
ous adapt�es au probl�eme. La premi�ere consiste �a utiliser un seul syst�emecontenant les 4 variables pH(t), O2(t), cond(t) et temp(t). La deuxi�eme consiste �a construireun syst�eme 
ou auto-r�egressif pour chacune des 4 variables, contenant les variables �a desdates di��erentes, par exempleO2(t), O2(t� 1),...,O2(t� k). Notre mod�ele pr�esente alors desanalogies avec des mod�elisations classiques du type AR(k) (AutoR�egressifs d'ordre k) [18].Cependant, lorsqu'une variable est manquante �a une date t, les valeurs pr�ec�edentes, �a t �1; : : : t�k sont bien souvent �egalement indisponibles et rendent ce type de mod�eles inop�erants.La troisi�eme possibilit�e, que nous avons retenue, combine les aspects multivari�e et temporel
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ous contenant les variables suivantes :1. O2(t), O2(t� 1), pH(t), pH(t-1),2. temp(t), temp(t-1), cond(t), cond(t-1).Dans la suite, nous pr�esentons essentiellement les r�esultats relatifs aux variables du syst�eme :O2(t), O2(t� 1), pH(t), pH(t-1). L'int�erêt de notre approche est qu'elle s'adapte �a chaquepas de temps aux donn�ees manquantes du vecteur consid�er�e. A une date t, si O2 est inconnue,elle sera estim�ee par les autres param�etres. Mais si �a t + 1, O2 est de nouveau connu, onpourra estimer une valeur manquante du pH �a l'aide du même mod�ele.2.5.2 R�esultatsIdenti�cation du mod�eleLe seul param�etre �a r�egler est la taille du mod�ele, c'est-�a-dire le nombre de prototypes n.Cette phase �etant d�elicate, nous avons confront�e les trois types de m�ethodes d'identi�cationcit�es pr�ec�edemment : une m�ethode de r�e�echantillonnage, la validation crois�ee ; une m�ethodede partitionnement, bas�ee sur la dispersion intra-classes et une heuristique bas�ee sur lasuppression de prototypes.A�n d'att�enuer les probl�emes de minima locaux, les r�esultats ont �et�e calcul�es sur une moyennede 10 essais (cf. �gure 2.8). Pour la m�ethode de validation crois�ee, le nombre optimal n� deprototypes, pour lequel l'estimation de l'erreur quadratique moyenne est la plus faible, estde 11. C'est cette valeur que nous avons choisie. Nous pouvons cependant remarquer queles valeurs de 12 �a 16 sont �egalement acceptables. Cependant, en vertu d'un principe desimplicit�e, il est inutile de multiplier le nombre de param�etres du mod�ele si le gain n'estpas substantiel. D'autre part, en terme de coût de calculs, l'optimisation ult�erieure desparam�etres sera plus rapide. Les r�esultats de la m�ethode bas�ee sur la dispersion intra-classe
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Fig. 2.9 { A gauche : histogramme des variables O2 et pH. Coordonn�ees initiales des proto-types (- -). A droite : ensemble d'apprentissage (.), prototypes des variables pH(t) et O2(t)ne semblent pas contrevenir �a ce choix (cf. �gure 2.8, �a droite). L'heuristique pr�esent�eedans [118] n�ecessite de d�e�nir la distance minimale � acceptable entre les prototypes, ce quid�epend du choix de l'utilisateur. Son avantage essentiel est sa simplicit�e mais elle pr�esentedes inconv�enients pr�ejudiciables pour la qualit�e du mod�ele. En particulier, si le nombre deprototypes initial est tr�es grand, les prototypes r�esultant d'agr�egations successives sont demoins en moins repr�esentatifs des donn�ees et la reconstruction se d�egrade.Pour initialiser les param�etres du mod�ele choisi, �a savoir les centres ck et les �ecarts-type�k des classes Ck, il faut d'abord s'assurer de la robustesse de leur estimation. Les pointsd�eclar�es aberrants de chaque classe ont �et�e �elimin�es, �a l'aide d'un test statistique bas�e sur unrapport de vraisemblances [8]. Nous nous sommes �egalement assur�es que l'e�ectif de chaqueclasse �etait (( su�sant )) pour une (( bonne )) approximation de la variance. Cependant, il estinutile de recourir �a des m�ethodes coûteuses dans la mesure o�u ces param�etres sont par lasuite optimis�es.Optimisation des param�etresLa �gure 2.9, repr�esente l'histogramme des variables pH et O2 ainsi que les coordonn�ees des11 prototypes initiaux.A�n d'am�eliorer la pr�ecision des r�esultats, nous avons optimis�e les param�etres �a l'aide del'algorithme de r�etropropagation du gradient (cf. �equations (2.17) (2.18) et (2.19)). L'en-semble des donn�ees a �et�e divis�e classiquement en deux parties, l'une pour l'apprentissage desparam�etres, l'autre pour le test. La �gure 2.10 compare l'�evolution de l'erreur quadratiquemoyenne relative �a l'ensemble de test sur une moyenne de 10 essais pour le mod�ele choisiet le mod�ele auto-r�egressif d'ordre 2 selon le nombre de prototypes et pour la variable O2.Les r�esultats montrent que l'erreur de g�en�eralisation diminue de 20 �a 35% apr�es 100 it�e-rations. Pour le mod�ele choisi, on obtient presque la valeur optimale apr�es seulement unedizaine d'it�erations. Si l'on choisit un mod�ele auto-r�egressif, l'erreur continue de diminuersensiblement apr�es 100 it�erations. Cela s'explique par le fait que les pr�edicteurs de ce mod�ele,O2(t-1) et O2(t-2), sont plus fortement corr�el�ees �a O2 que dans l'autre cas. L'apprentissage
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Fig. 2.10 { Erreur quadratique des param�etres optimaux pour di��erents mod�eles : autor�e-gressif d'ordre 2, avec 6 prototypes (4), 11 prototypes (�) ; mod�ele mixte O2(t), O2(t� 1),pH(t), pH(t-1) avec 6 prototypes (*) et 11 prototypes (o-).peut ainsi se faire presque (( par c�ur)). Ainsi, le mod�ele autor�egressif semble meilleur, maissuppose la connaissance de la variable aux pas de temps pr�ec�edents.
Estimation des donn�ees manquantesEstimation ponctuelleLa pr�ecision de l'estimation des variables d�epend bien entendu des pr�edicteurs. Comme nousl'avons soulign�e plus haut, chacune des 4 variables peut-être estim�ee de 23 � 1 = 7 fa�consdi��erentes, selon les disponibilit�es des variables restantes. Nous consid�erons dans un premiertemps le cas a priori le plus favorable o�u chaque variable est estim�ee �a l'aide de toutes lesautres. La �gure 2.11 pr�esente les r�esultats de l'estimation des variables O2 et pH �a l'aidede 3 pr�edicteurs.
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Fig. 2.12 { Exemples de sortie F1 (-, en gras) et ses normalisations H1 (-.-), Kl ({), par lam�ethode d'inf�erence somme-produit, sortie 
oue obtenue par l'inf�erence max-produit (- -, engras). Estimation ponctuelle (-) et valeur r�eelle (- -). A gauche: cas (1), sortie (( pr�ecise ));�a droite: cas (2), sortie (( impr�ecise )).
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Fig. 2.13 { Même l�egende. A gauche: cas (3), sortie ambig�ue, bimodale, provenant depr�edicteurs con
ictuels ; �a droite: cas (4), sortie peu �able, les pr�edicteurs sont �eloign�es desprototypes.A�n de juger de la pr�ecision de notre m�ethode, nous l'avons compar�ee �a une m�ethode tr�essimple, bas�ee sur le plus proche prototype (1-ppv), ainsi que trois m�ethodes de r�egression :la r�egression lin�eaire, la r�egression spline gaussienne, la m�ethode des noyaux (cf. �equation(A.6)). La m�ethode du plus proche prototype (cf. annexe B) consiste simplement �a s�elec-tionner le plus proche prototype ck sur le sous-espace des valeurs connues et remplacer lesvaleurs manquantes par les coordonn�ees correspondantes du prototype choisi. Pour les deuxderni�eres m�ethodes de r�egression, a�n de faciliter les comparaisons, nous avons utilis�e lesprototypes ck intervenant dans notre mod�ele. Pour la m�ethode lin�eaire, les param�etres ont�et�e d�etermin�es �a l'aide de la totalit�e de l'ensemble d'apprentissage. Pour toutes ces m�ethodesde r�egression, il est n�ecessaire de d�eterminer les 28 mod�eles possibles (7 mod�eles pour cha-cune des 4 variables), c'est-�a-dire, d'identi�er la structure et d'estimer les param�etres pourchaque mod�ele. Le tableau 2.1 montre les r�esultats des di��erents mod�eles pour l'estimationde la variable O2. Les r�esultats ponctuels de notre m�ethode sont sensiblement �equivalents �aceux de la r�egression spline et de la m�ethode des noyaux, dans tous les cas. La r�egressionlin�eaire ne fournit �evidemment de bons r�esultats que lorsque la seule variable lin�eairementcorr�el�ee �a O2, O2(t-1), est pr�esente.Estimation par ensembles 
ousL'estimation ponctuelle ne repr�esente qu'une partie r�eduite de l'information fournie par notrem�ethode. Elle est issue de la sortie 
oue du syst�eme, dont les caract�eristiques rendent comptede la pr�ecision et de la con�ance. Nous d�ecrivons la sortie 
oue F1 associ�ee �a la premi�erevariable O2(t), dans le cas de trois pr�edicteurs O2(t-1), pH(t) et pH(t-1). Nous pouvonsdistinguer quatre situations re
�etant le type d'information d�elivr�e par ces pr�edicteurs selonleur position par rapport aux prototypes, illustr�es par les �gures 2.12 et 2.13. Pour chacune deces situations, nous avons repr�esent�e la sortie F1 et ses normalisations H1, K1, calcul�ees parla m�ethode d'inf�erence somme-produit, ainsi que la sortie 
oue obtenue par l'inf�erence max-produit, que nous noterons F 01. Dans le premier cas, le point xo repr�esent�e par les 3 variablesconnues est proche d'un prototype donn�e ck et la densit�e de l'ensemble d'apprentissage



74 2 Application au traitement de donn�ees manquantespr�edicteurs Syst�eme 
ou Splines Noyaux Lin�eaire 1-ppvO2(t� 1), pH(t), pH(t-1) 0.060 0.056 0.066 0.073 0.071O2(t� 1) 0.058 0.058 0.069 0.113 0.064O2(t� 1), pH(t) 0.059 0.059 0.063 0.062 0.072O2(t� 1), pH(t-1) 0.061 0.059 0.070 0.110 0.079pH(t),pH(t-1) 0.264 0.240 0.239 0.915 0.441pH(t) 0.236 0.250 0.262 1.109 .486pH-1(t-1) 0.250 0.250 0.262 1.466 0.468Tab. 2.1 { Erreur quadratique moyenne pour la variable O2(t) selon di��erents pr�edicteurset di��erentes m�ethodes de r�egressionautour de xo est �elev�ee. On obtient des sorties 
oues F1 et F 01 pr�ecises, de hauteur prochede 1. Dans le deuxi�eme cas, il existe toujours un prototype proche de xo, mais la sortie estmoins pr�ecise, car la densit�e autour de ce prototype, repr�esent�ee par �k, est plus faible. Letroisi�eme cas correspond �a une ambigu��t�e sur la valeur de la sortie. La valeur des pr�edicteursne su�t pas �a d�eterminer celle de 02(t). Dans l'exemple de la �gure 2.13, �a gauche, lavaleur de pH(t) est voisine celle de deux prototypes (7:45), pour lesquelles la valeur de02(t) est tr�es di��erente (4:8 et 6:2). Les sorties F1 et surtout, F 01, qui utilise l'op�erateurdiscontinu max, sont bimodales, les deux (( pics )) correspondant approximativement �a cesdeux valeurs. Les r�esultats sont encore plus marqu�es quand on n'utilise pas le pr�edicteur02(t� 1), mais uniquement les deux valeurs pH(t) et pH(t-1). Nous n'avons pas pr�esent�e cesr�esultats car la qualit�e de l'estimation ponctuelle n'�etait pas satisfaisante (cf. tableau 2.1). Lequatri�eme cas correspond �a une densit�e tr�es faible autour de xo. Les valeurs des pr�edicteursne correspondent �a aucune des situations de r�ef�erence repr�esent�ees par les prototypes. Lesdegr�es de d�eclenchement des r�egles sont tous peu �elev�es. La hauteur de la sortie est doncfaible et traduit le peu de con�ance allou�ee �a cette sortie.2.6 ConclusionNous avons propos�e un syst�eme neuro-
ou pour la reconstruction de variables manquantes oula validation multi-capteurs. Cette m�ethode est capable d'exprimer la connaissance acquise�a partir de donn�ees brutes sous forme de r�egles d'inf�erence 
oues. Le principe est bas�e sur lesrelations entre les variables en di��erentes r�egions de l'espace de repr�esentation des donn�ees.La m�ethode propose d'estimer toutes les valeurs manquantes d'un vecteur dans un mêmemod�ele, quel que soit le nombre de variables disponibles. L'impr�ecision du r�esultat est donn�eesous forme d'une distribution de possibilit�e d�e�nissant un degr�e de con�ance dans les valeursde l'espace des variables de sortie.Comme tout syst�eme neuro-
ou, notre mod�ele pr�esente des analogies avec certaines m�e-thodes de r�egression. Sur le plan purement fonctionnel, l'expression de la valeur ponctuellede chaque variable reconstruite, prise individuellement, est voisine de celles d'une m�ethodede noyau, si la totalit�e de l'ensemble d'apprentissage est utilis�ee. Si l'on proc�ede �a une clas-si�cation pr�ealable de l'ensemble d'apprentissage, son expression est celle d'une fonction debase radiale g�en�eralis�ee. Une analogie avec les mod�ele de m�elange de densit�es de probabilit�es
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Fig. 2.14 { Estimation ponctuelle : comparaison avec di��erentes m�ethodes de r�egression



76 2 Application au traitement de donn�ees manquantesa �et�e �egalement d�evelopp�ee dans la version utilisant le partitionnement.L'�etude des syst�emes 
ous ne permet pas de traiter tous les types d'incertitude de fa�consatisfaisante. Dans les chapitres suivants, nous allons aborder le probl�eme de l'estimationfonctionnelle �a l'aide d'autres outils que les syst�emes 
ous, les fonctions de croyance, quipermettent de d�e�nir des degr�es de con�ance a priori sur les �el�ements de l'ensemble d'ap-prentissage.



77Chapitre 3Th�eorie des croyances - Extension au
ou3.1 IntroductionLa th�eorie des croyances est issue des travaux de Dempster [28] sur les bornes inf�erieureet sup�erieure d'une famille de distributions de probabilit�es induites par une fonction mul-tivalu�ee, et a �et�e d�evelopp�ee par Shafer [130]. Elle permet de combiner les connaissancesdiverses que l'on poss�ede relativement �a un ph�enom�ene �a partir de di��erentes sources, demani�ere plus souple que le formalisme probabiliste. En particulier, certains types d'imper-fection de l'information, comme l'incertitude totale, sont mal repr�esent�es par la th�eorie desprobabilit�es. Devant les critiques de certains probabilistes, des modi�cations et g�en�eralisa-tions successives de la th�eorie initiale de Shafer ont �et�e propos�ees dans di��erentes directions[171, 85, 59], occasionnant une certaine confusion dans la d�e�nition de la th�eorie dite deDempster et Shafer [140]. Cette appellation recouvre en fait trois types de mod�eles distinctsqui sont des extensions ou des variantes du mod�ele de Shafer : la th�eorie des probabilit�esimpr�ecises ou des probabilit�es inf�erieures [163], le mod�ele initial de Dempster, d�evelopp�e parKohlas et al. [28, 85] et le mod�ele des croyances transf�erables [142].La th�eorie des probabilit�es impr�ecises suppose l'existence d'une mesure de probabilit�e pr�eciseP sur le r�ef�erentiel d'�etude 
, mais celle-ci n'est pas parfaitement connue. Soit P l'ensembledes probabilit�es compatibles avec l'information disponible. Le mod�ele est d�e�ni, soit directe-ment par P, soit par ses enveloppes inf�erieure P� et sup�erieure P �, d�e�nies respectivement,pour tout A � 
, par P�(A) = fminP (A); P 2 Pg et P �(A) = maxfP (A); P 2 Pg. Souscertaines contraintes, P� est une fonction de croyance. Ce mod�ele est une g�en�eralisation dumod�ele probabiliste. Le mod�ele de Dempster est un cas particulier des probabilit�es impr�e-cises. On suppose qu'il existe une relation multivalu�ee entre 
 et un espace sous-jacent �sur lequel une mesure de probabilit�e est suppos�ee exister. On peut l�a encore d�e�nir des pro-babilit�es inf�erieure et sup�erieure compatibles avec ces informations. Le mod�ele des croyancestransf�erables propos�e par Smets [142, 137] est tr�es di��erent des mod�eles pr�ec�edents, car ild�e�nit des fonctions de croyance ind�ependamment de tout mod�ele probabiliste. La transfor-mation des fonctions de croyance en une mesure de probabilit�e n'intervient qu'�a un niveaud�ecisionnel. Dans ce mod�ele, Smets a compl�et�e la th�eorie des croyances en proposant unejusti�cation axiomatique [141]. Dans ce chapitre, nous adopterons g�en�eralement ce point devue non probabiliste.



78 3 Th�eorie des croyances - Extension au flouDans la perspective de l'application ult�erieure de la th�eorie des croyances en r�egression, nousinsistons particuli�erement sur les aspects suivants : l'existence d'un r�ef�erentiel continu, lad�e�nition de l'esp�erance et les mesures d'incertitudes. En�n, une g�en�eralisation de la th�eoriedes croyances aux ensembles 
ous, propos�ee par divers auteurs [178, 134, 167, 175], permetd'int�egrer les avantages des deux th�eories dans un même mod�ele. Nous pr�esentons ici unesynth�ese de ces travaux.3.2 Th�eorie des croyances3.2.1 Structures de croyanceSoit 
 un ensemble, appel�e cadre de discernement, que nous supposerons pour l'instant�ni, et S(
) l'ensemble des sous-ensembles de 
. Le concept fondamental de la th�eorie descroyances est celui de la structure de croyance, d�e�nie comme une fonction m de S(
) dans[0; 1] et v�eri�ant : XA�
m(A) = 1: (3.1)La quantit�e m(A) repr�esente la croyance en la proposition A uniquement, c'est-�a-dire enaucune proposition plus restrictive, en ne consid�erant que l'information disponible. La quan-tit�e m(;) repr�esente la masse qui ne peut être d�edi�ee �a aucune des propositions de 
. Dansl'hypoth�ese d'un monde ouvert, le r�ef�erentiel 
 n'est pas exhaustif et on suppose l'existencesous-jacente d'un ensemble 	 contenant toutes les propositions inconnues. La masse m(;)repr�esente donc la masse allou�ee �a 	. Une structure de croyance m telle que m(;) = 0 estdite normalis�ee. Dans le mod�ele initial de Shafer [130], cette condition est impos�ee. C'estl'hypoth�ese d'un monde ferm�e. Les sous-ensembles de 
 tels que m(A) > 0 sont appel�es�el�ements focaux de m. Nous noterons F (m) l'ensemble des �el�ements focaux de m. L'unionde tous les �el�ements focaux est appel�ee noyau. La proc�edure de normalisation de Dempsterconvertit une structure de croyance non normalis�ee m en une structure normalis�ee m� enr�epartissant proportionnellement la masse de l'ensemble vide sur les autres �el�ements focaux :m�(A) = 8<: m(A)1�m(;) si A 6= ;0 si A = ;: (3.2)L'information fournie par une structure de croyance peut être �egalement repr�esent�ee par unefonction de croyance ou une fonction de plausibilit�e d�e�nies, respectivement, par :bel(A) = X;6=B�Am(B) et pl(A) = XB\A6=;m(B) = bel(
) � bel( �A); (3.3)o�u �A = 
nA est le compl�ementaire de A dans 
. Notons que bel(;) = 0 et que bel(
) =1 �m(;). Le r�ef�erentiel n'est un �ev�enement certain que dans le cas d'un monde ferm�e. Onpeut retrouver l'expression de m si l'on connâ�t la fonction bel �a partir de la transformationde M�obius : m(A) = XB�A(�1)jAnBjbel(B) si A 6= ;; et m(;) = 1 � bel(
); (3.4)



3.2Th�eorie des croyances 79o�u jAnBj est le cardinal de A \ �B.Une fonction de cr�edibilit�e ou de croyance bel de S(
) dans [0; 1] peut être �egalement d�e�-nie, ind�ependamment d'une structure de croyance associ�ee, comme une fonction monotonecompl�ete, ou d'ordre in�ni, c'est-�a-dire :� 8(A1 : : :An) � 
 bel(A1 [ : : : [ An) �P;6=I�f1;::: ;ng(�1)jI+1jbel(\i2IAi)bel(
) 2]0; 1]: (3.5)Elle v�eri�e par cons�equent la propri�et�e de sur-additivit�e (ou de monotonie d'ordre 2) :bel(A [B) � bel(A) + bel(B)� bel(A \B) 8A; B � 
: (3.6)On peut d�e�nir de mani�ere analogue une fonction de plausibilit�e par :� 8(A1 : : :An) � 
 pl(A1 \ : : : \ An) �P;6=I�f1;::: ;ng(�1)jI+1jpl([i2IAi)pl(
) 2]0; 1]: (3.7)Cette fonction est donc sous-additive :pl(A [B) � pl(A) + pl(B)� pl(A \B) 8A; B � 
: (3.8)La quantit�e bel(A) s'interpr�ete comme la croyance totale en A et pl(A) comme la croyance quipourrait être allou�ee �a A, compte tenu des �el�ements qui ne contredisent pas cette proposition.Par analogie avec la th�eorie des probabilit�es, on peut d�e�nir l'espace cr�edibilisable (
; S(
))et l'espace cr�edibilis�e : (
; S(
);bel), (S(
);\;[) �etant une �-alg�ebre sur 
.Nous noteronsM(
) l'ensemble des structures de croyances d�e�nies sur 
. Parmi les diversesnotions utilis�ees dans la th�eorie des croyances, signalons la fonction de communalit�e, quipr�esente en particulier un int�erêt pratique dans le calcul de la combinaison de structures :q(A) = XB�Am(B) (3.9)La fonction bel peut s'exprimer en fonction de q. L'une quelconque des quatre fonctions bel,pl, m et q d�etermine ainsi de mani�ere unique les trois autres. Par la suite, si le contexten'est pas ambigu, quand nous d�e�nirons une structure par l'une de ces fonctions, les autresfonctions seront d�e�nies implicitement.La th�eorie des croyances peut facilement se g�en�eraliser �a un espace 
 continu si le nombredes �el�ements focaux jF (m)j est �ni (cf. section 3.2.6).3.2.2 Transformation pignistiqueLes quantit�es m ou bel d�ecrivent l'�etat d'une croyance. Dans le mod�ele des croyances trans-f�erables, la prise de d�ecision se fait par l'interm�ediaire d'une mesure de probabilit�e induitepar m ou bel, appel�ee probabilit�e pignistique, d�e�nie par 1 :pbet(!) = XA�
 m�(A)jAj �A(!) 8! 2 
; (3.10)1:Dans toute la suite, nous noterons par une lettre capitale P la mesure de probabilit�e d�e�nie sur unensemble f!g, et par son �equivalent minuscule p la probabilit�e de l'�el�ement !.



80 3 Th�eorie des croyances - Extension au flouo�um� est la structure normalis�ee associ�ee �am et �A est la fonction indicatrice de l'ensembleA.Si l'on impose un certain nombre d'axiomes raisonnables, cette solution est unique [142, 136].En l'absence d'information suppl�ementaire, la masse de croyance de chaque �el�ement focalest distribu�ee uniform�ement entre les �el�ements qui la composent.Dans le mod�ele de Dempster ou des probabilit�es impr�ecises, le point de vue est di��erent. Lesfonctions bel et pl peuvent �egalement être consid�er�ees respectivement comme des bornes inf�e-rieure et sup�erieure d'un ensemble de distributions de probabilit�eP compatibles avec la struc-ture de croyance : P = fP j 8A � 
; bel(A) � P (A) � pl(A)g. L'intervalle [bel(A);pl(A)]peut alors être vu comme re
�etant l'ignorance relative �a l'�ev�enement A.3.2.3 Liens avec d'autres mesures 
ouesDans cette section, les structures de croyances sont suppos�ees normalis�ees. Les fonctions deplausibilit�e et de cr�edibilit�e normalis�ees sont des cas particuliers d'un ensemble de mesures
oues d�e�nies de la fa�con suivante par Sugeno [148]:Mesure 
oue. Une mesure 
oue � est une fonction de S(
) dans [0; 1], telle que :1. � est born�ee : �(;) et �(
) = 1.2. � est monotone : 8A;B 2 S(
) A � B ) �(A) � �(B).3. � est continue : pour toute suite d'ensembles embô�t�es (An)n, tels que A1 � : : : �An � : : : ou A1 � : : : � An � : : : , on a: limn!1 �(An) = �(limn!1An):Les mesures de possibilit�e, de n�ecessit�e et les mesures de probabilit�e sont elles aussi desmesures 
oues. En e�et, l'axiome de monotonie est �equivalent �a :�(A [B) � max(�(A); �(B)) ou �(A \ B) � min(�(A); �(B)): (3.11)Les �egalit�es dans les deux derni�eres expressions d�e�nissent alors respectivement une mesurede possibilit�e et une mesure de n�ecessit�e.Si � est une mesure 
oue et v�eri�e l'axiome d'additivit�e :8A;B � 
; �(A [ B) = �(A) + �(B)� �(A \ B); (3.12)alors � est une mesure de probabilit�e. D'apr�es les �equations (3.8), (3.6) et l'expression pr�e-c�edente, les mesures de probabilit�e sont donc �a la fois des mesures de plausibilit�e et decr�edibilit�e.Les relations entre toutes ces mesures 
oues sont illustr�ees dans la �gure 3.1. Nous allonspr�eciser le lien entre certaines structures particuli�eres et ces di��erentes mesures 
oues.Cr�edibilit�e consonante. Une structure consonante bel est une structure dont les �el�ementsfocaux sont embô�t�es, au sens de l'inclusion :F (m) = (Ak)nk=1 avec A1 � : : : � : : : � An:Les trois propositions suivantes sont �equivalentes [130] :1. bel est une fonction de cr�edibilit�e consonante.
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nécessitéFig. 3.1 { Liens entre di��erentes mesures 
oues.2. 8A;B � 
; bel(A \B) = min(bel(A);bel(B)).3. 8A;B � 
; pl(A [B) = max(pl(A);pl(B)).Les mesures de cr�edibilit�e et de plausibilit�e consonantes sont donc formellement �equivalentesrespectivement aux mesures de n�ecessit�e et de possibilit�e. Remarquons toutefois que l'inter-pr�etation donn�ee �a ces fonctions di��ere selon que l'on se place du point de vue de la th�eoriedes possibilit�es ou de celui de la th�eorie des croyances [138].Cr�edibilit�e bay�esienne. La fonction de cr�edibilit�e bel est bay�esienne si ses �el�ements focauxsont des singletons, dans le cas o�u 
 est discret.Les fonctions de cr�edibilit�e et plausibilit�e bay�esiennes sont confondues avec une mesure deprobabilit�e P : 8A � 
 bel(A) = pl(A) = P (A):L'ensemble P des probabilit�es compatibles avec la structure m se r�eduit alors �a P .Structure �a support simple. Une structure de croyance est �a support simple si elle estfocalis�ee au maximum sur 
 et un seul sous-ensemble A : F (m) = f
; Ag ou F (m) = fAg.Elle est alors d�e�nie par : 8<: m(A) = s; s 2 [0; 1]m(
) = 1� sm(B) = 0 8B =2 fA;
g (3.13)Le cas particulier o�u s = 1 correspond aux sous-ensembles classiques de 
.Structure monofocale. On appellera structure monofocale ou ensembliste, une structurefocalis�ee sur un unique ensemble A. On la notera mA (ou belA). Ces structures peuventdonc être assimil�ees �a des ensembles classiques. Il existe une bijection entre l'ensemble deces structures et 
. Parmi ces structures, on peut d�e�nir,{ les structures �a support certain. Si A est un singleton fag de 
, la structure mfag,est dite �a support certain. Elle exprime une certitude sur une valeur particuli�ere de 
.



82 3 Th�eorie des croyances - Extension au flouElle correspond �a la mesure de probabilit�e de Dirac. C'est la seule structure �a la foisconsonante et bay�esienne (cf. �gure 3.1).{ la structure vide (ou triviale). Dans ce cas, F (m) = f
g, c'est-�a-dire, m(
) = 1et 8A 6= 
; m(A) = 0. Elle repr�esente l'�el�ement neutre dans la r�egle de combinaisonde structures (cf. section 3.2.4). Elle exprime une absence totale d'information surle cadre de discernement. C'est l'une des caract�eristiques essentielles qui distinguentla th�eorie des croyances de l'inf�erence probabiliste. En l'absence totale d'informationsur un ph�enom�ene, la th�eorie bay�esienne d�e�nit en g�en�eral une distribution uniforme,not�ee U
, sur l'espace consid�er�e, �ni ou continu. Cette distribution correspond �a laprobabilit�e pignistique pbet associ�ee �a la structure vide.3.2.4 Inf�erence et combinaison de structuresR�egle de combinaison conjonctiveEn pr�esence d'informations incertaines, la fusion multi-sources se pr�esente comme une so-lution permettant d'acc�eder �a une information plus �able. De fa�con g�en�erale, elle o�re denombreux avantages parmi lesquels la compl�ementarit�e et la redondance de l'informationfournie par chaque source. La th�eorie des croyances poss�ede un outil d'agr�egation, la r�egle decombinaison de Dempster [28], qui permet de combiner des structures de croyances suppos�eesind�ependantes m1; : : : ;mk d�e�nies sur un même espace cr�edibilisable (
; S(
)).On d�e�nit l'op�erateur binaire conjonctif \ sur M(
) de fa�con suivante [142] :T : M(
)�M(
)!M(
)(m1;m2) 7�! mtel que 8A � 
; m(A) =PB\C=Am1(B)m2(C): (3.14)Propri�et�esLa r�egle de combinaison conjonctive (3.14) v�eri�e un certain nombre de propri�et�es primor-diales. Elle est associative, commutative, poss�ede un �el�ement neutre, la structure de croyancetriviale. Cette r�egle de combinaison est la seule v�eri�ant un certain nombre d'axiomes rai-sonnables [137, 44, 81] (cf. section 3.2.4). La combinaison d'une structure bay�esienne avecune structure quelconque produit une nouvelle structure bay�esienne. Par contre, on peutmontrer que cette r�egle n'est pas idempotente.On peut alors d�e�nir la combinaison de n structures m1; : : : ;mn de M(
) par :m = m1 \ : : : \mn;avec m(A) = XA1\:::\An=A nYi=1mi(Ai) 8A � 
:NormalisationCette op�eration produit en g�en�eral une structure de croyance non normalis�ee, c'est-�a-dire,telle que m(;) > 0. La masse m(;) repr�esente alors le con
it entre les sources. Dans l'hypo-th�ese d'un monde ferm�e, il est alors n�ecessaire de recourir �a la proc�edure de normalisation



3.2Th�eorie des croyances 83de Dempster (cf. �equation (3.2)), en multipliant les masses des �el�ements de m par le facteurde normalisation K = 11�m(;), si m(;) 6= 0. On d�e�nit alors une structure normalis�ee m�.Cette loi de combinaison conjonctive normalis�ee d�e�nie par m�, connue sous le nom de r�eglede combinaison de Dempster [28] et que l'on notera � pour la di��erencier de sa version nonnormalis�ee \, peut donner lieu �a des r�esultats criticables en cas de fort con
it. En particu-lier, si le con
it est maximal (m(;) = 1), la structure m� n'est pas d�e�nie. Les structuresm1; : : : ;mn sont dites non compatibles. Cet aspect inconsistant de la r�egle a �et�e largementcritiqu�e par divers auteurs [156, 137] et justi�e l'usage de la r�egle non normalis�ee.Le r�esultat de la combinaison des fonctions de communalit�e par la r�egle non normalis�ees'exprime de mani�ere simple : q = nYi=1 qi:Dans le cas de la r�egle normalis�ee, on obtient : q� = q=K.G�en�eralisation �a d'autres op�erateursDi��erentes g�en�eralisations de la r�egle conjonctive ont �et�e propos�ees [45, 173, 139, 141]. Lar�egle a d'abord �et�e �etendue �a l'op�erateur disjonctif [ [45], puis �a toute op�eration binaire r.La fusion de structures de croyances m1 et m2, not�ee m = m1rm2, est d�e�nie ainsi [173]:m(A) = XBrC=Am1(B)m2(C); 8A 2 
: (3.15)Certains de ces op�erateurs, dont l'op�erateur disjonctif, ne g�en�erent pas de con
it, au sens o�ula combinaison de deux structures normales est normale :m1(;) = 0 et m2(;) = 0) (m1 [m2)(;) = 0:Du point de vue de l'interpr�etation, l'op�erateur disjonctif est utilis�e quand l'une au moinsdes sources est valide, tandis que l'op�erateur conjonctif suppose que toutes les sources lesont.Une autre r�egle de normalisation, consistant �a transf�erer la part de croyance con
ictuellede l'ensemble vide vers 
, a �et�e propos�ee par Yager [173] et Kohlas [85] et conduit �a unestructure mo d�e�nie par :mo(A) = 8<: m(A) si A 2 F (m)nf;;
gm(
) +m(;) si A = 
0 si A = ;: (3.16)Cependant, l'utilisation de cette normalisation avec la r�egle de combinaison conjonctived�e�nit un op�erateur qui n'est plus associatif.D'autres r�egles de combinaison ont �et�e propos�ees. Celle de Tonn [156] est un compromisentre les m�ethodes conjonctive et disjonctive. Elle permet de r�esoudre le probl�eme de con
itentre deux ensembles A et B en r�epartissant les masses sur A, B et A [B si A \B = ; (etsur A, B et A \ B sinon).



84 3 Th�eorie des croyances - Extension au flouR�egle de conditionnementLe conditionnement consiste �a r�eviser une croyance initiale quelconque m lorsqu'une propo-sition B � 
 est devenue vraie. Dans le mod�ele des croyances transf�erables, la structure decroyance conditionnelle de m �a B, not�ee m(:jB) est d�e�nie de la fa�con suivante [137] :m(AjB) = 8<: XC� �Bm(A [ C) si A � B0 sinon; (3.17)avec �B = 
nB. On en d�eduit les fonctions de cr�edibilit�e et de plausibilit�e conditionnelles :bel(AjB) = bel(A [ �B)� bel( �B) et pl(AjB) = pl(A \ B):Soit mB la structure focalis�ee sur B, c'est-�a-dire telle que mB(B) = 1. La structure m(:jB)peut �egalement être d�e�nie par : m(:jB) = m \mB: (3.18)Dans le mod�ele des croyances transf�erables, contrairement �a Dempster et Shafer, Smetsd�e�nit d'abord cette r�egle de conditionnement puis en d�eduit axiomatiquement l'unicit�e dela r�egle de combinaison conjonctive [137].Si les structures mB et m sont compatibles, au sens de la r�egle normalis�ee, c'est-�a-dire sibel( �B) < 1, on peut �egalement d�e�nir la r�egle de conditionnement normalis�ee, ou r�egle decombinaison de Dempster, m�(:jB) :m�(:jB) = m�mB: (3.19)Les expressions de la cr�edibilit�e et de la plausibilit�e correspondantes sont donn�ees par les�equations suivantes [130] :bel�(AjB) = bel�(A [ �B)� bel�( �B)1 � bel�( �B) et pl�(AjB) = pl�(A \B)pl�(B) :Cette derni�ere �equation rappelle la r�egle de conditionnement de Bayes. La r�egle de Dempsterg�en�eralise la r�egle de Bayes aux structures de croyances. Si les structures de croyances sontbay�esiennes, les deux r�egles sont �equivalentes.Produit cart�esien - croyances marginalesOn peut g�en�eraliser la combinaison �a des espaces di��erents 
1 et 
2. Soit 
 = 
1 � 
2 leproduit cart�esien de 
1 et 
2. L'op�erateur 
 d�e�nit la croyance jointe m sur 
 :N : M(
1)�M(
2)!M(
)(m1;m2) 7�! m = m1 
m2avec m(A) =PB�C=Am1(B)m2(C): (3.20)Les structuresm1 etm2 sont alors d�e�nies comme les croyances marginales dem sur 
1 et 
2.Le concept similaire �a l'ind�ependance en th�eorie de l'�evidence est celui de la noninteractivit�e.Noninteractivit�e. Les structures m1 et m2 sont dites noninteractives si et seulement si :m(A�B) = m1(A)m2(B) 8A;B � 
1 � 
2:



3.2Th�eorie des croyances 85Ra�nement et grossissementCes deux op�erations se rapportent �a la gestion des cadres de discernement.Ra�nement. Une application multivalu�ee � d'un r�ef�erentiel 
 vers un r�ef�erentiel � est unra�nement si les ensembles f�(!); ! 2 
g constituent une partition de �.La relation inverse ��1 de S(�) vers 
 est un grossissement.Soit une structure m 2 M(
). On d�e�nit l'extension minimale de m sur � par la structurem0 2 M(�) telle que : m0(�(A)) = m(A) 8A 2 F (m):Soient deux structures m1 et m2 d�e�nies respectivement sur des espaces 
1 et 
2. Pourcombiner m1 et m2, il su�t de d�eterminer deux ra�nements �1 et �2 de 
1 et 
2 vers unr�ef�erentiel � commun et de combiner les extensions minimalesm01 et m02 de m1 et m2 sur �.A�aiblissementL'a�aiblissement d'une fonction de cr�edibilit�e bel de taux a 2 [0; 1] consiste �a r�eduire ledegr�e de certitude des �el�ements focaux non triviaux, c'est-�a-dire di��erents de 
, en fonctionde la con�ance qu'on accorde �a la source ayant permis de d�e�nir la structure. On obtientainsi une structure bela d�e�nie par:bel(
) = 1 et bela(A) = (1� a)bel(A): (3.21)L'int�erêt de l'op�eration d'a�aiblissement est de mâ�triser l'in
uence des sources selon leur�abilit�e avant de les combiner.3.2.5 Mesures d'incertitudesNous rappelons que l'incertitude relative �a un ph�enom�ene caract�erise une information quipeut être impr�ecise, fragmentaire, peu �able. Les premi�eres mesures d'incertitude ont �et�ed�evelopp�ees par Hartley en 1928 [63] en th�eorie des ensembles (classiques), puis en th�eoriedes probabilit�es, avec l'entropie de Shannon en 1948 [131]. Depuis les ann�ees 80, le conceptd'incertitude a �et�e �etendu �a la th�eorie des ensembles 
ous, la th�eorie des possibilit�es et lath�eorie des croyances. Une harmonisation entre ces cinq th�eories a permis de d�e�nir deuxtypes principaux d'incertitude :{ la nonsp�eci�cit�e, qui repr�esente l'impr�ecision des ensembles ;{ la discordance, qui quanti�e le con
it entre di��erentes possibilit�es.En th�eorie des croyances, la recherche de mesures d'incertitude a fait l'objet de nombreuxtravaux, dus �a Klir notamment [83], mais il n'existe pas actuellement de mesure (( id�eale )).Une pr�esentation exhaustive de ces mesures �etant illusoire, nous allons nous restreindre �acertains types de mesures v�eri�ant des propri�et�es jug�ees int�eressantes ou n�ecessaires.



86 3 Th�eorie des croyances - Extension au flouNonsp�eci�cit�eEn th�eorie classique, l'impr�ecision d'un ensemble A peut se mesurer par la fonction de Hart-ley: U(A) = log2(jAj). Celle-ci se g�en�eralise en th�eorie des croyances par la mesure de nons-p�eci�cit�e [43] : N(m) = XA2F (m)m(A) log jAj; (3.22)o�u m est une structure de croyance. Ramer [123] a prouv�e que, sous certaines conditions, lafonction N �etait l'unique mesure de nonsp�eci�cit�e en th�eorie des croyances. Elle repr�esente lamoyenne pond�er�ee par leur masse de l'impr�ecision des �el�ements focaux. Les valeurs possiblesde N appartiennent �a [0; log2 j
j]. Le maximum est atteint pour la structure de croyancetriviale, c'est-�a-dire en cas d'ignorance totale: m(
) = 1. Le minimum, N(m) = 0, estatteint pour une structure bay�esienne quelconque, pour laquelle tous les �el�ements focauxsont des singletons : il n'y a pas d'impr�ecision. Cela signi�e que les mesures de probabilit�esont totalement sp�eci�ques et donc pareillement informatives sur le plan de la nonsp�eci�cit�e.Exemple. Soit 
 = fa1; : : : ; ang, m1 la structure certaine, focalis�ee sur fa1g et m2 est laloi uniforme U
, une structure bay�esienne, focalis�ee uniform�ement sur 
. Alors N(m1) =N(m2) = 0.On peut donc se demander quel type d'incertitude repr�esente l'entropie de Shannon [131],bien connue en th�eorie des probabilit�es. Nous allons voir qu'il s'agit en fait d'une mesure decon
it.Mesures de con
itEntropie de ShannonL'entropie de Shannon, d�e�nie uniquement pour les mesures de probabilit�e, n'est donc ap-plicable que pour une structure de croyance bay�esienne m et s'�ecrit dans ce cas :H(m) = �Xa2
m(fag) log2m(fag); (3.23)Si on reprend l'exemple pr�ec�edent, on obtient H(m1) = 0 et H(m2) = log2 j
j.On peut exprimer l'entropie sous la forme suivante :H(m) = �Xa2
m(fag) log2 (1� Con
m(fag)) o�u Con
m(fag) = Xb2
nfagm(fbg): (3.24)Il est clair que Con
m(fag) repr�esente l'information en con
it avec la proposition soutenantl'�ev�enement fag. L'entropie de Shannon repr�esente le con
it total pour l'ensemble de lastructure.G�en�eralisations de l'entropie de ShannonDi��erentes mesures ont �et�e propos�ees a�n de g�en�eraliser l'entropie de Shannon �a la th�eoriedes croyances. Les extensions les plus naturelles sont la mesure de dissonance E(m) [174], la



3.2Th�eorie des croyances 87mesure de confusion C(m) [69] et la mesure de discordance D(m) [82] :E(m) = � XA2F (m)m(A) log2 pl(A); (3.25)C(m) = � XA2F (m)m(A) log2 bel(A); (3.26)D(m) = � XA2F (m)m(A) log2 Pbet(A): (3.27)On montre facilement que E(m) � D(m) � C(m) pour tout m de M(
).Alternativement �a D(m), Klir [83] a propos�e une autre mesure appel�ee (( strife )) :S(m) = � XA2F (m)m(A) log2 XB2F (m)m(B) jA \BjjAj : (3.28)Klir a analys�e ce que mesurent r�eellement ces quantit�es en tenant compte du degr�e de con
itentre les �el�ements focaux de m. Ces quatre mesures peuvent se r�e�ecrire sous la forme g�en�eraled'une mesure de con
it MC de mani�ere analogue �a (3.24),MC(m) = � XA2F (m)m(A) log2(1� Con
m(A)): (3.29)o�u Con
m(A) repr�esente le con
it entre A et m, c'est-�a-dire le con
it entre les 2 structuresmA et m. Pour chacune des 4 mesures, le con
it Con
m(A) s'exprime de la fa�con suivante :{ Dissonance : Con
m(A) =PA\B=;m(B).On retrouve le con
it entre les deux structures mA et m, d�e�ni dans la r�egle de Demps-ter : Con
m(A) = (mA �m)(;).{ Confusion : Con
m(A) =PB 6�Am(B).{ Discordance : Con
m(A) =PB2F (m)m(B) jBnAjjBj : on ne retient que la part de B r�eelle-ment en con
it avec A.{ Strife : Con
m(A) =PB2F (m)m(B) jAnBjjAj .George et Pal [52] ont d�e�ni une axiomatique raisonnable d�eterminant une nouvelle mesurede con
it de mani�ere unique. Ils se proposent de d�e�nir une distance D entre deux �el�ementsfocaux : D(A;B) = 1� jA \ BjjA [ Bj:La mesure de con
it, exprim�ee sous la forme de l'�equation (3.29) devient :�(m) = � XA2F (m)m(A) log20@1� XB2F (m)m(B)D(A;B)1A (3.30)Ici, Con
m(A) =PB2F (m)m(B)D(A;B).



88 3 Th�eorie des croyances - Extension au flouPropri�et�es{ Ces cinq mesures se r�eduisent �a l'entropie de Shannon sim est une structure bay�esienne.{ 8m 2 M(
); MC(m) 2 [0; log2 j
j]. Le minimum est atteint pour une structurecertaine, le maximum, pour une structure bay�esienne.On peut v�eri�er facilement les in�egalit�es suivantes: E(m) � D(m) � �(m), E(m) � S(m) ��(m).ConclusionIl est di�cile de dire qu'une mesure est meilleure qu'une autre. L'axiomatique d�e�nie parGeorge et Pal peut amener �a choisir la mesure �(m). Cependant, du point de vue de l'in-terpr�etation, l'emploi des mesures S(m) et D(m) semble parfaitement justi�able.En conclusion, une bonne mesure de con
it doit :{ g�en�eraliser l'entropie de Shannon,{ mesurer correctement le con
it selon le degr�e d'inclusion entre les �el�ements focaux dela structure.Incertitude (( totale ))Jusqu'�a pr�esent, nous avons d�e�ni deux types d'incertitude distincts en th�eorie de l'�evidence :la nonsp�eci�cit�e et le con
it. Dans certaines applications, il peut être int�eressant de connâ�trela quantit�e totale d'information manquante.La premi�ere mesure d'incertitude totale a �et�e propos�ee par Lamata et Moral [89]:NE(m) = N(m) + E(m):On peut d�e�nir ainsi 5 mesures d'incertitude totale par la somme de N(m) et d'une quel-conque des 5 mesures de con
it d�e�nies pr�ec�edemment.Plusieurs auteurs [62, 101] ont d�e�ni une autre mesure AU(m) ((( amount of uncertainty ))),qui satisfait une s�erie d'axiomes souhaitables [83], parmi lesquels, la g�en�eralisation de lafonction de Hartley et la g�en�eralisation de l'entropie de Shannon :AU(m) = maxP2P H(P ):Cette mesure repr�esente le maximum de l'entropie de Shannon parmi toutes les mesures deprobabilit�e compatibles avec la structure de croyance m.En dehors de ce cadre axiomatique, signalons encore une mesure d'incertitude I(m), propos�eepar Smets [135], bas�ee sur la fonction de communalit�e :I(m) = � XA2F (m) log2 q(A):Cette mesure pr�esente l'avantage d'être additive dans la combinaison conjonctive:m = m1 \m2 ) I(m) = I(m1) + I(m2):



3.2Th�eorie des croyances 893.2.6 Extension �a un r�ef�erentiel continuLa litt�erature s'est presque essentiellement consacr�ee au cas d'un cadre de discernement 
�ni, bien que de nombreuses applications utilisent des variables r�eelles continues. Certainsauteurs ont cependant cherch�e �a g�en�eraliser la th�eorie aux espaces continus. En vue d'uneapplication �a l'estimation fonctionnelle, nous allons maintenant nous placer dans ce cadre.On distingue deux approches principales. Dans la premi�ere approche [133, 146, 23], 
 est unsous-ensemble de R et les �el�ements focaux sont des intervalles de 
. Le nombre d'�el�ementsfocaux n'�etant pas n�ecessairement limit�e, la distribution de masse m devient analogue �a unedistribution de probabilit�e continue. L'autre approche, d�evelopp�ee par Guan et Bell [60],permet de g�en�eraliser la th�eorie aux alg�ebres de Boole si le nombre d'�el�ements focaux est�ni.Espaces continus �a �el�ements focaux contigusDiscr�etisationOn se restreint ici au cas o�u 
 est un intervalle r�eel. Soit donc 
 = [a; b], avec a; b 2 R. Lapremi�ere �etape consiste �a se ramener au cas d'un cadre de discernement �ni en discr�etisant
 en un espace �n de n �el�ements ordonn�e: fa1; : : : ; ang, chaque ai pouvant par exemple êtred�e�ni de fa�con suivante: ai = a+ i�1n�1 (b� a). On peut alors d�e�nir une structure de croyancemn sur �n de mani�ere habituelle. Puisqu'il existe une relation d'ordre entre les �el�ements de�n, Strat [146] propose de se limiter aux �el�ements focaux d�e�nis comme r�eunion d'�el�ementscontigus, adjacents de �n, ce qui correspond dans le cas continu �a des intervalles de 
. Ainsi,l'ensemble ffa1g; fa3gg ne peut être un �el�ement focal. Sur le plan des applications, cette res-triction semble raisonnable. L'exemple pr�ec�edent suppose que l'on poss�ede une informationpermettant d'exclure explicitement la valeur interm�ediaire a2. Ce postulat pr�esente l'avan-tage de r�eduire consid�erablement le nombre d'�el�ements focaux: F (mn) � n(n+1)2 . Il permet�egalement de repr�esenter graphiquement en deux dimensions la structure de croyance (cf.[146]). On peut alors construire une structure m
n 2 M(
) dont les �el�ements focaux sont desintervalles du type [ai; aj]. Formellement, on a :8i; j 2 f1; : : : ; ng m
n ([ai; aj]) = mn j[k=ifakg! : (3.31)La fonction de communalit�e s'exprime alors simplement en fonction de la structure mn :qn([ai; aj]) = iXp=1 nXq=j mn([p; q]) 8ai < aj: (3.32)Structure de croyance limiteOn peut augmenter ind�e�niment le nombre de points de discr�etisation et d�e�nir ainsi unesuite mn de structures. L'ensemble limite devient l'ensemble non d�enombrable 
 = [a; b],puisque limn!1 �n = 
. La structure limite m est alors continue et devient analogue �a unedensit�e de probabilit�e. Le nombre d'�el�ements focaux peut donc être in�ni.
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Fig. 3.2 { Repr�esentation d'une structure continue m d�e�nie sur un intervalle [a; b]. Les�el�ements focaux sont des intervalles de [a; b]. Chaque point (�) du triangle repr�esente unintervalle [u; v] dont les extr�emit�es sont d�e�nies par la projection sur les deux côt�es droits dutriangle. La zone (1) repr�esente les intervalles contenant [u; v]. Par d�e�nition, l'int�egrale dem sur (1) vaut q([u; v]). La zone (4) repr�esente les intervalles inclus dans [u; v]. L'int�egralede m sur cette zone vaut bel([u; v]). En�n, pl([u; v]) est repr�esent�ee par l'int�egrale sur les 4zones (1, 2, 3 et 4).On peut calculer la fonction de communalit�e limite �a partir de l'�equation (3.32) :q([u; v]) = Z ua Z bv m([x; y])dxdy 8u < v: (3.33)On obtient de la même fa�con les expressions de la cr�edibilit�e et de la plausibilit�e limites :bel([u; v]) = Z vu Z vx m([x; y])dxdy 8u < v: (3.34)pl([u; v]) = Z va Z bmax(u;x)m([x; y])dxdy 8u < v: (3.35)La densit�e de probabilit�e pignistique s'�ecrit, en g�en�eralisant l'�equation (4.18),pbet(u) = Z ba Z ba m([x; y])jy � xj �[x;y](u)dxdy 8u 2 [a; b]: (3.36)Toutes ces quantit�es peuvent être repr�esent�ees facilement dans un graphique en deux dimen-sions (cf. �gure 3.2).G�en�eralisation aux alg�ebres de BooleLa th�eorie des croyances peut facilement se g�en�eraliser au cas d'une alg�ebre de Boole si lenombre d'�el�ements focaux est �ni [60].



3.2Th�eorie des croyances 91Soit (A;\;[;�; ;;
;�) une alg�ebre de Boole d�e�nie sur un ensemble quelconque 
, o�u �est la compl�ementation, l'ensemble ;, l'�el�ement absorbant. L'ensemble 
 est l'�el�ement neutrede \, le plus grand �el�ement au sens de �, une relation d'ordre partiel.La fonction m de A dans [0; 1] est alors une structure de croyance sur M(
) s'il existe unensemble �ni F (m) tel que XA2Am(A) = XF2F (m)m(F ) = 1:Ainsi, 8A =2 F (m);m(A) = 0. L'ensemble F (m) reste l'ensemble des �el�ements focaux. Iciencore, la structure est normalis�ee si m(;) = 0. On suppose �a partir de maintenant que Aest l'ensemble des bor�eliens de R. Sous la contrainte de �nitude de F (m), toutes les notionsvues dans les sections pr�ec�edentes se g�en�eralisent au cas continu. La seule modi�cationmajeure consiste �a remplacer la cardinalit�e d'un ensemble A par sa mesure de Lebesgue :jAj = R
 �A(!)d!.La d�e�nition de la nonsp�eci�cit�e d�e�nie dans le chapitre 2 n'est plus valable, car log2 jAjpeut être n�egatif. On utilisera dans ce cas la d�e�nition suivante :U(A) = log2(1 + jAj) (3.37)Si 
 est continu, pbet devient la densit�e de probabilit�e d'une variable al�eatoire continue. Enparticulier, si 
 est un intervalle de R et A, l'ensemble des intervalles de 
, pbet devient uneloi de probabilit�e r�eelle :8! 2 
 pbet(!) = XA2F (m) m(A)R
 �A(y)dy �A(!):Plus pr�ecis�ement, dans ce cas, la fonction ! ! pbet(!) est une fonction constante par mor-ceaux, discontinue aux extr�emit�es des �el�ements focaux.Exemples. 
 = R;A= B(R), ensemble des bor�eliens de R.{ a < c < d < b et m([a; d]) = 0:6 et m([c; b]) = 0:4.pbet(!) = 8>><>>: 0 si ! =2 [a; b]0:6d�a si ! 2 [a; c]0:6d�a + 0:4b�c si ! 2 [c; d]0:4b�c si ! 2 [d; b]:{ m([a; b]) = 1: structure triviale sur [a; b] et pbet est la loi uniforme continue sur [a; b].pbet(!) = � 0 si ! =2 [a; b]1b�a si ! 2 [a; b]:Parmi les deux types d'extension �a un r�ef�erentiel continu, nous adopterons cette approchepour sa facilit�e de mise en �uvre.



92 3 Th�eorie des croyances - Extension au flou3.2.7 Esp�erance en th�eorie des croyancesDans cette sous-section, nous allons voir comment il est possible de g�en�eraliser la notiond'esp�erance math�ematique classique aux structures de croyance. Cette notion est en e�etessentielle pour di��erentes applications comme l'estimation fonctionnelle ou la prise de d�e-cision, dont un cas particulier est la discrimination.Rappel probabilisteSoit Y une variable al�eatoire r�eelle d'un espace probabilis�e (
; S(
); P ), 
 �etant un ensemblediscret ou continu et f une fonction de 
 dans R. L'esp�erance math�ematique de la variableal�eatoire f(Y ) relativement �a P , si elle existe, est d�e�nie par :EP [f(Y )] = Z
 f(y)dP: (3.38)Si 
 est discret, l'esp�erance de f(Y ) s'�ecrit :EP [f(Y )] =Xy2
 f(y)P (fyg): (3.39)Si 
 est continue et P est une mesure absolument continue, soit p la densit�e correspondante 2.On a alors : EP [f(Y )] = Zy2
 f(y)p(y)dy: (3.40)Application en estimation fonctionnelleDans le cas de l'estimation d'une fonction g inconnue, d�e�nie d'un espace d'observation Xvers 
, ces deux espaces �etant ordonn�es et continus, connaissant x 2 X , on peut chercher �aestimer y = g(x) 2 
 par l'interm�ediaire de la fonction de r�egression, c'est-�a-dire l'esp�eranceconditionnelle : EPY jX [Y jX = x] = Z
 ypY jX(yjx)dy: (3.41)o�u pY jX est la distribution conditionnelle de la variable Y sachant x (cf. annexe A), et Xest une variable al�eatoire sous-jacente de l'espace X . De mani�ere plus g�en�erale, pour unefonction f quelconque, l'�equation (3.40) devient :EPXjY [f(Y )jX = x] = Z
 f(y)pY jX(yjx)dy; (3.42)si cette quantit�e est d�e�nie.2:Dans toute la suite, dans le cas de variable continue, on notera en majuscule les mesures de probabilit�eet en minuscule les densit�es correspondantes.



3.2Th�eorie des croyances 93Application �a la discriminationEn th�eorie de la d�ecision (ou de l'utilit�e), 
 repr�esente l'ensemble souvent �ni des hypoth�esespossibles, qui peuvent par exemple être des classes, dans le cas de la discrimination.On d�e�nitun ensemble d'actions possibles D, auxquelles on associe une fonction de coût (ou fonctiond'utilit�e) fd;
 7�! R, pour tout d 2 D. La th�eorie bay�esienne de la d�ecision pr�econise dechoisir l'action d pour laquelle l'esp�erance du coût EP (fd(Y )) est la plus faible.Dans le cas de la discrimination, les actions correspondent en g�en�eral �a l'a�ectation auxdi��erentes classes possibles. Ainsi les espaces D et 
 sont confondus. Soit x un vecteur d'unespace d'observation X . L'objectif est de d�eterminer la classe de x sur 
. On suppose connuesles lois de probabilit�e conditionnelles sachant x, PY jX . On utilise en g�en�eral des fonctions decoûts binaires, selon que la classi�cation est correcte ou non. Ainsi,fd(y) = � 0 si y = d1 si y 6= d (3.43)D'apr�es l'�equation (3.39), pour chacune des actions ou classes d 2 
, l'esp�erance de coûtcorrespondant est donc EPY jX [fd(Y )jX = x] = Xfy2
jy 6=dgPY jX(yjx): (3.44)Esp�erance en th�eorie des probabilit�es impr�ecisesLa premi�ere �etape dans la g�en�eralisation de la d�e�nition de l'esp�erance aux structures decroyance consiste �a �etendre la notion d'esp�erance math�ematique aux probabilit�es inf�erieureet sup�erieure [28, 163]. Soit P la famille suppos�ee �nie de probabilit�es compatibles avecl'information disponible, born�ee par les probabilit�es inf�erieure et sup�erieure P� et P �. SoitY une variable al�eatoire d�e�nie sur 
 � R, mais de loi de probabilit�e impr�ecise P 2 P. Ons'int�eressera ici plus sp�ecialement au cas de variables continues. On peut d�e�nir les fonctionsde r�epartition inf�erieure et sup�erieure F� et F � par les formules :8y 2 R F�(y) = P�(Y � y) et F �(y) = P �(Y � y):On peut alors d�e�nir les esp�erances inf�erieure et sup�erieure de la variable al�eatoire f(Y ), o�uf est une fonction de 
 dans R, par les int�egrales de Lebesgue-Stieltjes respectives :E�(f(Y )) = ZRf(y)dF�(y); (3.45)E�(f(Y )) = ZRf(y)dF �(y); (3.46)si ces int�egrales sont d�e�nies. La familleP �etant born�ee, ces quantit�es peuvent être �egalementd�e�nies par les expressions : E�(f(Y )) = minP2P EP (f(Y )); (3.47)E�(f(Y )) = maxP2P EP (f(Y )): (3.48)



94 3 Th�eorie des croyances - Extension au flouEsp�erance en th�eorie des croyancesLorsque l'incertitude est caract�eris�ee non plus par une mesure de probabilit�e, mais plusg�en�eralement par une structure de croyance m, plusieurs approches sont envisageables. Lapremi�ere consiste �a s'appuyer sur la notion d'esp�erance math�ematique dans le cadre desprobabilit�es inf�erieure et sup�erieure, d�e�nies par les �equations (3.45) et (3.46), o�u P� devientla fonction de cr�edibilit�e bel et P �, la fonction de plausibilit�e pl. Soit Y une variable del'espace cr�edibilis�e (
; S(
);m). Par analogie avec les probabilit�es impr�ecises, les esp�erancesinf�erieure et sup�erieure de f(Y ) deviennent:E�(f(Y )) = Z
 f(y)dbel (fyi 2 
jyi � yg); (3.49)E�(f(Y )) = Z
 f(y)dpl(fyi 2 
jyi � yg): (3.50)Ces �equations peuvent s'exprimer de la fa�con suivante [134] :E�(f(Y )) = XA2F (m)m(A) infy2A f(y) et E�(f(Y )) = XA2F (m)m(A) supy2A f(y) (3.51)Dans le cas de l'estimation fonctionnelle, si l'on se place dans le cadre des probabilit�esimpr�ecises, ces deux quantit�es repr�esentent les valeurs extrêmes d'un intervalle dont la largeurrepr�esente l'incertitude sur l'estimation de la fonction. En revanche, en th�eorie des croyances,cet intervalle n'a pas de signi�cation particuli�ere, puisque la structure ne suppose pas deprobabilit�e sous-jacente. On d�e�nit simplement deux valeurs ponctuelles, correspondant �aune estimation (( pessimiste )) et (( optimiste )). Dans le cas de la d�ecision, deux strat�egies,bas�ees sur la minimisation des coûts inf�erieur et sup�erieur, peuvent mener �a des conclusionsdi��erentes. Si l'on est int�eress�e par une valeur ponctuelle unique, comme c'est souvent lecas pour les syst�emes de d�ecision ou l'estimation, il faut donc recourir �a des approchesinterm�ediaires. L�a encore, on peut avoir recours aux probabilit�es impr�ecises et choisir uneprobabilit�e particuli�ere dans P.Dans le mod�ele des croyances transf�erables, la solution consiste �a utiliser la probabilit�epignistique pbet associ�ee �a m. On obtient alorsEpbet (f(Y )) = Z
 f(y)pbet(y)dy = XA2F (m)m(A)fA; (3.52)o�u fA = R
 f(y)�A(y)dyR
 �A(y)dyrepr�esente la moyenne des valeurs de f sur A.Si f est la fonction identit�e, on obtient l'esp�erance de Y , qui s'�ecrit donc :Epbet (Y ) = XA2F (m)m(A)y�A (3.53)o�u y�A est le centre de gravit�e de A (si A est un intervalle [a; b], y�A = a+b2 ).



3.3Extension de la th�eorie aux ensembles 
ous 95Une autre approche, propos�ee par Strat [147] et Ja�ray [?], consiste �a introduire un param�etrepermettant de choisir de fa�con plus souple une mesure de probabilit�e dans P. Pour � 2 [0; 1],l'esp�erance de f(Y ) peut alors se d�e�nir par :E�(f(Y )) = XA2F (m)m(A)[�miny2A f(y) + (1 � �)maxy2A f(y)]: (3.54)Cette expression correspond �a une interpolation lin�eaire des esp�erances inf�erieure et sup�e-rieure: E�(f(Y )) = E�(f(Y )) + �(E�(f(Y ))� E�(f(Y ))):Yager [169, 170] propose de g�en�eraliser les expressions des �equations (3.51), (3.53) et (3.54)�a l'�ecriture suivante, o�u A est maintenant un ensemble al�eatoire de 
 et � est une fonctionde S(
) dans R : Em(�(A)) = XA2F (m)m(A)�(A): (3.55)En fait, Yager d�e�nit simplement l'expression de l'esp�erance d'une fonction � de S(
) dansR sans faire intervenir la notion d'ensemble al�eatoire. Par abus de notation et a�n d'all�egerles notations, on peut �ecrire : Em(�) = XA2F (m)m(A)�(A): (3.56)Une m�ethode particuli�ere concernant le choix de la fonction �, bas�ee sur la maximisationd'une fonction d'entropie, a �et�e pr�esent�ee par Nguyen et Walker [111].3.3 Extension de la th�eorie aux ensembles 
ousLa th�eorie de la mesure 
oue, qui g�en�eralise la th�eorie de la mesure classique, doit être clai-rement di��erenci�ee de la th�eorie des ensembles 
ous, qui g�en�eralise la th�eorie des ensembles.Ces deux th�eories sont cependant compl�ementaires. Dans la th�eorie des ensembles 
ous, lesobjets manipul�es sont pr�ecis mais leur repr�esentation ensembliste est impr�ecise. Inversement,dans la th�eorie de la mesure 
oue, les ensembles consid�er�es sont classiques, mais l'apparte-nance d'un objet �a ces ensembles est de nature incertaine (ambigu�e ou impr�ecise). On peutcombiner les avantages des deux types de th�eories en d�e�nissant la mesure 
oue d'un en-semble 
ou. Alors que les mesures 
oues classiques � (probabilit�es, possibilit�es, cr�edibilit�es)sont d�e�nies de S(
)! R, on peut �etendre la notion aux ensembles 
ous. La mesure � estalors une fonction de F(
)! R.3.3.1 Probabilit�es et 
ouLa th�eorie des ensembles 
ous est souvent vue comme une alternative �a la th�eorie des pro-babilit�es. La litt�erature est riche en travaux visant, soit �a la discr�editer par rapport auxprobabilit�es comme repr�esentation e�cace de l'incertain [95, 90], soit au contraire �a mettreen avant ses avantages.Plutôt que d'opposer les deux th�eories, il peut sembler int�eressant de combiner leurs avan-tages, en �etendant la th�eorie des probabilit�es aux ensembles 
ous. Soit un espace probabilis�eclassique (
; S(
); P ). Un sous-ensemble 
ou de 
 est alors appel�e �ev�enement 
ou.



96 3 Th�eorie des croyances - Extension au flouProbabilit�e d'un �ev�enement 
ouLa probabilit�e d'un �ev�enement 
ou F est d�e�nie comme l'esp�erance de sa fonction d'appar-tenance [178]: P (F ) = Z
 F (!)dP (3.57)si 
 est continu. Cette expression g�en�eralise le cas o�u F est un ensemble classique.Un certain nombre de propri�et�es, comme la propri�et�e d'additivit�e sont conserv�ees :8A;B 2 F(
); P (A [ B) = P (A) + P (B)� P (A \B);o�u les op�erateurs d'intersection et d'union sont remplac�es par leur �equivalent 
ou (t-normeset t-conormes, cf. chapitre 1).On peut �egalement d�e�nir la probabilit�e conditionnelle d'un �ev�enement 
ou P (AjB) par :P (AjB) = P (A \ B)P (B) ; si P (B) > 0avec P (A \ B) = R
A(!)B(!)dP . La t-norme utilis�ee est en g�en�eral le produit. L'ind�epen-dance de deux �ev�enements A et B se d�e�nit par P (A \B) = P (A)P (B).Variable al�eatoire 
oueLe concept de variable al�eatoire 
oue a �et�e introduit a�n de d�ecrire des donn�ees 
oues lorsd'une exp�erience al�eatoire. On peut d�e�nir une variable al�eatoire 
oue comme une fonctionX : 
 ! F(R), v�eri�ant certaines conditions de mesurabilit�e, bas�ees sur des �-coupes deX [122]. Ce concept g�en�eralise �a la fois celui des variables al�eatoires classiques et celuides ensembles al�eatoires, o�u les variables sont des ensembles classiques, et est adapt�e �ades situations o�u des informations de nature probabiliste et possibiliste interviennent. Desth�eor�emes classiques comme la Loi des Grands Nombres ou le Th�eor�eme Central Limite ont�et�e �etablis pour les variables al�eatoires 
oues. La th�eorie a �et�e appliqu�ee en particulier �al'inf�erence statistique en pr�esence de donn�ees impr�ecises.3.3.2 Th�eorie des croyances 
ouesUne g�en�eralisation de la th�eorie des croyances a �et�e propos�ee par di��erents auteurs [178, 134,167, 175]. L'id�ee g�en�erale est de permettre aux �el�ements focaux A d'être 
ous : A 2 F(
).Selon la d�e�nition de Yager [167], une fonction m de F(
) vers [0; 1] est une structure decroyance 
oue sur 
, s'il existe une collection d'ensembles 
ous de 
, F (m) � F(
), telleque : � m(A) = 0 si A =2 F (m)PA2F (m)m(A) = 1: (3.58)Ici encore, A est un �el�ement focal de m si m(A) 6= 0.Structure normalis�ee. Si tous les �el�ements focaux 
ous de m sont normalis�es, m est ditenormalis�ee.



3.3Extension de la th�eorie aux ensembles 
ous 97On peut distinguer deux types de g�en�eralisations de d�e�nitions de fonctions de cr�edibilit�e.La premi�ere est bas�ee sur l'extension directe d'op�erations ensemblistes au 
ou, la deuxi�eme,sur la d�ecomposition des �el�ements focaux en ��coupes.Extension directe des fonctions de croyanceInterpr�etation possibilisteZadeh [178] a �et�e le premier �a g�en�eraliser la th�eorie des croyances aux ensembles 
ous, en sebasant sur les concepts de la th�eorie des possibilit�es et de la (( granularit�e )) de l'information.Soit � une mesure de possibilit�e sur 
, � la distribution de possibilit�e associ�ee et F unensemble 
ou sur 
: Nous rappelons que la mesure de possibilit�e de F est d�e�nie par [40]:�(F ) = sup!2
[min(�(!); F (!))] (3.59)La possibilit�e de F peut s'interpr�eter comme une mesure d'intersection entre F et l'ensemble
ou d�e�ni par �.Soit m une structure de croyance 
oue de 
 et B 2 F (m). Pour un ensemble 
ou A de 
,soit �(AjB) la mesure de possibilit�e conditionnelle de A sachant B, d�e�nie par�(AjB) = sup!2
min(A(!); B(!)):Zadeh [178] d�e�nit alors la plausibilit�e de la proposition 
oue A de la fa�con suivante :pl(A) = XB2F (m)m(B)�(AjB): (3.60)Si A et B sont des ensembles classiques, �(AjB) = 1 si A\B 6= ; ; cette expression g�en�eralisedonc bien la fonction de plausibilit�e (�equation (3.3)).Pour tout ensemble 
ou A, on note �A, la fonction de F(
) dans [0; 1] d�e�nie par �A(B) =�(AjB) pour tout B.On peut �etendre la notion d'esp�erance d�e�nie �a la section pr�ec�edente (�equation (3.56)) �atoute fonction � de F(
) dans [0; 1], par un nouvel abus de notation 3 :Em(�) = XB2F (m)m(B)�(B); � : F(
)! [0; 1]: (3.61)On obtient alors : Em(�A) = XB2F (m)m(B)�A(B) = pl(A):La fonction de plausibilit�e se d�e�nit donc comme l'esp�erance de la fonction de possibilit�econditionnelle.3:On devrait plutôt d�e�nir l'esp�erance d'un ensemble 
ou al�eatoire B de 
, puis l'esp�erance de �(B).Ceci est valable pour les �equations suivantes.



98 3 Th�eorie des croyances - Extension au flouSi les �el�ements focaux sont classiques (i.e.m 2 M(
)) maisA est 
ou, on obtient l'expressionsuivante : pl(A) = XB2F (m)m(B) sup!2BA(!) = E�(�A); (3.62)d�e�nie par Smets [134] comme l'esp�erance sup�erieure de la fonction d'appartenance de A (cf.�equation (3.46)). La plausibilit�e d'un �ev�enement 
ou peut donc aussi être vue comme uneg�en�eralisation de la probabilit�e d'un �ev�enement 
ou propos�ee par Zadeh (�equation 3.57).De même, si N(AjB) repr�esente la n�ecessit�e de A sachant B, d�e�nie parNA(B) = N(AjB) = inf!2
max(A(!); �B(!));la cr�edibilit�e de A se d�e�nit comme l'esp�erance conditionnelle de NA :bel(A) = XB2F (m)m(B)N(AjB) (3.63)Si les ensembles B sont classiques et A est 
ou, d'apr�es [134],bel(A) = E�(�A): (3.64)Interpr�etation ensemblisteLes fonctions de plausibilit�e et de cr�edibilit�e classiques �etant bas�ees sur des op�erations en-semblistes (inclusion, intersection), on peut g�en�eraliser les expressions (3.60) et (3.63) end�e�nissant des mesures d'intersection et d'inclusion �a l'aide des op�erateurs 
ous correspon-dants [167]: pl(A) = XB2F (m)m(B)Int(A;B); (3.65)bel(A) = XB2F (m)m(B)IncA(B); (3.66)o�u Int(A;B) et IncA(B) sont respectivement des mesures d'intersection de A et B et d'in-clusion de B dans A. Les �equations (3.60) et (3.63) deviennent alors des cas particuliers desexpressions pr�ec�edentes avecInt(A;B) = sup! min(A(!); B(!)) et IncA(B) = inf! max(A(!); �B(!)):Yager [167] a propos�e de remplacer les op�erateurs min et max par d'autres t-normes ^ ett-conormes _. Ainsi, on obtient :Int(A;B) =_! ^(A(!); B(!)) et IncA(B) = !̂ _(A(!); �B(!)):Propri�et�e. La relation pl(A) = bel(
)� bel(A) est toujours v�eri��ee.



3.3Extension de la th�eorie aux ensembles 
ous 99D�ecomposition en �-coupesEn partant du mod�ele initial de Dempster, Yen [175] propose une autre g�en�eralisation desconcepts de cr�edibilit�e et de plausibilit�e, bas�ee sur la d�ecomposition de chaque �el�ement focal(
ou) A d'une structure de croyance m en un ensemble �ni de n �el�ements focaux classiques,ses �i-coupes fA�igni=1 tels que :8i 2 f1; : : : ; ng m(A�i) � 0 et nXi=1 m(A�i) = m(A) 8A 2 F (m): (3.67)L'ensemble 
 est donc ici suppos�e �ni. Yen s'est inspir�e des travaux de Dubois et Prade[42] sur la relation entre une structure consonante et une distribution de possibilit�e, et doncla fonction d'appartenance d'un ensemble 
ou. Chaque �el�ement focal A�i a pour massem(�i)(�i��i�1); i = 1; : : : ; n avec 0 = �0 < : : : < �n = 1. Puisque m devient une structure�a �el�ements focaux non 
ous, on peut utiliser la d�e�nition de plausibilit�e et de cr�edibilit�e deSmets (�equations (3.64) et (3.62) d'un ensemble 
ou A :bel(A) = XB2F m(B) nXi=1 (�i � �i�1) min!2B�i A(!);pl(A) = XB2Fm(B) nXi=1 (�i � �i�1) max!2B�i A(!):La relation pl(A) = bel(
)� bel(A) est l�a encore v�eri��ee. Si la structure est d�e�nie sur des�el�ements focaux non 
ous, on retrouve les �equations (3.64) et (3.62).Dans la m�ethode de Yen, les mesures de plausibilit�e et de cr�edibilit�e sont plus sensibles �a lamodi�cation des fonctions d'appartenance de leurs �el�ements focaux que les autres approches.Ce manque de robustesse, pr�esent�e pourtant comme un avantage par Yen, peut s'av�ererpr�ejudiciable si l'on consid�ere que le choix de ces fonctions pr�esente souvent un caract�ererelativement arbitraire.Dans l'approche de Yen, si 
 est continu, il peut y avoir une in�nit�e d'�-coupes d'un �el�e-ment focal. En revanche, la premi�ere approche (de Zadeh- Smets-Yager), permet facilementl'extension �a un r�ef�erentiel 
 continu. Dans la suite, c'est la premi�ere approche que nousretiendrons.Probabilit�e pignistiqueLe concept de probabilit�e pignistique peut facilement s'�etendre �a la th�eorie des ensembles
ous, en utilisant la d�e�nition usuelle de la cardinalit�e d'un ensemble 
ouA, jAj =P!2
A(!)si 
 est discret et jAj = R
A(y)dy si 
 est continu. L'expression de la probabilit�e pignistiqueest alors la suivante: 8! 2 
; pbet(!) = XA2F (m) m(A)jAj A(!): (3.68)



100 3 Th�eorie des croyances - Extension au flouCombinaison de structuresL'�etape suivante dans la g�en�eralisation de la th�eorie des croyances aux �ev�enements 
ous estla combinaison des structures. Comme l'a propos�e Yager [173], quel que soit l'op�erateur decombinaison r utilis�e, il peut être remplac�e par une de ses versions 
oues.Ainsi, soient m1 et m2 deux structures de croyance d'�el�ements focaux respectifs (Ai)ni=1 et(Bj)pj=1. L'op�erateur de combinaison disjonctive [ se g�en�eralise facilement. Les �el�ementsfocaux Ck de m1[m2 sont d�e�nis par: Ck = Ai [Bj o�u Ck(!) = Ai(!)_Bj(!) et _ est unet-conorme. La masse correspondante est(m1 [m2)(Ck) = XAi[Bj=Ck m1(Ai)m2(Bj)De même, les �el�ements focaux Dk de m1 \m2 sont d�e�nis par : Dk = Ai \ Bj o�u Dk(!) =Ai(!) ^Bj(!) et ^ est une t-norme, et(m1 \m2)(Dk) = XAi\Bj=Dk m1(Ai)m2(Bj):NormalisationLa combinaison de deux structures de croyance normalis�ees peut donner lieu �a une structurede croyance non normalis�ee m. C'est le cas de la combinaison conjonctive.Si la condition de normalisation s'av�ere n�ecessaire, il est possible d'�etendre la r�egle de norma-lisation de Dempster aux structures de croyance 
oues. Yager [173] a propos�e la proc�eduresuivante, appel�ee (( smooth normalization procedure )) (SNP) pour normaliser une structurede croyance 
oue.Si m est une structure d'�el�ements focaux F 2 F (m), la SNP convertit m en une structurenormalis�ee m� d'�el�ements focaux E 2 F (m�), tels que :8>><>>: E(!) = F (!)h(F ) 8! 2 
 8F 2 F (m)n;m�(E) = PF �=Em(F )h(F )PF2F (m)m(F )h(F ); (3.69)o�u F � repr�esente la normalisation de l'ensemble 
ou F d�e�nie dans la premi�ere �equation.Cette m�ethode g�en�eralise �a la fois la normalisation classique d'un ensemble 
ou et la norma-lisation des structures de croyances de Dempster. En e�et,1. sim a un unique �el�ement focal 
ou A (m = mA est monofocale), elle peut être assimil�ee�a un ensemble 
ou et la SNP produit l'ensemble normalis�e correspondant A�.2. si m est une structure classique non normalis�ee, F (m�) = F (m)n;. De plus, h(F ) = 0si F = ; et h(F ) = 1 sinon. Ainsi,m�(F �) = m(F )PF2F (m)n;m(F ):



3.3Extension de la th�eorie aux ensembles 
ous 101La distribution des masses entre les �el�ements focaux se justi�e intuitivement de la mani�eresuivante. Plus la hauteur d'un �el�ement focal est faible, moins on lui accordera d'importance,et donc plus la masse relative de l'ensemble normalis�e correspondant sera �egalement faible.Et si la hauteur est la même pour tous les �el�ements focaux A de m, alors m�(A�) = m(A).En�n, une g�en�eralisation de la proc�edure de normalisation de Yager (cf. �equation 3.16) estd�e�nie ainsi : mo(A) = XBo=Am(B)o�u Bo est un ensemble 
ou normalis�e d�e�ni par : Bo(!) = B(!) + 1� h(B) pour tout ! de
.Mesures d'incertitudeNous avons vu pr�ec�edemment que l'on pouvait distinguer deux types d'incertitude en th�eoriedes croyances : la nonsp�eci�cit�e et le con
it. La nonsp�eci�cit�e, mesure d'impr�ecision, d�e�niepar la mesure de Hartley en th�eorie des ensembles classiques, a �et�e g�en�eralis�ee �egalementen th�eorie des ensembles 
ous et en th�eorie des possibilit�es. La mesure de con
it, issue dela th�eorie des probabilit�es, se g�en�eralise �egalement �a la th�eorie des possibilit�es. On disposedonc d'un cadre commun concernant la d�e�nition de l'incertitude pour ces cinq th�eories (cf.[83]).Nonsp�eci�cit�e et con
itLa g�en�eralisation de la nonsp�eci�cit�e �a la th�eorie des croyances 
oue est imm�ediate, si onutilise la d�e�nition de la cardinalit�e d'un ensemble 
ou :N1(m) = XA2F (m)m(A) log2 jAj; (3.70)avec jAj = P
A(!) si 
 est discret. On peut �egalement la d�e�nir comme la moyennepond�er�ee de la nonsp�eci�cit�e des �el�ements focaux 
ous :N2(m) = XA2F (m)m(A)U(A);o�u U est la mesure de nonsp�eci�cit�e d'un ensemble 
ou, dont l'expression est d�e�nie parl'�equation (2.14) si 
 est discret et parU(A) = 1h(A) Z h(A)0 log2(1 + jA�j)d� (3.71)si 
 est continu.Les di��erentes mesures de con
it �; S;D;C;E pr�esent�ees en section 3.2.5 se g�en�eralisent ellesaussi en utilisant la d�e�nition de la cardinalit�e d'un ensemble 
ou et en rempla�cant le cas�ech�eant les op�erateurs d'intersection et d'union par leur �equivalent en th�eorie des ensembles
ous.



102 3 Th�eorie des croyances - Extension au flou3.3.3 G�en�eralisation des structures de croyances 
ouesLes structures de croyances 
oues fournissent un cadre de repr�esentation des croyances enpropositions vagues, comme celles qui peuvent être d�e�nies par le langage. Cependant, chaque�el�ement focal F reste associ�e �a un nombre r�eel, pr�ecis, sa masse m(F ). Or l'importanced'un �el�ement focal, repr�esent�ee par sa masse en th�eorie des croyances, peut être elle-mêmeentach�ee d'incertitude. Den�ux [34, 35] a propos�e une extension suppl�ementaire de la th�eorieen permettant aux masses de croyances d'être des intervalles ou des nombres 
ous.3.4 ConclusionLa th�eorie des croyances pr�esente l'avantage d'o�rir une certaine 
exibilit�e dans la repr�esen-tation et la mod�elisation des informations incertaines. Elle a �et�e utilis�ee dans de nombreuxdomaines d'application [59], comme la fusion multi-sources [80, 75], les syst�emes experts[121] ou la reconnaissance des formes [180, 32].Elle fait partie de nombreuses th�eories de l'incertain qui ont �emerg�e depuis une trentained'ann�ees comme alternative �a la th�eorie des probabilit�es: la th�eorie des possibilit�es [179], lath�eorie des ensembles 
ous, la th�eorie des probabilit�es impr�ecises [163].Dans ce chapitre, nous nous sommes particuli�erement int�eress�es �a trois aspects : la d�e�nitionde l'esp�erance, l'extension �a un ensemble de r�ef�erence continu et la g�en�eralisation aux �el�e-ments focaux 
ous. L'association des structures de croyance aux ensembles 
ous permet ded�e�nir les propositions de mani�ere plus souple. L'extension aux ensembles continus et la no-tion d'esp�erance sont cruciales dans l'application des croyances �a l'estimation fonctionnelle,que nous allons voir dans les deux derniers chapitres.



103Chapitre 4Application de la th�eorie descroyances en r�egression4.1 Introduction
Bien que les m�ethodes de r�egression statistiques soient les plus r�epandues pour mod�eliserles relations entre variables, elles ne sont pas toujours bien adapt�ees aux di��erents typesd'incertitude que l'on peut rencontrer dans des applications r�eelles. Nous avons vu dans leschapitres pr�ec�edents que la th�eorie des croyances, la th�eorie des ensembles 
ous, la th�eorie despossibilit�es, permettent la repr�esentation de plusieurs types d'incertitude, comme le con
it,l'impr�ecision ou l'ignorance [84] et o�rent un cadre plus g�en�eral que la th�eorie des probabilit�espour l'analyse des donn�ees. Plusieurs approches, comme la r�egression lin�eaire par intervalleou 
oue [39], et les syst�emes 
ous [173, 150] ou neuro-
ous [78] int�egrent des �el�ements 
ous,entr�ees ou param�etres, dans l'estimation fonctionnelle. Une m�ethode neuronale bas�ee sur lath�eorie de l'�evidence a �egalement �et�e propos�ee commem�ethode d'approximation fonctionnelle[31].Nous proposons dans ce chapitre une nouvelle m�ethode de r�egression bas�ee sur la th�eoriedes croyances 
oues, que l'on peut appliquer non seulement �a des valeurs r�eelles, mais aussi�a des donn�ees impr�ecises comme les intervalles ou les nombres 
ous. Le cas des sortiescon
ictuelles est �egalement pris en compte : pour une même entr�ee, on dispose de plusieurssorties qui peuvent être contradictoires. L'information fournie sur la sortie est d�elivr�ee sousla forme tr�es g�en�erale d'une structure de croyance. Cette structure est d�etermin�ee �a partirde l'ensemble d'apprentissage, selon un principe r�ecemment d�evelopp�e par Den�ux [31, 30]dans un contexte de discrimination. La g�en�eralisation de l'esp�erance en th�eorie des croyancespermet de d�e�nir une sortie ponctuelle �a partir d'une distribution de probabilit�e compatibleavec la structure de croyance obtenue.



104 4 Application de la th�eorie des croyances en r�egression4.2 Pr�esentation g�en�erale4.2.1 Mod�ele completPrincipe de la m�ethodeNous proposons d'utiliser la th�eorie des croyances dans le cadre de la r�egression. Le principede notre approche a �et�e introduit par Den�ux [30, 31] dans le contexte de la classi�cationsupervis�ee. Nous pr�esentons dans un premier temps une approche g�en�erale dont la r�egressionet la discrimination sont deux cas particuliers.Soit X = X1 � : : : � : : :Xr et Y des espaces de r�ef�erence r�eels, domaines de variationsrespectifs de l'entr�ee de dimension r et de la sortie monodimensionnelle d'un syst�eme. Danscette section, l'espace X est suppos�e continu mais Y peut être discret ou continu, ordonn�e ounon. Les entr�ees x sont r�eelles mais la forme des sorties y est tr�es vari�ee. Celles-ci peuventêtre d�e�nies par des r�eels, des intervalles, des nombres 
ous ou des quantit�es 
oues. Onsuppose que la connaissance relative �a la sortie peut être repr�esent�ee de fa�con g�en�erale parune structure de croyance, �eventuellement 
oue. On note MF(Y) l'ensemble des structuresde croyance 
oues d�e�nies sur Y.Soit (xi;mi)i=1;::: ;N un ensemble de vecteurs d'apprentissage appartenant �a X �MF(Y), o�umi est une structure de croyance 
oue d'�el�ements focaux r�eels ou 
ousF (mi) = f~yi1; : : : ; ~yij; : : : ; ~yi;J(i)g;chaque ~yij �etant une quantit�e r�eelle ou 
oue et mi(~yij) = pij . On notera fxi1 : : : ; xirg lescoordonn�ees de xi.Soit x un vecteur d'entr�ee arbitraire, et y la sortie correspondante, suppos�ee inconnue.Chaque �el�ement (xi;mi) de l'ensemble d'apprentissage apporte une information sur la va-leur possible de y qui peut se repr�esenter par une fonction de croyance. Si x est (( proche ))de xi selon une certaine m�etrique k:k, nous pouvons raisonnablement supposer que y sera�egalement (( proche )) de mi. Ceci peut se traduire par l'a�ectation d'une certaine masse decroyance aux �el�ements focaux de mi, dont la valeur d�epend de la distance entre x et xi. Enl'absence d'information suppl�ementaire, le compl�ement �a 1 de la masse peut être allou�e �al'ensemble de r�ef�erence Y. Nous obtenons alors une structure de croyance normalis�ee bmi(:jx)sur Y, d'�el�ements focaux F [bmi(:jx)] = F (mi) [ Y, d�e�nie de la fa�con suivante :8<: bmi(~yijjx) = pij�i [kx� xik] 8j 2 f1; : : : ; J(i)gbmi(Yjx) = 1� �i [kx� xik]bmi(Ajx) = 0 8A 2 F(Y) n F (mi(:jx)); (4.1)o�u �i est une fonction d�ecroissante de R+ dans [0; 1] telle que :�i(0) 2]0; 1[ et limd!1 �i(d) = 0: (4.2)On appellera �i la fonction d'activation de xi. Dans la suite, nous noterons gi(x;�i) =�i[kx� xik], o�u �i est l'ensemble des param�etres intervenant dans la fonction �i.L'op�eration d�e�nie par l'�equation (4.1) correspond �a un a�aiblissement de la structure midont le facteur est �i = 1 � gi(x;�). Ainsi, la structure produite est d�e�nie de mani�eresynth�etique par : bmi(:jx) = m�ii (4.3)



4.2Pr�esentation g�en�erale 105Ce facteur d'a�aiblissement d�etermine l'in
uence de xi sur x. Si x est tr�es proche de xi,�i est proche de 0 et les structures bmi et mi sont presque identiques. Quand x s'�eloigneind�e�niment de xi, �i tend vers 0 et bmi devient la structure triviale bmY .A�n de combiner l'information fournie par chaque �el�ement de l'ensemble d'apprentissage,on peut utiliser la g�en�eralisation aux structures de croyances 
oues de la r�egle de combi-naison conjonctive non normalis�ee \, quoique d'autres op�erateurs de combinaison soientenvisageables a priori. La structure de croyance �nale est alors d�e�nie par :bm(:jx) = N\i=1 bmi(:jx) (4.4)On note bm�(:jx) la structure de croyance 
oue obtenue en normalisant bm(:jx) par la proc�e-dure SNP (cf. �equation 3.69).Dans cette m�ethode, on est donc amen�e �a faire deux types de choix a priori pour d�e�nir lemod�ele, avant même une �eventuelle phase d'identi�cation :{ les fonctions d'activation �i,{ et l'op�erateur de combinaison \.On notera SCF1 le mod�ele complet d�e�ni par l'�equation (4.1). Le nombre d'�el�ements focauxde bm(:jx) peut donc atteindre : NYi=1(J(i) + 1):Ceci peut poser des probl�emes de temps de calculs. Nous verrons dans le chapitre suivantde fa�con d�etaill�ee di��erentes m�ethodes permettant de pallier ce type de probl�emes. L'unedes possibilit�es est de diminuer le nombre de structures �a combiner. Ainsi, par exemple, lacombinaison peut �eventuellement se restreindre aux k plus proches voisins de x, au sens dek:k, dans l'ensemble d'apprentissage : fx(1); : : : ;x(k)g. La structure de croyance 
oue �naledevient alors : bm(:jx) = k\i=1 bm(i)(:jx) (4.5)Nous d�etaillerons dans le chapitre 5 d'autres techniques de simpli�cations de la m�ethode.Choix de l'op�erateur de combinaisonLe choix d'un op�erateur de type conjonctif se justi�e par la propri�et�e de neutralit�e de lastructure triviale mY : 8m 2 MF(Y); m \mY = m:En e�et, il est n�ecessaire de s'assurer que l'in
uence d'un vecteur xi �eloign�e de x sur l'es-timation de la sortie correspondante y est n�egligeable. L'utilisation d'un op�erateur de typedisjonctif est donc exclue. En revanche, le choix de la norme triangulaire repr�esentant l'op�e-rateur conjonctif n'a pas grande importance, comme des simulations l'ont con�rm�e.



106 4 Application de la th�eorie des croyances en r�egressionChoix de la fonction d'activationUne in�nit�e de fonctions �i v�eri�ent les conditions requises dans l'�equation (4.2). Ces fonc-tions d'activation o�rent des similitudes avec les fonctions de noyaux, mais la contrainte surl'int�egrale de la fonction est remplac�ee par une contrainte sur la valeur maximale.Parmi les fonctions acceptables, on peut citer les deux suivantes :{ �i(kx� xik) = exp[�(x� xi)T��1i (x� xi)],{ �i(kx� xik) = �1 + (x� xi)T��1i (x� xi)��1,o�u k:k est la distance euclidienne induite par une matrice sym�etrique d�e�nie positive �i.L'usage de la fonction exponentielle a �et�e justi��ee th�eoriquement par Den�ux [33] maisd'autres fonctions sont envisageables sur le plan pratique.On peut remarquer que de nombreuses fonctions d'appartenance d'ensembles 
ous multidi-mensionnels conviennent �a cette d�e�nition de fonction d'activation. Ainsi, par exemple, �ipeut �egalement être d�e�nie comme le produit de nombres 
ous triangulaires centr�es sur xij :�i(kx� xik) = rYj=1Tri (xj;xij � aij; xij; xij + bij) ; aij > 0; bij > 0:Cette quantit�e peut donc se voir comme le degr�e d'appartenance de x �a un ensemble 
ourepr�esentant xi. Une analogie d�etaill�ee entre notre m�ethode et un certain type de syst�emes
ous fera l'objet de la section 4.6.Informations fourniesLes informations fournies par la sortie bm(:jx) sont multiples. Di��erentes caract�eristiquespeuvent être d�eduites de bm(:jx). D'apr�es le chapitre pr�ec�edent, la probabilit�e pignistique estd�e�nie par : bpbet(yjx) = XA2F ( bm�) bm�(Ajx)jAj A(y) 8y 2 Y:On peut �egalement d�e�nir la plausibilit�e bpl(:jx) et la cr�edibilit�e cbel(:jx) ainsi que di��erentesmesures d'incertitude.Plusieurs types d'incertitude peuvent en e�et être identi��es dans la structure �nale :1. L'impr�ecision ou la nonsp�eci�cit�e, relative �a la cardinalit�e des ~yij. En particulier, l'igno-rance est repr�esent�ee par le poids a�ect�e �a l'ensemble Y, l'ensemble vide et les �el�ementsfocaux de hauteur faible,2. Le con
it, repr�esent�e par le choix entre les di��erents �el�ements focaux.3. Le 
ou, si les ~yij initiaux sont 
ous, caract�eris�e par les fronti�eres des �el�ements focaux.



4.2Pr�esentation g�en�erale 107ExempleLa �gure 4.1 donne un exemple de d�etermination de la sortie bm(:jx) �a partir de deux �el�e-ments (x1;m1) et (x2;m2) d'un ensemble d'apprentissage. Le cadre de discernement Y estl'intervalle [0; 10]. Les structures m1 et m2 sont constitu�ees de nombres 
ous triangulaires :{ F (m1) = fA;Bg, A = Tri(y; 0; 2; 4), avec m1(A) = 0:4, et B = Tri(y; 2; 4; 6), avecm1(B) = 0:6.{ F (m2) = fCg, C = Tri(y; 3; 6; 8).La d�etermination de bm(:jx) se d�ecompose en 3 �etapes :1. Calcul des facteurs d'a�aiblissement :On suppose que �1 = 0:8 > �2 = 0:4. Le vecteur x est plus proche de x1 que de x2.L'in
uence de x2 sera faible par rapport �a celle de x1.2. Calcul des structures bmi.{ F (bm1(:jx)) = fA;B;Yg, avec bm1(Ajx) = 0:32, bm1(Bjx) = 0:48 et bm1(Yjx) =0:2.{ F (bm2(:jx)) = fC;Yg, avec bm2(Cjx) = 0:4 et bm2(Yjx) = 0:6.3. Calcul de la structure �nale bm(:jx) = bm1(:jx) \ bm2(:jx), constitu�ee de 6 �el�ementsfocaux :F (bm(:jx)) = fA;B;C;Y;D;Eg, o�u E = A \ C et D = B \ C, avec D = B \ C etE = A \ C, avecbm(Ajx) = 0:192, bm(Bjx) = 0:288, avec bm(Cjx) = 0:08, bm(Yjx) = 0:12, bm(A\Cjx) =0:128 et bm(B \ Cjx) = 0:192.4.2.2 Cas particuliersPlusieurs cas particuliers au mod�ele SCF1 peuvent être envisag�es, selon la complexit�e de lasortie mi (cf. �gure 4.2) :1. mi est une structure de croyance classique. Les �el�ements focaux de mi sont des en-sembles classiques de Y ;2. mi est une structure bay�esienne, c'est-�a-dire, une distribution de probabilit�e sur Y ;3. mi est un ensemble 
ou ;4. mi est un ensemble classique ;5. mi est une valeur ponctuelle.
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4.3Application en reconnaissance des formes 109Dans les cas 1, 2, 4 et 5, on ne travaille qu'avec des �el�ements focaux classiques. La structurede croyance �nale sera donc une SC classique.Dans les cas 3 et 4, il n'y a pas d'ambigu��t�e entre di��erentes sorties possibles pour les xi, maisil subsiste une impr�ecision relativement �a cette sortie. La structure de croyance mi se r�esume�a un unique �el�ement focal (
ou ou non) ~yi et peut donc être assimil�ee �a cet ensemble. Pourle vecteur x, la structure bmi(:jx) induite par (xi; ~yi), ne poss�ede alors que deux �el�ementsfocaux : F [bmi(:jx)] = f~yi;Yg et devient par cons�equent :8<: bmi(~yijx) = �i [kx� xik]bmi(Yjx) = 1� �i [kx� xik]bmi(Ajx) = 0 8A 2 F(Y)nF (mi(:jx)); (4.6)Par la suite, le mod�ele d�e�ni par l'�equation (4.6) sera not�e SCF2.Comme cela a �et�e soulign�e par Ph. Smets (communication personnelle), si les ~yi sont desnombres r�eels yi (cas 5), bmi(:jx) et bm(:jx) deviennent des structures de croyance classiquesavec seulement N + 1 �el�ements focaux et la structure �nale normalis�ee peut s'exprimerfacilement (mod�ele SCF3) :8<: bm�(fyigjx) = 1K�i [kx� xik ]Qj 6=i[1� �j [kx� xjk ]bm�(Yjx) = 1K QNi=1[1� �i [kx� xik ]bm�(Ajx) = 0 8A 2 F(Y) n F [bm(:jx)]; (4.7)o�u K = NYi=1 f1� �i [kx� xik]g+ NXi=1 �i [kx� xik ]Yj 6=i f1 � �j [kx� xjk]gest le facteur de normalisation.4.3 Application en reconnaissance des formes4.3.1 Traduction en terme de classi�cationDans cette section, nous appliquons le principe vu pr�ec�edemment �a un probl�eme de clas-si�cation. Les r�esultats suivants ont �et�e largement d�evelopp�es, sous di��erentes formes dans[30, 180, 33]. Nous nous contentons ici d'en retracer les grandes lignes. L'espace Y est d�e�niici comme un ensemble �ni de K classes envisageables : Y = fc1; : : : ; cKg. Dans le cas le plussimple (cas 5), l'ensemble d'apprentissage est constitu�e de N vecteurs �etiquet�es (xi; yi), o�ula variable d'�etiquetage yi est l'une quelconque des classes ck. Dans cette situation, il n'y a niimpr�ecision, ni ambigu��t�e dans la description des classes des vecteurs d'apprentissage. Dansle cas d'un �etiquetage impr�ecis (cas 3 et 4), la classe de xi n'est plus parfaitement connue.L'information que l'on poss�ede peut par exemple être du type : (( x1 appartient �a la classec1 ou �a la classe c2 )). Dans ces conditions, le vecteur xi est �etiquet�e par l'ensemble classiquefc1; c2g. De fa�con plus g�en�erale, on peut d�e�nir un degr�e d'appartenance �ik 2 [0; 1] de xi �achacune des K classes. L'�etiquetage ~yi devient alors l'ensemble 
ou de Y d�e�ni par les �ik[181, 182]. En�n, l'information concernant la classe du vecteur d'apprentissage xi peut être�egalement d�e�nie sous forme d'une structure de croyance mi (cas 1 ou 2), �eventuellement



110 4 Application de la th�eorie des croyances en r�egression
oue (cas g�en�eral). Ce dernier cas peut par exemple correspondre �a une agr�egation d'avisd'experts.Pour un nouveau vecteur x, l'information fournie par le vecteur (xi;mi) se traduit par unestructure de croyance bmi(:jx) dont l'expression est d�e�nie par l'�equation (4.7), (4.6) ou (4.1)selon le cas. Quelque soit le cas de �gure, on obtient une information globale concernant laclasse de x, sous la forme d'une structure de croyance classique ou 
oue bm(:jx). Nous allonsvoir comment choisir la classe d'a�ectation de x.4.3.2 Prise de d�ecisionNous avons vu au chapitre pr�ec�edent comment il �etait possible de g�en�eraliser la th�eorie bay�e-sienne de la d�ecision aux structures de croyances. Soit D l'ensemble des d�ecisions possibleset fd la fonction de coût ou fonction d'utilit�e, d�e�nie de Y dans R, associ�ee au choix de lad�ecision particuli�ere d. Soit Y une variable de l'espace cr�edibilis�e (Y; S(Y);m).Cas des structures de croyance classiquesDans le cas de structures de croyance classiques, parmi les di��erentes strat�egies possibles(cf. chapitre 3, section 3.2.7), la plus simple consiste �a choisir une probabilit�e particuli�erecompatible avec bm(:jx), comme la probabilit�e pignistique, a�n de se placer dans les conditionshabituelles de la th�eorie bay�esienne de la d�ecision :Ainsi, le risque (pignistique) conditionnel �a x associ�e �a la d�ecision d s'�ecrit, d'apr�es l'�equation(3.53) : Rpbet(djx) = EPbet [fd(Y )jx] = KXk=1 fd(ck) bPbet(fckgjx): (4.8)On peut �egalement d�e�nir les risques conditionnels inf�erieur et sup�erieur, d�e�nis par :R�(djx) = E�[fd(Y )jx] = XA2F [bm(:jx)] bm(Ajx)minc2A fd(c); (4.9)R�(djx) = E� [fd(Y )jx] = XA2F (bm(:jx)) bm(Ajx)maxc2A fd(c); (4.10)d'apr�es l'�equation (3.51), ou utiliser les g�en�eralisations de Yager (�equation 3.56) ou Strat(�equation 3.54).Supposons que l'ensemble des d�ecisions possibles D soit celui des classes Y, et que les fonc-tions de coûts soient binaires, �a valeur dans f0; 1g (0 pour une bonne classi�cation, 1 pourune mauvaise classi�cation) : fci(cj) = 0 si j = i et fci(cj) = 1 si j 6= i. Dans ces conditions,les expressions des risques pignistique, inf�erieur et sup�erieur deviennent :Rbpbet(cjjx) = 1 � bPbet(fcjgjx);R�(cjjx) = 1� bpl(fcjgjx);



4.3Application en reconnaissance des formes 111R�(cjjx) = 1 � cbel(fcjgjx):Par analogie avec la th�eorie bay�esienne de la d�ecision, selon la strat�egie utilis�ee, la minimisa-tion du risque conduira �a choisir la classe c� de plus grande probabilit�e pignistique, de plusgrande plausibilit�e ou de plus grande cr�edibilit�e.Ces trois strat�egies peuvent donner lieu �a des d�ecisions di��erentes. Dans le cas particulierde l'�etiquetage parfait o�u les yi sont r�eels (cas 5), les trois strat�egies pr�ec�edentes m�enent �ala même d�ecision (dans le cas des coûts f0; 1g).D'autres strat�egies de d�ecision ont �et�e �etudi�ees dans [32], incluant la possibilit�e de rejets ditsd'ambiguit�e et de distance [47] ainsi que l'existence de classes inconnues.Structures de croyance 
ouesDans le cas o�u la connaissance concernant les classes des vecteurs d'apprentissage est expri-m�ee sous la forme de structures de croyance 
oues, on peut se baser sur une g�en�eralisationdes crit�eres d�e�nis pr�ec�edemment dans le cadre des structures classiques. Le vecteur x seral�a encore a�ect�e �a la classe de plus grande probabilit�e pignistique, de plus grande cr�edibilit�eou de plus grande plausibilit�e. On utilise l'extension de la d�e�nition de ces quantit�es auxensembles 
ous (cf. �equations (3.68), (3.66) et (3.65)) [37].4.3.3 ApprentissageCrit�eres existantsLa qualit�e de la classi�cation d�epend du vecteur de param�etres � = [�1 : : :�n], qui intervientdans les fonctions d'activation gi(:;�i) et donc dans la structure bm(:jx;�) et ses d�eriv�es.La sortie mi de chaque vecteur xi peut être estim�ee comme pr�ec�edemment par bm(:jxi) enutilisant une partie de l'ensemble d'apprentissage contenant d'autres vecteurs �a l'aide d'unem�ethode classique de type r�e�echantillonnage. Plus mi est (( proche )) de bm(:jxi;�), plus levecteur de param�etres � semble adapt�e au mod�ele. Cette notion de proximit�e, de distanceentre structures de croyance sera d�evelopp�ee ult�erieurement. Dans [182], les auteurs ontpropos�e de choisir ce param�etre en minimisant un crit�ere d'erreur Jbet(�) bas�e sur l'�ecartentre les probabilit�es pignistiques estim�ees et r�eelles des classes des vecteurs d'apprentissage,d�e�ni par : Jbet(�) = 1N NXi=1 C�bm(:jxi;�);mi� (4.11)avec C�bm(:jxi;�);mi� = KXk=1 [bPbet(fckgjxi;�)� Pbeti(fckg)]2 (4.12)o�u Pbeti est la probabilit�e pignistique associ�ee �a mi. Dans le cas d'un �etiquetage parfait, micorrespond �a une classe particuli�ere ck et Pbeti est la loi de Dirac �ck . Si la classe de xi n'estpas connue pr�ecis�ement, mais fait partie d'un sous-ensemble classique A � Y, Pbeti est la loiuniforme sur A. Dans le cas g�en�eral, mi est une structure de croyance quelconque et Pbetiest la loi de probabilit�e correspondante.



112 4 Application de la th�eorie des croyances en r�egressionCe crit�ere est �evidemment un choix parmi d'autres. Il est satisfaisant si les mi sont pr�ecises,c'est-�a-dire, si l'�etiquetage des classes est parfaitement connu. En revanche, si mi est tr�esincertaine, ce crit�ere est un peu rigide : il est illusoire de chercher une sorte de (( distance ))pr�ecise entre deux structures, si la structure de r�ef�erence est tr�es incertaine. En particulier,dans le cas limite de la structure triviale o�u l'ignorance est totale, il n'y a plus d'apprentissageet toutes les solutions bmi se valent ! 1. Ce n'est pas le cas si on utilise le crit�ere pr�ec�edent.Illustrons ce probl�eme par un exemple.Exemple. Soit Y = fc1; c2g.{ Soit bmi d�e�ni par : bmi(fc1g) = 0:7 ; bmi(fc2g) = 0:1 et bmi(Y) = 0:2. Alors bPbet(fc1g) =0:8 et bPbet(fc2g) = 0:2{ Soit bm0i d�e�ni par : bm0i(fc1g) = 0:2 ; bm0i(fc2g) = 0:2 et bm0i(Y) = 0:6. Alors bP 0bet(fc1g) =0:5 et bP 0bet(fc2g) = 0:51. Si mi = fc1g, Pbeti(fc1g) = 1 et Pbeti(fc2g) = 0. Les coûts associ�es �a bmi et bm0i sontrespectivement de 0.08 et 0.5.Ce r�esultat est conforme �a nos attentes. Plus Pbet(fc1g) est proche de 1, plus l'estimationest correcte.2. Si mi = mY , Pbeti(fc1g) = 0:5 et Pbeti(fc2g) = 0:5. Les coûts associ�es �a bmi et bm0i sontrespectivement de 0.18 et 0.Ce r�esultat n'est pas satisfaisant. Puisque l'on ne poss�ede aucune information sur laclasse de xi, il n'y a aucune raison de privil�egier une estimation par rapport �a uneautre, comme c'est le cas ici.D�e�nition d'un nouveau crit�ereA�n d'�eviter cette situation, nous proposons de remplacer le coût (4.12) par l'expressionsuivante : C 0�bm(:jxi;�);mi� = XA2F (mi)mi(A)[bPbet(Ajxi;�)� 1]2: (4.13)On obtient alors le coût moyenJ 0bet(�) = 1N NXi=1 C 0�bm(:jxi;�);mi�: (4.14)Ce nouveau crit�ere a de bonnes propri�et�es. En e�et, supposons que mi soit une structurefocalis�ee sur un unique �el�ementA, qui peut être un nombre r�eel, un ensemble classique ou, demani�ere g�en�erale, un ensemble 
ou (cas 3, 4 et 5). La structure estim�ee bmi est d'autant plusadapt�ee �a mi que la probabilit�e pignistique de A est proche de 1. Dans le cas de l'absenced'�etiquetage, c'est-�a-dire d'ignorance totale de la classe de xi, mi = mY , etdPbeti(Y) = 1;1:Ceci devrait d'ailleurs être �erig�e en axiome pour le choix d'un bon crit�ere.



4.4Application en r�egression 113quelle que soit la structure bmi. Dans le cas d'un �etiquetage parfait, mi est focalis�ee sur l'unedes classes ck et dans ce cas, le crit�ere devientC(bmi;mi) = ( bPbet(fckg)� 1)2:Si la structure mi a plusieurs �el�ements focaux, le crit�ere global est simplement la moyennepond�er�ee par la masse de chaque �el�ement A de l'�ecart quadratique entre dPbeti(A) et 1.Si on reprend l'exemple pr�ec�edent, on obtient :1. Si mi = fc1g, C(bmi;mi) = 0:04 et C(bm0i;mi) = 0:25.2. Si mi = mY , C(bmi;mi) = C(bm0i;mi) = 0, ce qui est conforme �a nos attentes.Des travaux visant �a harmoniser les crit�eres d'erreur dans le cas de la discrimination et de lar�egression, en th�eorie des croyances, sont actuellement en cours. Malheureusement, le crit�ered�e�ni par l'�equation (4.13) n'est pas applicable en r�egression (cf. section 4.5).4.4 Application en r�egression4.4.1 D�etermination de la sortieNous allons nous recentrer sur le probl�eme de la r�egression. Cette fois, l'espace de sortie Yest continu. Comme dans les chapitres pr�ec�edents, connaissant l'entr�ee x, on cherche, avectoutes les informations que l'on poss�ede, c'est-�a-dire l'ensemble d'apprentissage f(xi;mi)g,�a estimer la sortie correspondante y.Cette sortie est d�e�nie de fa�con tr�es g�en�erale par la structure de croyance (
oue) bm(:jx) des�equations (4.1), (4.4), (4.6), ou (4.7).Soit Y une variable al�eatoire d�e�nie sur l'espace probabilis�e (Y; S(Y); Pbet(:jx)). Si on est in-t�eress�e par une estimation ponctuelle ŷ de Y , celle-ci peut être obtenue en prenant l'esp�erancede Y (cf. chapitre pr�ec�edent) :by(x) = Ebpbet(:jx)(Y ) = XA2F [bm�(:jx)] bm�(Ajx)jAj ZY uA(u)du:o�u bm�(:jx) est la structure de croyance normalis�ee associ�ee �a bm(:jx), obtenue par la proc�edureSNP 2. Soit y�A le centre de gravit�e de A :y�A , RY yA(y)dyRY A(y)dyAlors by(x) = XA2F (bm�(:jx)) bm�(Ajx)y�A: (4.15)L'utilisation de la probabilit�e pignistique permet de d�e�nir un certain nombre de caract�eris-tiques, comme la m�ediane et un intervalle interfractile autour de cette valeur m�ediane, quel'on peut appeler abusivement un (( intervalle de con�ance )).2:Rappelons que dans le cas de structures de croyance 
oues, l'�etape de normalisation est n�ecessaire, carl'ensemble des �el�ements focaux non normalis�es ne se limite pas �a l'ensemble vide.



114 4 Application de la th�eorie des croyances en r�egression4.4.2 Cas particuliers - lien avec la r�egression classique.On suppose dans cette section que les structures de croyance sont classiques (cas 2, 4 et 5).Plusieurs d�e�nitions de l'esp�erance sont possibles et donnent lieu �a des valeurs ponctuellesdi��erentes. On peut facilement calculer les esp�erances inf�erieure et sup�erieure de Y. D'apr�esles �equations (3.51), on obtient :ŷ�(x) = E�(Y ) = XA2F (bm(:jx)) bm(Ajx) supy2A y; (4.16)ŷ�(x) = E�(Y ) = XA2F (bm(:jx)) bm(Ajx) infy2A y: (4.17)Si on se place dans le cadre des probabilit�es impr�ecises, on peut alors d�e�nir un intervallede valeurs [ŷ�(x); ŷ�(x)]dont la largeur repr�esente l'incertitude sur la sortie 3. La probabilit�e pignistique est unefonction constante par morceau, comme nous l'avons vu dans le chapitre 3.Dans le cas particulier o�u les sorties sont des nombres r�eels (mod�ele SCF3), les �el�ementsfocaux sont les yi et l'ensemble de r�ef�erence et l'expression analytique de bm(:jx) est donn�eepar l'�equation (4.7).La probabilit�e pignistique devient alors :bpbet(yjx) = NXi=1 bm�(fyigjx)�fyig(y) + bm(Yjx)N : (4.18)Il s'agit d'une loi de probabilit�e mixte : la probabilit�e bpbet(:jx) est une somme pond�er�ee delois discr�etes (lois de Dirac) et d'une loi uniforme continue. Elle est donc discontinue auxpoints yi. La premi�ere partie de l'expression de pbet, la somme des lois de Dirac, peut se voircomme une probabilit�e empirique sur Y, pond�er�ee par l'in
uence de xi sur x.En prenant l'esp�erance sur l'ensemble des valeurs de y, on peut d�e�nir une sortie ponctuelle�a partir de cette distribution :ŷ(x) = NXi=1 bm(fyigjx)yi + bm(Yjx)�y; (4.19)o�u �y est la valeur moyenne de y sur Y.La fonction de r�egression obtenue, qui est continue, est donc lin�eaire par rapport aux yi etpeut s'�ecrire : by(x) = NXi=1 wi(kx� xik)yi + b(kx� xik)�y; (4.20)3:Rappelons que dans le mod�ele des croyances transf�erables, cette interpr�etation est abusive, puisque lemod�ele suppose que les croyances mi sont d�e�nies ind�ependamment de toute mesure de probabilit�e.



4.4Application en r�egression 115o�u wi et b sont des fonctions de R+ dans R. L'expression du noyau �equivalent de by en xi(cf. �equation A.7), est la fonction H, telle que : by(x) = 1N PNi=1H(x;xi)yi. On a donc8x;xi 2 X H(x;xi) = Nwi(kx� xik) + b(kx� xik):Les esp�erances inf�erieure et sup�erieure deviennent, d'apr�es les �equations (4.17) et (4.16) :ŷ�(x) = NXi=1 wi(kx� xik)yi + b(kx� xik) supY y; (4.21)ŷ�(x) = NXi=1 wi(kx� xik)yi + b(kx� xik) infY y: (4.22)Si on consid�ere la d�e�nition de l'esp�erance plus g�en�erale d�e�nie par Strat (cf. section 3.54),on obtient :ŷ�(x) = ŷ�(x) + � (ŷ�(x)� ŷ�(x))= PNi=1wi(kx� xik)yi + b(kx� xik)[� infY(y) + (1� �) supY(y)]; (4.23)pour � 2 [0; 1].Si on compare ces quatre quantit�es, elles sont toutes compos�ees de deux parties distinctes.La premi�ere, lin�eaire, d�e�nit l'in
uence des vecteurs d'apprentissage entre eux, traduite parles poids wi(kx � xik), en fonction de la proximit�e de x et xi. C'est la composante localedu mod�ele. Cette quantit�e correspond au r�esultat obtenu par une m�ethode de r�egressionclassique, du type noyau. La deuxi�eme repr�esente la connaissance globale que l'ensembled'apprentissage fournit selon la proximit�e de x �a cet ensemble. Elle traduit l'ignorance dela sortie correspondant �a x. La quantit�e m(Yjx) tend vers 1 si x s'�eloigne ind�e�niment desxi. Son expression varie en fonction de la d�e�nition de l'esp�erance, contrairement �a la partieclassique, et n'est pas forc�ement lin�eaire. Ainsi, les trois derni�eres expressions ne sont pluslin�eaires en yi.Nous allons sp�eci�er les r�esultats dans les deux cas extrêmes o�u bm(Yjx) est �egale �a 1 (igno-rance totale) ou tend vers 0.Dans le cas limite o�u bm(Yjx) tend vers 0, c'est-�a-dire o�u x est l'un des vecteurs d'appren-tissage xi, les quatre expressions de l'esp�erance sont confondues 4.Notre m�ethode devient un r�egresseur �a noyaux classique (cf. �equation A.6) :ŷ(x) = NXi=1 wi(kx� xi)yi avec NXi=1 wi(kx� xik) = 1: (4.24)La loi de probabilit�e bpbet(:jx) devient discr�ete. C'est une somme pond�er�ee de lois de Dirac.On peut ainsi la voir comme la probabilit�e empirique de Parzen.4:Remarquons que la masse a�ect�ee �a Y ne peut pas être rigoureusement nulle, car �i(0) < 1. Cettecondition est n�ecessaire pour que les bmi(:jx) soient combinables, car les �el�ements focaux (yi)Ni=1 sont disjoints!Il faut donc poser bm(Yjx) = " et prendre la limite quand " tend vers 0.



116 4 Application de la th�eorie des croyances en r�egressionDans l'autre cas extrême, o�u bm(Yjx) = 1, c'est au contraire la partie classique qui disparâ�tde l'expression (4.18). La probabilit�e pignistique devient la loi de probabilit�e uniforme surY : bpbet(:jx) = UY :Une valeur ponctuelle peut toujours être d�e�nie mais ne pr�esente aucun int�erêt.On peut cependant noter ici que le choix de Y, si celui-ci n'est pas impos�e, est �a faireavec prudence lorsqu'on est int�eress�e par une sortie ponctuelle dans le cas g�en�eral. En e�et,l'in
uence de l'�el�ement focal trivial Y ne d�epend que de sa valeur moyenne. Cette valeurbiaise les r�esultats si la masse a�ect�ee �a Y est trop importante.4.5 Identi�cation du mod�ele de r�egression4.5.1 Probl�emes d'apprentissageA�n de limiter les probl�emes de biais dont il vient d'être question, on peut recourir �a unem�ethode d'apprentissage permettant, d'une part, de contrôler l'in
uence globale de l'�el�ementfocal Y, et d'autre part, d'ajuster l'in
uence relative des �el�ements de l'ensemble d'appren-tissage.Nous avons vu dans l'exemple de la discrimination que la sortie pouvait se mettre sous laforme bm(:j�;x), o�u � est un vecteur �a choisir selon un certain crit�ere.Par analogie avec le cas de la discrimination, on peut d�e�nir le crit�ere suivant :Jbet1(�) = NXi=1 ZY [bpbet(yjxi;�)� pbeti(y)]2dy; (4.25)qui est l'�equivalent de Jbet (�equation 4.11) pour un espace continu. On peut �egalement utiliserdirectement le crit�ere J 0bet (�equation 4.14). Cependant, ces crit�eres ne semblent pas satisfai-sants, car ils ne g�en�eralisent pas le coût quadratique moyen, dans le cas de la r�egressionclassique o�u les mi sont des r�eels yi:JN = 1N NXi=1 (yi � byi)2:En e�et, dans ce cas, pbeti est la distribution de Dirac �yi , c'est-�a-dire, pbeti(yi) = 1 etJbet1(�) = J 0bet(�) = NXi=1 [bpbet(yijxi;�)� 1]2 6= JN :Nous allons voir comment d�e�nir un crit�ere mieux appropri�e �a l'identi�cation de notre mo-d�ele.



4.5Identi�cation du mod�ele de r�egression 1174.5.2 Crit�eres d'erreur entre structures de croyanceObjectifsNous proposons dans cette section de g�en�eraliser la notion de crit�ere d'erreur aux structuresde croyance. Un tel crit�ere C peut être d�e�ni comme une fonction �a valeurs dans R+ :C :MF(Y)�MF(Y) �! R+:La recherche d'une comparaison entre deux structures m et m0 r�epond �a un objectif del'identi�cation de notre mod�ele o�u m et m0 repr�esentent une structure de croyance et sonestimation obtenues ind�ependamment l'une de l'autre.Nous commen�cons par discuter de trois propri�et�es a priori souhaitables pour ce type defonction :1. C g�en�eralise un crit�ere d'erreur classique entre nombres r�eels,2. C g�en�eralise un crit�ere d'erreur classique entre ensembles 
ous (cf. chapitre 2),3. C est une distance sur MF(Y).Les axiomes 1 et 2 sont primordiaux. Si m et m0 sont des r�eels y et y0, C(m;m0) doit être unedistance classique. Si les structures sont des ensembles 
ous, C(m;m0) doit g�en�eraliser unedistance (( raisonnable )) entre ensembles 
ous, comme la distance de Hausdor� (cf. section1.3.3). Mais, dans le cas g�en�eral, cette fonction doit-elle être une distance ou une dissimilarit�e(axiome 3)? A notre avis, la notion de distance n'est pas adapt�ee aux structures de croyance.En e�et, il n'est pas n�ecessairement judicieux de traiter une structure de croyance quelconquede la même fa�con qu'un nombre r�eel. La connaissance de mi ne caract�erise pas une valeurpr�ecise de y, mais d�e�nit plutôt un ensemble de contraintes sur les valeurs possibles. Sion prend l'exemple extrême de l'ignorance totale, o�u m est la structure triviale mY , il n'ya aucune contrainte. Dans ces conditions, aucune structure m0 de MF(Y) ne contreditl'information apport�ee par m. Il ne peut pas y avoir d'apprentissage, puisque, pr�ecis�ement,on ne poss�ede aucune information. Nous avons d�ej�a fait cette remarque dans le cas de ladiscrimination (cf. section 4.3.3).Crit�eres envisageablesNous distinguons plusieurs types d'approches d�e�nissant C(m;m0) :1. les crit�eres de type probabiliste : entropie ou information mutuelle ;2. les crit�eres bas�es sur la g�en�eralisation d'un crit�ere d'erreur entre r�eels ou entre ensembles
ous ;3. les crit�eres bas�es sur le principe d'extension.Les crit�eres de type probabiliste sont bas�es sur des distances entre diverses quantit�es issuesde m et m0 comme la probabilit�e pignistique, la cr�edibilit�e ou la plausibilit�e. Nous ne lesd�etaillons pas dans cette section car ils ne g�en�eralisent pas les distances classiques (axiomes1 et 2).



118 4 Application de la th�eorie des croyances en r�egressionG�en�eralisation de crit�eres d'erreur classiquesDe nombreuses mesures sont a priori envisageables. Nous proposons la mesure suivante, quisemble être la plus naturelle :C(m;m0) = XF2F (m) XF 02F (m0)m(F )m(F 0) ~d(F;F 0); (4.26)o�u ~d est une distance classique entre ensembles 
ous (cf. chapitre 2), �a valeurs dans R+ :~d : F(Y)�F(Y)! R+Par sa construction, cette mesure g�en�eralise le crit�ere d'erreur ~d entre ensembles 
ous (axiome2). Il faut donc choisir maintenant une distance appropri�ee entre ensembles 
ous.Parmi les di��erentes mesures d�e�nies dans le chapitre 2, les quantit�es ~d2 (�equation (1.32)) et~d02 (�equation (1.33)) semblent les plus judicieuses. Elles g�en�eralisent la distance de Hausdor�.A�n de g�en�eraliser le crit�ere quadratique classique, on peut modi�er l�eg�erement la distancede Hausdor� de fa�con suivante. Soient deux intervalles F = [f1; f2] et F 0 = [f 01; f 02]. Ladistance entre F et F 0 devient alors h2(F;F 0) = maxf(f1� f 01)2; (f2� f 02)2g. Nous utiliseronsdans la suite la mesure suivante :~d(F;F 0) = Z 10 h2(F�; F 0�)d�: (4.27)Nous rappelons que ces distances n�ecessitent la normalisation des ensembles 
ous.Crit�eres bas�es sur le principe d'extensionOn peut d�e�nir un deuxi�eme type de crit�ere C(m;m0), �a valeur dans F(R+), en utilisant leprincipe d'extension, par analogie avec les (( distances )) entre ensembles 
ous.On d�e�nit une distance � :MF(Y)�MF(Y)!MF(R+)(m;m0) 7�! �(m;m0) = ~m�d'�el�ements focaux : F ( ~m�) = fd(F;F 0);8F;F 0 2 F � F 0gavec ~m�(�) =Pd(F;F 0)=�m(F )m0(F 0).On d�e�nit la probabilit�e pignistique pbet� associ�ee �a m�. Le crit�ere d'erreur peut alors êtred�e�ni par : C(m;m0) = RR+ pbet�(�)�d�:4.5.3 Identi�cation du mod�eleChoix a prioriLa phase d'identi�cation n�ecessite d'abord de d�e�nir certains choix dans notre mod�ele. Nousavons vu en particulier que l'op�erateur de combinaison ainsi que le type des fonctions d'acti-vation �i devaient être sp�eci��es. Nous avons choisi un op�erateur conjonctif, et non disjonctif,



4.5Identi�cation du mod�ele de r�egression 119car notre m�ethode n�ecessite la neutralit�e de la structure de croyance triviale (focalis�ee sur Y).En e�et, si la sortie d'un �el�ement xi est totalement inconnue, c'est-�a-dire, mi = Y, il ne doitavoir aucune in
uence sur les autres vecteurs. Quant au choix de la norme triangulaire dansle cas de structures de croyance 
oues, des simulations ont montr�e que di��erentes t-normesdonnent des r�esultats sensiblement �equivalents. Nous prendrons en g�en�eral l'op�erateur clas-sique min. De même, on peut montrer de mani�ere empirique que le type de la fonction �in'a pas une in
uence primordiale.S�election du crit�ere d'erreurL'identi�cation du syst�eme n�ecessite de d�e�nir un crit�ere d'erreur entre bm(:jxi;�) et mi,c'est-�a-dire de d�e�nir une fonction de coût C entre deux structures quelconques m et m0.Parmi les crit�eres d�e�nis dans la section pr�ec�edente, le crit�ere le plus adapt�e �a cet objectifsemble être celui qui g�en�eralise le crit�ere d'erreur classique (cf. �equation (4.26)) en utilisantla distance entre ensembles 
ous ~d d�e�nie par l'�equation (4.27). Cette distance �etant d�e�niepour des ensembles 
ous normalis�es, le crit�ere C doit se calculer sur les structures de croyancenormalis�ees. Si nous r�ecapitulons les r�esultats de la section pr�ec�edente, le crit�ere de s�electionde la structure bmi(:jx) est donc :C(mi; bmi(:jxi;�)) = XF2F (m�i ) XF 02F (m�i (:jx))m�i (F )bm�i (F 0jx) ~d(F;F 0);avec ~d(F;F 0) = Z 10 h2(F�; F 0�)d�;et h2(F�; F 0�) = maxf(F�� � F�� )2; (F+� � F+� )2g; (4.28)o�u F+� = supy2Y F�(y) et F�� = infy2Y F�(y). Le fait de calculer ce crit�ere sur les structuresnormalis�ees n'est pas a priori tr�es contraignant. N�eanmoins, cette proc�edure entrâ�ne n�eces-sairement une perte d'information que nous allons analyser bri�evement. Supposons que bmiet mi ne poss�edent chacun qu'un seul �el�ement focal, respectivement F et ~yi. Le crit�ere seram�ene donc �a la distance ~d(F; ~yi) entre les ensembles 
ous F et ~yi. Supposons le cas de �guresuivant, o�u F = ~yi=h(F ). Alors, ~yi repr�esente la normalisation F � de F et par cons�equent,C(F; ~yi) = 0, quelle que soit la hauteur de F . Or h(F ) repr�esente la con�ance globale quel'on a dans la sortie F . En conclusion, l'information que l'on perd en normalisant est doncsimplement une indication de la �abilit�e de la structure bmi, ce qui n'est pas contraignant,car nous consid�erons que la normalisation par la m�ethode SNP d�e�nit une approximationcoh�erente de bmi.D�etermination de la fonction de coût globaleUn crit�ere d'erreur entre deux structures ayant �et�e d�e�ni, nous pouvons directement appli-quer les m�ethodes classiques de validation et de s�election de mod�ele et, en particulier, lestechniques de r�e�echantillonnage (cf. chapitre 1), comme la validation crois�ee, le jackknife etle bootstrap et leurs variantes [48]. Dans la suite, nous utilisons la m�ethode du leave-one-out.Dans le cas du leave-one-out, la sortie de chaque vecteur xi de l'ensemble d'apprentissage estestim�ee �a l'aide des N � 1 autres vecteurs (xj ;mj); j 6= i. Soit � l'ensemble des param�etrespossibles � �a s�electionner.



120 4 Application de la th�eorie des croyances en r�egressionPour chaque � 2 �, on obtient une estimation de la sortie correspondant �a xi, que l'onnotera alors : bm�i(:jxi;�):Le crit�ere de validation est d�e�ni de fa�con classique par la formule suivante :CV (�) = 1N NXi=1 C(mi; bmi(:jxi;�)): (4.29)Le vecteur de param�etres choisi b� est celui qui minimise ce crit�ere :b� = arg min� CV (�): (4.30)Si on veut tenir compte de la qualit�e de l'information apport�ee par (xi;mi), on peut pond�ererle crit�ere d'erreur par un coe�cient �i 2 [0; 1], d�e�ni comme un facteur de con�ance. Enparticulier, �i devrait être nul en cas d'ignorance totale sur la valeur de yi, c'est-�a-dire, simi = Y. Par contre, si la valeur de yi est connue avec pr�ecision, �i devrait être proche de 1.L'emploi d'une mesure de nonsp�eci�cit�e N(m) semble être une bonne solution.Le coe�cient �i peut alors être d�e�ni ainsi :�i = 1 � N(m�i )log2(Y )o�u m�i est la normalisation de la structure mi.Alors, CV (�) = 1N NXi=1 �iC(mi; bmi(�)):Estimation des param�etresDans le mod�ele SCF1, les param�etres pij sont suppos�es connus, d�etermin�es par un expert.Dans les mod�eles SCF1, SCF2 et SCF3, le vecteur de param�etres � est donc simplementconstitu�e des param�etres des fonctions d'activation.Par exemple, si �i(kx�xik) = exp[�(x�xi)T��1i (x�xi)], o�u �i est une matrice diagonaled'�el�ements diagonaux (�ij)rj=1,� = [�ij]; i = 1 : : : N; j = 1 : : : rComme il n'y a aucune raison de privil�egier certaines entr�ees par rapport �a d'autres, les xi�etant tous r�eels et bien d�e�nis, on consid�ere que, pour tout i, les �ij sont �egaux. Il restedonc r param�etres �a identi�er. La proc�edure de validation crois�ee �etant relativement longue,si les donn�ees le permettent, on pourra prendre �egalement les mêmes param�etres �ij danstoutes les dimensions, a�n de limiter les calculs. Dans ce cas, il ne reste �nalement qu'unseul param�etre � �a estimer.



4.6Liens avec les syst�emes 
ous 1214.6 Liens avec les syst�emes 
ousDans la section 1, nous avons not�e qu'il y avait quelques similitudes entre notre m�ethode d'in-f�erence et celle d�e�nie par les syst�emes 
ous. Dans cette section, nous proposons d'analyserles di��erences et les points communs entre certains types de syst�emes 
ous et notre mod�ele.En particulier, nous �etudions un mod�ele proche du nôtre qui a �et�e propos�e r�ecemment parYager [172, 173].4.6.1 Le mod�ele de YagerD�e�nition du mod�eleSoit le syst�eme 
ou classique de type Mamdani d�e�ni par l'ensemble des r�egles suivantes(ri)Ni=1 (cf. chapitre 1) :rij : SI x est Bi ALORS y est ~yij (pij); (4.31)o�u les Bi et les ~yij sont des ensembles 
ous respectifs de X et Y, et pij est le facteur decon�ance de la r�egle rij . La partie cons�equente de chaque r�egle est une proposition de la forme(( y est ~yij )) (cf. �equations (1.13) et (4.31)). Pour chaque partie ant�ec�edente (( x est Bi )),la proposition (( y est ~yij )) peut se voir comme l'une des solutions possibles de la sortie, �alaquelle on accorde un certain cr�edit, repr�esent�e par le facteur pij . On peut distinguer ainsideux types d'incertitudes relatives �a la sortie y : l'impr�ecision, due �a l'ensemble 
ou ~yij etle con
it, repr�esent�e par le choix entre les di��erents ensembles ~yij. Si on normalise les pij,c'est-�a-dire, si on impose la condition : PJj=1 pij = 1 dans la r�egle rij, on peut rassemblerles r r�egles rij; j = 1 : : : J �a l'aide de la th�eorie des croyances. Si on d�e�nit la structuremi, d'�el�ements focaux ~yij tels que mi(~yij) = pij, l'ensemble des propositions (( y est ~yij )),j = 1; : : : ; J peut se synth�etiser par l'�ecriture suivante :y est mi:Nous avons donc une �equivalence entre ces deux groupes de propositions [172] :y est mi ,8<: y est ~yi1 (pi1): : : : : :y est ~yiJ (piJ )On peut alors d�e�nir un nouveau syst�eme �a base de r�egles r0i, �equivalent au syst�eme (4.31) :r0i : SI x est Bi ALORS y est mi: (4.32)M�ethode d'inf�erenceNous allons maintenant montrer comment la m�ethode d'inf�erence de Mamdani d�e�nie dansle chapitre 1 se g�en�eralise �a ce type de syst�eme. Nous rappelons que la m�ethode de Mamdanipeut se d�ecomposer en trois �etapes :{ calcul du degr�e de d�eclenchement des r�egles �i,



122 4 Application de la th�eorie des croyances en r�egression{ calcul de la sortie Fij correspondant �a chacune des r�egles rij,{ agr�egation des r�egles.Nous allons reprendre ces trois �etapes successivement.La partie ant�ec�edente des r�egles est la même pour les deux syst�emes (4.31) et (4.32). Ledegr�e de d�eclenchement �i de r0i est donc le même que celui de rij et est d�e�ni par :�i = Bi(x):Dans la deuxi�eme �etape, on d�etermine la sortie de chaque r�egle [172]. Celle-ci se d�e�nitcomme une structure de croyance 
oue emi d�e�nie sur Y, d'�el�ements focaux 
ous F (emi) =fFij; j = 1; : : : J; i = 1; : : : Ng d�e�nis par :Fij = �i ^ ~yij avec emi(Fij) = m(~yij) = pij : (4.33)La sortie �nale du syst�eme est obtenue par agr�egation des structures emi selon un op�erateur�a d�e�nir. Par analogie avec la r�egle d'inf�erence de Mamdani, ces structures sont agr�eg�ees �al'aide de la r�egle de combinaison disjonctive [ g�en�eralis�ee aux ensembles 
ous [45], qui estd�e�nie par l'�equation (3.15). On obtient ainsi la structure �nale induite par l'ensemble dusyst�eme, not�ee em 2 MF(Y), qui s'�ecrit :em =[ emi: (4.34)et dont les �el�ements focaux E 2 F (em) sont de la formeE = N[i=1Fij(i); o�u Fij(i) 2 F (emi); (4.35)avec : em(E) = NYi=1 emi(Fij(i)):Pour un vecteur x 2 X donn�e, la sortie du syst�eme est donc d�e�nie par une structure decroyance 
oue sur Y, que l'on notera em(:jx).De fa�con habituelle, �a partir de em(:jx), on peut d�e�nir di��erentes caract�eristiques, comme lacr�edibilit�e fbel(:jx), la distribution pignistique epbet(:jx). On peut en d�eduire une expressionde la sortie ponctuelle comme la moyenne pond�er�ee des centres de gravit�e y�E des �el�ementsfocaux de em (cf. �equation (4.15)) :ey(x) = XE2F (em�(:jx)) em�(Ejx)y�E;o�u em�(:jx) est la version normalis�ee de em(:jx). Rappelons que ce calcul est obtenu en cal-culant l'esp�erance de y selon la probabilit�e pignistique de em�(:jx).Les structures mi sont normalis�ees, mais ce n'est pas le cas des emi(:jx) ni par cons�equent deleur combinaison em(:jx), quoique l'on utilise un op�erateur disjonctif.



4.7Conclusion 1234.6.2 Analogie avec notre mod�eleNotre m�ethode peut se voir comme une modi�cation du syst�eme 
ou pr�ec�edent [115]. SoitBi, un ensemble 
ou repr�esentatif du vecteur xi (cf. chapitres 1 et 2). Par exemple, Bi estun nombre 
ou gaussien multidimensionnel centr�e sur xi. On suppose que Bi peut se mettresous la forme suivante : Bi(x) = �i(kx� xik);o�u �i est une fonction d'activation, selon la d�e�nition de la section 1. C'est le cas de laplupart des fonctions d'appartenance, puisque Bi(x) 2 [0; 1]: Le facteur d'a�aiblissement estdonc de 1�Bi(x) = 1 � �i(x).Dans notre m�ethode, nous transformons la structure mi par a�aiblissement de facteur 1 ��i(x). Les structures bmi(:jx) d�e�nies en section 1 peuvent donc s'exprimer en fonction de�i(x) : bmi(:jx) = m1��i(x)i :Notre m�ethode d'inf�erence permet de faire intervenir un facteur d'ignorance dans la partiecons�equente : l'ensemble de r�ef�erence Y devient un nouvel �el�ement focal.En�n, l'agr�egation des structures est r�ealis�ee �a l'aide d'un op�erateur conjonctif, et non dis-jonctif, comme dans l'approche de Yager, a�n de contrôler la masse allou�ee �a l'espace Y. Lastructure �nale est donc : bm(:jx) = N\i=1 bmi(:jx):Dans l'approche de Yager, si la norme triangulaire utilis�ee est le produit, les �el�ements focauxinitiaux ~yij sont transform�es �a l'aide d'un facteur multiplicatif et deviennent sous-normalis�es,de hauteur �i(x). Mais leur masse est inchang�ee. Si nous re-normalisons ces �el�ements focaux�a l'aide de la proc�edure SNP, nous retrouvons �evidemment les ~yij, mais leur poids devient�i(x)pij . La masse restante est a�ect�ee au domaine entier. Cette proc�edure correspond �anotre approche.Les avantages de notre approche par rapport �a celle de Yager sont les suivants : d'abord, notremod�ele est capable d'int�egrer une mesure globale de con�ance sur la sortie. De plus, le nombremaximal d'�el�ements focaux, même s'il est encore important, est malgr�e tout beaucoup plusfaible. En e�et, dans la m�ethode de Yager, le nombre d'�el�ements focaux de bm(:jx) peutatteindre JN , contre 2N dans notre m�ethode. En�n, la structure de F (bm(:jx)) est stable parintersection et ne d�epend pas du vecteur d'entr�ee : ce sont les masses qui sont distribu�eesdi��eremment selon x.4.7 ConclusionDans ce chapitre, nous avons propos�e une nouvelle m�ethode de r�egression bas�ee sur la th�eoriedes croyances 
oues. Cette approche permet de prendre en compte di��erents types de don-n�ees, comme les intervalles, les nombres 
ous ou plus g�en�eralement des structures de croyance
oues. Ainsi, elle peut être consid�er�ee comme une g�en�eralisation de l'estimation fonctionnelle�a des donn�ees incertaines. Deux types d'information sont propos�es : une repr�esentation del'incertitude (impr�ecision, ind�etermination, ignorance) et une estimation ponctuelle.



124 4 Application de la th�eorie des croyances en r�egressionCependant, nous avons not�e que, lorsque la taille N du mod�ele augmente, le nombre d'�el�e-ments focaux augmente de fa�con exponentielle et la combinaison des structures devient im-possible. Dans le dernier chapitre, nous proposerons plusieurs m�ethodes de simpli�cation destructures de croyance, a�n de pallier l'augmentation ind�esirable du nombre d'�el�ements fo-caux pendant la phase de combinaison. Nous illustrerons notre m�ethode �a travers di��erentessimulations.



125Chapitre 5Mise en oeuvre5.1 IntroductionDans le chapitre pr�ec�edent, nous avons pr�esent�e une m�ethode de r�egression bas�ee sur lath�eorie des croyances. Dans cette m�ethode, l'information fournie par chaque �el�ement del'ensemble d'apprentissage, de nature incertaine et impr�ecise, est repr�esent�ee, non n�ecessai-rement par un nombre r�eel, mais par une structure de croyance 
oue dans le cas le plusg�en�eral. A�n d'obtenir une information globale, ces informations individuelles doivent êtrefusionn�ees. Ces op�erations, si la taille de l'ensemble d'apprentissage est grande, n�ecessitentun temps de calcul qui p�enalise la m�ethode et la rend inop�erante. Ce chapitre est en partieconsacr�e �a la r�esolution de ce probl�eme.Plusieurs techniques de simpli�cation de notre m�ethode sont propos�ees. Deux groupes dem�ethodes peuvent être retenues :{ les m�ethodes r�eduisant le nombre de structures �a combiner ;{ les m�ethodes r�eduisant le nombre d'�el�ements focaux des structures �a combiner.Le premier groupe de m�ethodes consiste essentiellement �a r�esumer l'information d�elivr�ee parl'ensemble d'apprentissage, �a l'aide de m�ethodes de classi�cation notamment, o�u �a n'utiliserqu'un voisinage de points signi�catifs, c'est-�a-dire, par exemple, les k plus proches voisinsdans l'ensemble d'apprentissage. Les m�ethodes de simpli�cation des structures de croyancesont tr�es sp�eci�ques �a notre m�ethode. Il s'agit d'�eliminer les �el�ements focaux de peu de poidsou de regrouper les �el�ements focaux similaires. Les m�ethodes de classi�cation (hi�erarchiqueet partitionnement) peuvent ainsi être g�en�eralis�ees aux structures de croyances 
oues : l'ap-proximation de structures en est une application.Nous proposons d'appliquer la m�ethode �a di��erents probl�emes de r�egression. Nous �etudionsdeux simulations mettant en valeur di��erents types d'incertitudes. Nous pr�esentons �egale-ment deux applications r�eelles faisant intervenir des donn�ees d�e�nies de fa�con impr�ecise.



126 5 Mise en oeuvre5.2 Utilisation de prototypes5.2.1 MotivationNous avons vu dans le chapitre pr�ec�edent que notre m�ethode �etait di�cilement applicablequand la taille de l'ensemble �etait trop importante. En e�et, l'essentiel des calculs est e�ectu�eentre les �el�ements focaux, pendant la combinaison des structures. Il faut donc �eviter que lenombre d'�el�ements focaux augmente trop rapidement. Si J(i) repr�esente le cardinal de F (mi),on peut avoir dans le cas le plus d�efavorable jusqu'�aNYi=1(J(i) + 1)�el�ements focaux dans le mod�ele g�en�eral SCF1 (�equation 4.1). Même dans le cas plus simple dumod�ele SCF2 (�equation (4.6)) o�u il n'y a qu'un seul �el�ement focal 
ou, le nombre d'�el�ementsfocaux est encore de 2N . Si l'on consid�ere uniquement les k plus proches voisins de x, cenombre peut se r�eduire sensiblement (2k). Cette m�ethode permet d'extraire l'informationlocale au voisinage de x. Une autre fa�con de diminuer le nombre d'�el�ements focaux consiste �ar�eduire globalement la taille de l'�echantillon par classi�cation de l'ensemble d'apprentissage etla construction de prototypes. Il est �evidemment avantageux de combiner ces deux techniqueslocale et globale. Nous supposerons dans cette section que les yi sont r�eels. Si l'ensembled'apprentissage est de (( grande )) taille, l'information qu'il contient peut être r�esum�ee parun ensemble de prototypes.5.2.2 Partitionnement de l'ensemble d'apprentissageComme nous l'avons d�ecrit en section 1.3.2, le partitionnement peut se faire de plusieursfa�cons di��erentes. Nous �etudions successivement le cas d'un partitionnement ind�ependantde X et de Y, et d'un partitionnement sur X � Y. L'objectif n'est pas le même dans cesdeux approches. Le premier cas permettra de mieux d�eterminer les probl�emes o�u la variabley est multivalu�ee, pour un vecteur x donn�e. On privil�egiera la deuxi�eme approche dans lescas o�u y est seulement impr�ecise.Partitionnement s�epar�e des espaces d'entr�ee et de sortieSoit C = fCk; k 2 f1; : : : ;Kgg et E = fEj 2 Y; j 2 f1; : : : ; Jgg;deux ensembles de K et J classes partitionnant respectivement les espaces X et Y, obtenusind�ependamment par classi�cation de l'ensemble d'apprentissage �a l'aide d'une m�ethodequelconque (cf. annexe D). Les classes (Ck)Kk=1 sont caract�eris�ees par les centres ou prototypesck et les matrices de dispersion �xk. Nous noterons �xkj; j = 1 : : : r les �el�ements diagonaux de�xk, et �xk le vecteur (�xkj)rj=1. De même, les classes (Ej)Jj=1 sont caract�eris�ees par les centresej et les �ecarts-type �yj .



5.2Utilisation de prototypes 127D�e�nition des fonctions d'activation �kSoit x un vecteur de X dont on cherche �a estimer la sortie correspondante. Au lieu d'utiliserdirectement les vecteurs xi comme dans le chapitre pr�ec�edent, on s'appuie maintenant uni-quement sur l'information plus globale fournie par les classes Ck. Plus x est proche de Ck,ou du centre ck, plus cette classe aura une in
uence sur la sortie y. A chaque centre ck, onassocie une fonction d'activation �k, d�e�nie par exemple par :�k(kx� ckk) = Gauss(x; ck; qx�xk); (5.1)a�n de tenir compte de la dispersion de la classe Ck. Le param�etre qx est un param�etre delissage r�eel positif qui sera utilis�e ult�erieurement pour l'identi�cation des param�etres. Nousrappelons que la notation Gauss, utilis�ee dans le chapitre 2, d�e�nit la fonction d'apparte-nance d'un ensemble 
ou gaussien multidimensionnel. D'apr�es le chapitre pr�ec�edent (section4.6), par analogie avec les syst�emes 
ous, �k peut e�ectivement être vue comme la fonctiond'appartenance d'un ensemble 
ou. D'autres types de fonctions �k tenant compte de mani�ere�equivalente de l'impr�ecision relative au degr�e d'appartenance �a la classe consid�er�ee peuventêtre bien entendu envisag�es.Construction des masses de croyance initiales mkDe même, l'appartenance de y �a la classe Ej peut être repr�esent�ee par le nombre 
ou gaussien~ej d�e�ni par : ~ej(u) = Gauss(u; ej; qy�yj ) 8u 2 Y � R;faisant intervenir l'�ecart-type estim�e �yj de Ej . L�a encore, qy est un param�etre de lissage �aidenti�er.On suppose que x et y sont des r�ealisations de variables al�eatoires sous-jacentes d�e�nies surles espaces probabilisables X et Y. On note pkj la probabilit�e conditionnelle que y appartienne�a Ej sachant que x appartient �a Ck :pkj = PYjX (Ej jCk);et P la matrice des (pkj)k=1;::: ;K;j=1;::: ;J . On peut associer �a chaque classe Ck, une structurede croyance mk d'�el�ements focaux F (mk) = f~ej; j = 1; : : : ; Jg tels quemk(~ej) = pkj :Les classes Ej formant une partition de Y, on a donc PJj=1 pkj = 1. Puisque les ~ej sontnormalis�es, mk est donc une structure normalis�ee.Inf�erenceUne fois d�e�nis les mk, on proc�ede comme dans le chapitre 4 (�equation 4.1). Compte tenude ce qui pr�ec�ede, pour le vecteur x, chaque classe Ck fournit une information concernant lasortie inconnue y, repr�esent�ee par la structure de croyance 
ouebmk(:jx) = m�kk ;



128 5 Mise en oeuvreo�u �k = 1� �k(kx� ckk). Plus pr�ecis�ement, la structure bmk(:jx) est d�e�nie par :8<: bmk(~ejjx) = pkj�k[kx� ckk] 8j 2 f1; : : : ; Jgbmk(Yjx) = 1 � �k(kx� ckk)bmk(Ajx) = 0 8A 2 F(Y) n f~e1; : : : ~eJ ;Yg: (5.2)Si on veut limiter le nombre de param�etres, il est �egalement possible de simpli�er ce mod�eleen prenant des valeurs identiques a priori pour �xk et �yj pour toutes les classes.Ici, jF (bm(:jx))j � JK. Le nombre d'�el�ements focaux peut donc encore être assez important.On aura tout int�erêt �a n'utiliser que les s plus proches prototypes ou les s plus prochesclasses de x. L'avantage essentiel de cette m�ethode est qu'elle fournit une information tr�esriche, mais son principal inconv�enient est �nalement l�a encore son coût de calcul, même si,en r�egle pratique, de nombreux coe�cients pkj seront nuls. De plus, la di��erence avec lemod�ele SCF1 est que les pkj ne font pas partie des donn�ees mais que ces quantit�es doiventêtre estim�ees par les probabilit�es empiriques correspondantes (cf. paragraphe 5.2.3). Par lasuite, on notera ce mod�ele Proto1.Partitionnement simultan�e de l'espace d'entr�ee et de sortieCette version, voisine de la pr�ec�edente, di��ere par la m�ethode d'obtention des classes et parson faible coût en temps de calcul. Au lieu de d�eterminer les classes Ck et Ej s�epar�ement,il est �egalement possible de faire une classi�cation directement sur l'espace X � Y ou, si lacon�guration des donn�ees le permet, �a partir de ck, d'en d�eduire les centres ek en utilisant unefonction de r�egression h simple. C'est cette solution que nous proposons ici. A�n d'all�eger lescalculs, on peut par exemple utiliser le r�egresseur de Nadaraya-Watson (cf. �equation (A.6)),param�etr�e par un unique scalaire �. On a alorsek = h(ck; �): (5.3)Dans ce cas, K = J et la matrice de probabilit�e condititionnelle P est simplement la matriceIdentit�e d'ordre K: pkj = �kj pour tout k; j. Chaque mk ne poss�ede donc qu'un seul �el�ementfocal, comme dans le mod�ele SCF2, ce qui r�eduit consid�erablement les calculs.Le nombre d'�el�ements focaux est donc g�en�eralement beaucoup plus faible que dans le mod�elecomplet SCF1 : jF (bm(:jx))j � 2K.Dans la suite, on notera ce mod�ele Proto2. De plus, comme nous avons une bonne repr�e-sentation globale des donn�ees, il est possible de n'utiliser que les s plus proches prototypes.Par exemple, avec s = 3, on obtient au maximum 8 �el�ements focaux, ce qui est tout-�a-faitraisonnable !Le tableau 5.1 r�ecapitule le nombre maximal d'�el�ements focaux pour les 5 variantes propo-s�ees. L'avantage semble être en faveur de SCF3. Mais ce mod�ele ne permet pas une bonnerepr�esentation de l'incertitude et de l'impr�ecision sur la sortie, contrairement au mod�eleProto1, par exemple.En�n, on peut faire une remarque sur l'utilisation de donn�ees 
oues. Si les donn�ees del'ensemble d'apprentissage sont 
oues, il est encore possible de r�ealiser une classi�cationautomatique. Nous proposons, dans le cadre de la simpli�cation de structure (cf. section 5.3)une m�ethode de regroupement d'ensembles 
ous.



5.2Utilisation de prototypes 129SCF1 SCF2 SCF3 Proto1 Proto2QNi=1(J(i) + 1) 2N N + 1 JK 2KTab. 5.1 { Nombre maximal d'�el�ements focaux selon la version de notre m�ethode : N : taillede l'ensemble d'apprentissage, K et J : nombre de prototypes ou de classes sur les espacesrespectifs X et Y.5.2.3 Identi�cation des mod�eles Proto1 et Proto2Param�etres du mod�eleDans les mod�eles Proto1 et Proto2, l'ensemble des param�etres �a estimer est plus complexeque dans les mod�eles d�ecrits dans le chapitre pr�ec�edent. La phase de classi�cation imposede choisir les centres ck et leur nombre, les param�etres de dispersion des classes �k, ainsique les (( m�eta-param�etres )) qx et qy. Une fois l'ensemble des classes choisi, dans la m�ethodeProto1, il faut ensuite estimer la matrice des probabilit�es conditionnelles. On peut d�ecouperl'apprentissage du mod�ele en deux temps :{ l'identi�cation de la structure : choix de K et, le cas �ech�eant, de J ou de � ;{ l'estimation des param�etres qx, qy, ck; ej;�xk; �yj ; pkj ; k = 1; : : :K; j = 1 : : : J .Identi�cation de la structureDans cette approche se pose le probl�eme de la d�etermination du nombre optimal de proto-types. Cet aspect d�epasse le cadre sp�eci�que de notre mod�ele et rel�eve du probl�eme g�en�eralde l'identi�cation de syst�emes, dont il a d�ej�a �et�e question aux chapitres 1 et 2. On peututiliser ici �a nouveau des techniques de r�e�echantillonnage en introduisant par exemple unterme de p�enalisation. Nous pr�ef�erons utiliser d'autres techniques plus rapides, utilis�ees dansle contexte de l'identi�cation de syst�emes 
ous [65], puisque ceux-ci o�rent des similitudesavec notre mod�ele. Ces m�ethodes, bas�ees sur des crit�eres de classi�cation optimale, ont d�ej�a�et�e d�evelopp�ees en section 1.3.2.Dans le mod�ele Proto1, nous d�eterminons ainsi s�epar�ement les nombres optimaux K� et J�de prototypes ck et ej.Dans la m�ethode Proto2, les prototypes ej sont calcul�es comme �evaluation d'une fonctionde r�egression d�ependant d'un param�etre de lissage � : ej = h(ck; �). La valeur optimale de �peut être obtenue en minimisant le crit�ere classique de validation crois�ee entre nombre r�eels(cf. section 1.3.2).Estimation des param�etres du mod�eleLa phase d'identi�cation pr�ec�edente d�etermine en même temps les centres ck, ej et les �ecarts-types �xk , �yj . Il reste donc �a estimer les param�etres suivant :{ les m�eta-param�etres qx et qy ;{ les poids pij (dans la m�ethode Proto2).



130 5 Mise en oeuvreEstimation des m�eta-param�etresCes param�etres des fonctions d'activation �k jouent le rôle de param�etres de lissage dansnotre m�ethode. Pour estimer ces param�etres, nous utilisons la g�en�eralisation du crit�ere devalidation crois�ee aux structures de croyance d�e�ni en section 4.5.3. Le param�etre vectoriel� = (qx; qy) (( id�eal )) minimise donc le coût d�e�ni par l'�equation (4.29) :CV (�) = 1K KXk=1 �kC(mi; bmi(�));o�u le coût C est d�e�ni par l'�equation (4.28).Estimation des probabilit�es conditionnelles (Proto2)La matrice de probabilit�es conditionnelles d'appartenance aux di��erentes classes P = (pkj)n'est pas connue. Nous proposons deux approches di��erentes pour d�eterminer de (( bonnes ))estimations p̂kj de pkj , dans un sens �a d�e�nir : une approche fr�equentiste classique et uneapproche (( fr�equentiste 
oue )), bas�ee sur les probabilit�es d'ensembles 
ous.Approche fr�equentiste. Cette approche est tout simplement bas�ee sur l'estimation d'uneprobabilit�e th�eorique p par la probabilit�e empirique bp correspondante. Soit Nkj le nombrede couples (xk; yj) de l'ensemble d'apprentissage appartenant �a Ck � Ej . La probabilit�eempirique bpkj est d�e�nie par :bpkj =[PY jX(EjjCk) = bPXY (Ej \ Ck)bPX(Ck) = NkjPj NkjLa loi forte des grands nombres justi�e th�eoriquement l'estimation propos�ee :bpkj n!+1�! pkjpresque sûrement.Approche par les probabilit�e 
oues. Une autre m�ethode est envisageable, bas�ee sur lesprobabilit�es 
oues, tenant compte des fronti�eres 
oues des classes. Cette m�ethode consiste�a estimer les probabilit�es d'appartenance aux classes 
oues selon la d�e�nition de Zadeh (cf.(�equation 3.57)). La probabilit�e d'appartenir �a l'ensemble 
ou ~ck � ~ej est d�e�nie parPXY (~ck \ ~ej) = ZX�Y (~ck \ ~ej)(x; y)dPXY (x; y) = ZX�Y [~ck(x) ^ ~ej(y)]dPXY (x; y)o�u ^ est une t-norme (le produit). L�a encore, nous pourrions appliquer la loi des grandsnombres et calculer la probabilit�e empirique associ�eedPXY (~ck \ ~ej) = 1N NXi=1 ~ck(xi) ^ ~ej(yi):



5.3Proc�edures de simpli�cation 131Mais cette d�e�nition conduit �a une propri�et�e ind�esirable :Xk;j bPXY (~ck \ ~ej) 6= 1:Dans ce cas, Yager [172] propose de modi�er cette formule en utilisant les degr�es d'apparte-nance normalis�es �ikj �a ~ck � ~ej pour chaque (xi; yi), d�e�nis par :�ikj = ~ck(xi) ^ ~ej(yi)Pk;j ~ck(xi) ^ ~ej(yi)Il s'agit d'une extension de l'approche fr�equentiste aux ensembles 
ous. Par analogie avecla m�ethode pr�ec�edente, on peut alors d�eterminer les estimations des probabilit�es de fa�consuivante :{ dPXY (~ej \ ~ck) = 1N PNk=1 �ikj ,{ cPX(~ck) = 1NPjPi �ikj ,{ bpkj =[PYjX (~ejj~ck) = PNi=1 �ikjPjPi �ikjLa preuve de la convergence des probabilit�es empiriques, calcul�ees selon cette m�ethode,vers les probabilit�es th�eoriques n'a pas �et�e faite. En e�et, la loi des grands nombres nes'applique pas imm�ediatement. N�eanmoins, l'int�erêt de cette approche est de tenir comptede l'impr�ecision des fronti�eres entre les classes.5.3 Proc�edures de simpli�cation5.3.1 Principe g�en�eralMotivationsL'inconv�enient majeur des m�ethodes bas�ees sur la th�eorie des croyances est qu'elles sontg�en�eralement coûteuses en temps de calcul pendant la phase de combinaison des structures,�a cause de la multiplication des �el�ements focaux. Par exemple, dans le mod�ele Proto2 �a Kprototypes, nous avons vu qu'on pouvait obtenir jusqu'�a 2K �el�ements focaux. De plus, outrela lenteur des calculs, le r�esultat de la structure �nale bm(:jx) pose �egalement un probl�emede lisibilit�e. En e�et, la plupart des �el�ements focaux de bm(:jx) sont di�ciles �a interpr�eter etcertains sont quasi indiscernables.Pour ces deux raisons, la rapidit�e des calculs et l'interpr�etabilit�e de la structure, il convientdonc de contrôler sa complexit�e au cours de la phase de combinaison. Dans cet esprit, nousproposons une proc�edure de simpli�cation d'une structure de croyance quelconque (classiqueou 
oue).



132 5 Mise en oeuvreR�eduction du nombre d'�el�ements focauxLe principe g�en�eral est de transformer une structure de croyance m, 
oue ou non, en uneautre structure m0, telles que jF (m0)j < jF (m)j:Ce principe est tr�es di��erent des deux autres types d'approximations que nous avons vusjusqu'�a pr�esent, les prototypes et les plus proches voisins, qui consistent �a r�eduire le nombrede structures �a combiner. Ici, nous cherchons �a r�eduire le nombre d'�el�ements focaux pendantla combinaison des structures. A chaque fois que nous combinons deux structures m1 et m2ayant respectivement p et q �el�ements focaux, la structure r�esultante m12 = m1 \m2 poss�edepq �el�ements focaux. Avant de combinerm12 avec une troisi�eme structure m3, nous proposonsde r�eduire d'abord le nombre d'�el�ements focaux de m12 en cr�eant une structure approch�eem012 = App(m12) dont les caract�eristiques sont suppos�ees voisines de m12. L'�etape suivanteconsiste �a combiner m012 et m3 en une nouvelle structure m123.Le sch�ema d'obtention de la structure approch�ee �nale est donc un algorithme it�eratif endeux �etapes altern�ees :Pour i=1 �a N{ fusion : m1:::i+1 = mi \m01:::i{ approximation (si n�ecessaire): m01:::i+1 = App(m1:::i+1)FinSi nous appliquons ce principe �a notre mod�ele, nous obtenons donc la structure approch�eebm0(:jx) de bm(:jx) :bm0(:jx) = App (: : : (App (bm1(:jx) \ bm2(:jx)) \ bm3(:jx)) : : : \ bmN(:jx))Nous pouvons remarquer que l'ordre de la combinaison a maintenant son importance. L'op�e-ration de combinaison n'est plus associative.Nous allons maintenant nous concentrer sur les m�ethodes d'approximation, en d�ecrivantd'abord les principales m�ethodes existantes, d�e�nies dans le cadre de structures �a �el�ementsfocaux classiques et sur un r�ef�erentiel discret. Puis, nous d�evelopperons de nouvelles m�e-thodes, plus adapt�ees �a la gestion d'�el�ements focaux 
ous et �a l'existence d'un domainecontinu.5.3.2 M�ethodes existantesSoit une structure m d'�el�ements focaux fF1; : : : ; Fpg. Le probl�eme est donc de chercher unestructure m0 = App(m), similaire �a m, dans un sens �a d�e�nir, et telle que jF (m0)j < jF (m)j.Plusieurs m�ethodes ont �et�e propos�ees dans le cas des structures de croyances classiques, surun r�ef�erentiel Y discret [9, 153, 46, 161].



5.3Proc�edures de simpli�cation 133Approximation probabiliste [161]La structure m0 est bay�esienne, les �el�ements focaux de m0 sont des singletons. Voorbraak apropos�e la transformation suivante :( m0(fyg) = PB2F (m) m(B)�B(y)PB2F (m) m(B)jBj 8y 2 Ym0(A) = 0 if jAj > 1 (5.4)Nous consid�erons qu'il serait plus judicieux d'utiliser tout simplement la probabilit�e pignis-tique de m. En e�et, dans la m�ethode de Voorbraak, les �el�ements focaux peu sp�eci�ques sontsur-repr�esent�es.Que l'on utilise l'une ou l'autre de ces transformations, la m�ethode bay�esienne n'est pasrepr�esentative de la r�ealit�e dans les cas de grande nonsp�eci�cit�e des �el�ements focaux. Deplus, elle n�ecessite des modi�cations si on veut l'appliquer dans le cas continu, car on ob-tiendrait dans ce cas une in�nit�e d'�el�ements focaux. Une solution simple consiste cependant�a discr�etiser l'ensemble de r�ef�erence Y.Approximation consonante [46]Ce groupe de m�ethodes est d�e�ni en d�etail dans un article de Dubois et Prade [46]. Ellesconsistent �a d�eterminer la structure consonante m0, c'est-�a-dire dont les �el�ements focauxsont embô�t�es, la plus proche de m selon un certain crit�ere. L'un de ces crit�eres fait appel �ala notion d'inclusion (dite forte) entre structures de croyance. Cependant, certains auteurs[153] ont montr�e que cette m�ethode est peu adapt�ee �a la r�egle de combinaison des structures.L'ordre de pr�esentation des structures peut modi�er �enorm�ement le r�esultat �nal. De plus,la propri�et�e de consonance n'est pas pr�eserv�ee par la r�egle de combinaison.Nous rejetons donc l'emploi de cette m�ethode pour notre objectif.Elimination d'�el�ements focauxCes m�ethodes ne sont pas bas�ees sur une structure particuli�ere de m0, contrairement auxpr�ec�edentes. Dans ce groupe de m�ethodes, les �el�ements focaux Fi peu signi�catifs, c'est-�a-dire de poids m(Fi) (( faible )), selon divers crit�eres, sont �elimin�es. Les param�etres pouvantintervenir dans la s�election sont les suivants :{ le pourcentage total de poids des �el�ements focaux conserv�es ;{ un nombre minimal et/ou maximal d'�el�ements focaux.Soit K(m) l'ensemble des �el�ements focaux de m conserv�es. On a donc F (m0) = K(m).Dans les m�ethodes les moins sophistiqu�ees, comme celles d�e�nies par Lowrance et al. ouTessem [98, 153], la masse de Fi 2 F (m)nK(m) est r�epartie uniform�ement sur les �el�ementsconserv�es. L'approximation m0 est alors d�e�nie par :( m0(A) = m(A)PB2K(m)m(B) 8A 2 K(m)m0(A) = 0 8A =2 K(m): (5.5)



134 5 Mise en oeuvreL'inconv�enient de la m�ethode de Tessem est qu'elle ne tient pas compte de la proximit�e desFi �elimin�es avec les �el�ements restants.Bauer [9] a propos�e un algorithme permettant de mieux r�epartir la masse m(Fi) selon les Fjde K(m) tels que Fi � Fj; Fi \ Fj 6= 0 ou Y.Dans ces m�ethodes, il n'y a pas de transformation ni de cr�eation d'�el�ements focaux, maisseulement une absorption des �el�ements focaux �elimin�es. Ces m�ethodes se g�en�eralisent imm�e-diatement aux structures de croyance 
oues.5.3.3 Classi�cation des �el�ements focauxLes m�ethodes que nous proposons sont bas�ees sur l'agr�egation d'ensembles 
ous semblables.De fa�con g�en�erale, toute m�ethode de regroupement ou de classi�cation automatique, �eten-due aux ensembles 
ous peut convenir : nous avons envisag�e une classi�cation de type hi�e-rarchique [119]. La proc�edure est it�erative : �a chaque �etape t, on remplace deux ensemblessimilaires par un seul. Ceci n�ecessite de d�e�nir :{ un crit�ere de proximit�e I entre ensembles 
ous ;{ un op�erateur d'agr�egation d'ensembles 
ous r ;{ et un crit�ere d'arrêt � de la proc�edure.Soitm(t) la structure de croyance 
oue �a l'�etape t, dont les �el�ements focaux sont fF (t)1 ; : : : ; F (t)p�tg.Une nouvelle structure de croyance m(t+1) est obtenue en rempla�cant les deux plus proches�el�ements focaux F (t)i et F (t)j de m(t) par un ensemble F 0 et en conservant les autres �el�ementsfocaux. Ainsi, F (m(t+1)) = (F (m(t)) [ fF 0g)nfF (t)i ; F (t)j gavec m(t+1)(F 0) = m(t)(F (t)i ) +m(t)(F (t)j ):Crit�eres de proximit�eParmi les nombreuses mesures de similarit�e entre ensembles 
ous d�e�nies dans la litt�erature[129, 183], nous avons choisi la mesure ensembliste suivante :S(A;B) = jA \ BjjA [ Bj:On regroupe les deux ensembles A et B maximisant ce crit�ere.Ainsi, dans notre algorithme, �a l'�etape t, on choisit les ensembles F (t)i et F (t)j tels queS(F (t)i ; F (t)j ) = maxk;l S(F (t)k ; F (t)l ):D'autres crit�eres, tenant �egalement compte de la masse des �el�ements focaux, sont envisa-geables. Ainsi, par analogie avec la m�ethode de Ward [165] en classi�cation hi�erarchiqueclassique (cf. annexe ??), on peut d�e�nir le crit�ere suivant :I(A;B) = m(t)(A) +m(t)(B)m(t)(A)m(t)(B) S(A;B)1 � S(A;B) (5.6)qui permet d'absorber les �el�ements focaux de faible importance.



5.3Proc�edures de simpli�cation 135Op�erateurs d'agr�egationDe nombreux op�erateurs binaires d'agr�egation r sont a priori envisageables, produisant unnouvel ensemble F 0. L'utilisation de l'op�erateur d'union,F 0 = Fi [ Fj;pr�esente la propri�et�e d'augmenter syst�ematiquement la nonsp�eci�cit�e N . On v�eri�e en e�etfacilement que N(m(t)) � N(m(t+1)):Cette propri�et�e est coh�erente, car l'op�eration d'approximation suppose que l'on perde del'information, ce qui se traduit ici par une plus grande nonsp�eci�cit�e. De plus, il est int�eressantd'avoir une suite de structures (( embô�t�ees )), c'est-�a-dire monotones selon un crit�ere donn�e.Cependant, le danger de ce type de crit�eres est de d�e�nir une structure tr�es �eloign�ee de lastructure de d�epart apr�es un grand nombre d'it�erations. Il semble plus judicieux de faireintervenir l�a encore les masses des �el�ements focaux. En outre, l'objectif n'est pas forc�ementde chercher des structures embô�t�ees, mais plutôt des structures semblables. Nous proposonsalors l'op�erateur plus neutre de la moyenne pond�er�ee, telle que :8y F 0(y) = m(t)(Fi)Fi(y) +m(t)(Fj)Fj(y)m(t)(Fi) +m(t)(Fj) (5.7)toujours par analogie avec la m�ethode de Ward.Crit�ere d'arrêtCette proc�edure d'agr�egation s'arrête �a l'it�eration t d�es que, pour un seuil � donn�e,maxk;l I(F (t)k ; F (t)l ) < �:5.3.4 M�ethodes d'optimisationLes crit�eres pr�ec�edents sont d�e�nis a priori, sans optimisation d'une mesure globale d'erreurentre les structuresm = m(t) etm0 = m(t+1). On ne s'int�eresse qu'�a des crit�eres entre �el�ementsfocaux sans tenir v�eritablement compte de l'impact global sur la structure. Le choix de A etB n'est peut-être pas celui qui minimise un crit�ere d'erreur donn�e.On peut alors de mani�ere plus syst�ematique d�e�nir un crit�ere d'erreur C entre les structuresm(t) et m(t+1), bas�e sur :{ des mesures d'information, comme la nonsp�eci�cit�e, la discordance ou l'informationmutuelle,{ des mesures (( probabilistes )) , utilisant la probabilit�e pignistique, la cr�edibilit�e, laplausibilit�e.Soit �r(:;A;B) la transformation, qui �a la structure m, associe la structure m0 telle que :F (m0) = (F (m) [ fArBg)nfA;Bg;m0(ArB) = m(A) +m(B);m0(C) = m(C) 8C 2 F (m0)nArB; (5.8)
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ou.Le probl�eme peut ainsi se formuler de mani�ere g�en�erale comme un probl�eme d'optimisation :minA;B2F (m)C (m;�r(m;A;B)) (5.9)Le crit�ere d'arrêt de la proc�edure est d�e�ni comme pr�ec�edemment. Ce probl�eme de minimi-sation d�e�nit une fonction fr;C de A et B et peut donc se r�e�ecrire de fa�con synth�etique parle probl�eme suivant : min(A;B)2F (m)fC;r(A;B): (5.10)Dans la suite, nous proposons quelques r�esultats th�eoriques, essentiellement pour l'op�erateurd'union, dans le cas de structures de croyances classiques.Crit�eres (( probabilistes ))On peut comparer les distributions de probabilit�e pignistiques et utiliser une distance quel-conque entre deux distributions de probabilit�e, comme la distance de Kullback-Leibler :C(m;m0) = ZY ln�pbet(y)p0bet(y)� pbet(y)dy (5.11)ou la distance suivante : C(m;m0) = ZY g[jpbet(y)� p0bet(y)j]dy: (5.12)o�u g est une fonction monotone croissante R+ dans R+. De mani�ere g�en�erale, toute distanceentre distributions de probabilit�e peut convenir.On peut expliciter le crit�ere d�e�ni par l'�equation (5.10) en prenant l'op�erateur d'agr�egation[ et la mesure d'erreur (5.11). Dans le cas de structures de croyance classique m, le crit�ere�a minimiser en fonction de (A;B) 2 F (m) est obtenu par un calcul direct :f[;C(A;B) = jAnBj g ����m(A)jAj � m(A)+m(B)jA[Bj ����+ jBnAj g ����m(B)jBj � m(A)+m(B)jA[Bj ����+jA \ Bj g ����m(A)jAj + m(B)jBj � m(A)+m(B)jA[Bj ���� : (5.13)Ce crit�ere est valable dans le cas pr�esent o�u Y est continu, mais �egalement, dans le casdiscret, en utilisant la d�e�nition ad�equate de la cardinalit�e j:j.On peut �egalement se baser sur d'autres quantit�es comme la plausibilit�e ou la cr�edibilit�e.On d�e�nit ainsi le crit�ere suivant :C(m;m0) = XF2F (m) g[jbel(F )� bel0(F )j]: (5.14)La fonction f[;C �a minimiser devient alors :f[;C(A;B) = g(m(A))CardfCjA � A et B 6� Cg+g(m(B))CardfCjB � C et A 6� Cg (5.15)o�u Card(E) d�enote le nombre d'�el�ements de l'ensemble E.



5.4R�esultats 137Mesures d'informationOn peut �egalement d�e�nir des crit�eres d'erreur en se basant sur des mesures d'incertitudecomme la nonsp�eci�cit�e N ou l'une des 5 mesures de con
it Con
 d�e�nies dans la section3.2.5. C(m;m0) = N(m0)�N(m);C(m;m0) = Con
(m0)� Con
(m):Le choix de la structure m0 correspond au principe d'incertitude minimale [83]. On chercheles �el�ements focaux A et B de fa�con �a perdre le moins d'information possible.Dans le cas de la nonsp�eci�cit�e, le crit�ere �a minimiser, pour un op�erateur d'agr�egation quel-conque, est le suivant :fr;C(A;B) = m(A) log2 jArBjjAj +m(B) log2 jArBjjBj : (5.16)Ces crit�eres sont a priori �a utiliser avec prudence car deux structures tr�es di��erentes pour-raient pr�esenter des caract�eristiques semblables tout en �etant g�eom�etriquement �eloign�ees.Cependant, cette situation est dans ce contexte improbable, car on ne compare ici la nons-p�eci�vit�e que pour des structures embô�t�ees.5.4 R�esultats5.4.1 Mesures de pr�ecision et d'informationJeux de donn�ees et objectifsA�n de montrer la validit�e et les capacit�es de pr�ediction de notre m�ethode, nous pr�esentonsles r�esultats obtenus par des simulations ou sur des donn�ees provenant d'applications r�eelles.Nous proposons d'�etudier quatre probl�emes de r�egression, illustrant chacun un ou plusieurspoints des mod�eles pr�esent�es.1. Donn�ees simul�ees d'une fonction de r�egression classique. On montre que notre m�ethodeg�en�eralise les m�ethodes de r�egression classiques. Dans certaines zones, la fonction n'estpas connue ou impr�ecise,2. Donn�ees r�eelles (broyage). Les donn�ees �a estimer sont impr�ecises,3. Donn�ees simul�ees multi-valu�ees (probl�eme inverse),4. Donn�ees r�eelles, multi-dimensionnelles (taux de mercure dans les tissus de poissons).Les donn�ees sont impr�ecises.Mesures de pr�ecision et d'informationSoit f(x1;m1); : : : ; (xn;mn)g un �echantillon de donn�ees test�ees. Le crit�ere de pr�ecision d�e-pend de la nature des mi. Si les mi sont d�e�nis comme des nombres r�eels (mod�ele SCF1), la



138 5 Mise en oeuvrepr�ecision de l'estimation est mesur�ee en terme d'erreur quadratique moyenne :Jn = 1n nXi=1 [(yi � byi(xi)]2 ;byi(xi) �etant une des sorties ponctuelles d�e�nies en section 4.4.2. Par d�efaut, nous avonsutilis�e l'esp�erance pignistique (�equation 3.53).Si les mi sont des intervalles, des ensembles 
ous, ou des structures de croyance, la pr�ecisionest mesur�ee par le crit�ere :C(mi; bm(:jxi;�)) = XF2F (m�i ) XF 02F (m�i (:jx))m�i (F )bm�i (F 0jx) ~d(F;F 0);avec ~d(F;F 0) = Z 10 h2(F�; F 0�)d�;o�u h2 est la distance de Hausdor� entre deux ensembles classiques. Nous rappelons que cecrit�ere g�en�eralise Jn.A�n de d�ecrire l'information que contiennent les sorties, plusieurs mesures d'incertitudeclassiques [84] ont �et�e utilis�ees :{ la mesure de nonsp�eci�cit�e N(m) (�equation (3.22)), qui repr�esente l'impr�ecision desensembles,{ quatre mesures de con
it : la discordance D(m) (�equation (3.27)), la dissonance E(m)(�equation (3.25)), le strife S(m) (�equation (3.28)), et la mesure sym�etrique�(m) (�equa-tion (3.30)).En�n, le cas �ech�eant, l'approximation des structures a �et�e e�ectu�ee par la proc�edure desimpli�cation des �el�ements focaux d�e�nie dans la section 5.3.5.4.2 Exemple 1: simulationDescription des donn�eesDans ce probl�eme de r�egression monodimensionnelle [116], les xi 2 R sont issus d'une variableal�eatoire X dont la loi est un m�elange de 2 distributions gaussiennes de mêmes proportions :X � 0:5N (�1:5; 0:5) + 0:5N (1:75; 0:5)et la sortie est d�e�nie par la fonction bruit�ee suivante :y = sin(3x) + x+ "(x);o�u "(x) � N (0; 0:01) si x � 0 et �(x) � N (0; 1) si x > 0. Ici, la taille de l'ensembled'apprentissage �etant relativement �elev�ee, N = 200, nous avons utilis�e la version Proto2 denotre m�ethode.
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yFig. 5.1 { Exemple 1. A gauche : donn�ees r�eelles y (-) ; ensemble d'apprentissage (.) ;prototypes (o). A droite : fonctions d'activation �k (en haut); �el�ements focaux ~ek des mk(en bas)Estimation des param�etres du mod�eleLa phase d'identi�cation (cf. section 1.3.2) nous a amen�e �a retenir K = 25 prototypesck d�etermin�es par classi�cation de l'ensemble d'apprentissage. La technique d'identi�cationest la même que celle utilis�ee dans le chapitre 2. La �gure 5.1, �a gauche, repr�esente l'en-semble d'apprentissage et les prototypes (ck; ek), les ek �etant les �evaluations du r�egresseurde Nadaraya-Watson en ck. Les fonctions d'activation, de param�etres ck; qx�xk et les nombres
ous gaussiens ~ek, de param�etres ek; qy�yk sont repr�esent�es �a droite, avec qx = 3 et qy = 1. Cesvaleurs ont �et�e obtenues par optimisation du crit�ere classique de validation crois�ee, puisqueles yi sont des nombres r�eels.D�etermination de la structure bmMême dans cet exemple de complexit�e limit�ee, les proc�edures de simpli�cation sont n�eces-saires. En e�et, sans simpli�cation, le nombre d'�el�ements focaux serait de 225 ! Plusieursoptions �etaient envisageables. Les r�esultats des �gures 5.2 et 5.4 ont �et�e obtenus en utilisantuniquement les 3 plus proches prototypes dans la combinaison des structures. Les structuresont donc au maximum 8 �el�ements focaux.La �gure 5.2 donne un exemple de sortie bm et bm�, pour une valeur particuli�ere x = 0. La�gure 5.3 repr�esente la probabilit�e pignistique correspondante.La �gure 5.4 montre l'intervalle interd�ecile de la distribution pignistique pbet(:jx) ainsi que desmesures d'impr�ecision. Les r�egions de faible densit�e sont caract�eris�ees par des valeurs �elev�eespour la nonsp�eci�cit�e et l'ignorance bm(Yjx) et par un intervalle interd�ecile tr�es �etendu. Lesr�esultats con�rment �egalement une plus grande nonsp�eci�cit�e et un intervalle interd�ecilemoins pr�ecis pour les r�egions ou la variance est plus grande.
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Fig. 5.2 { Exemple 1. Sortie �nale pour x = 0. A gauche : bm. �a droite: bm�. A;B;C;Ysont des �el�ements focaux des deux structures. Le poids de A et Y, les deux �el�ements pr�epon-d�erants, est indiqu�e entre parenth�eses.Splines NW (( Lazy )) Yager Proto2EQM 2 0.035 0.016 0.019 0.010 0.012EQM 1 10�5 0.003 0.013 0.008 0.011Tab. 5.2 { Exemple 1 : EQM pour di��erents mod�eles de r�egression : EQM 1 pour x 2[�2:5;�0:7], EQM 2 pour x 2 [�2:5;�0:7] [ [0:8; 2:6].
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Fig. 5.3 { Exemple 1. Sortie �nale pour x = 0 : pbetEstimation ponctuelle : comparaison avec des m�ethodes classiquesA�n de v�eri�er l'e�cacit�e de notre m�ethode en termes de pr�ecision, nous l'avons compar�ee�a plusieurs m�ethodes de r�egression classiques (cf. �gure 5.5). Le tableau 5.2 indique l'er-reur quadratique moyenne J obtenue pour deux m�ethodes de r�egression non param�etriques
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m(Y)Fig. 5.4 { Exemple 1. A gauche. donn�ees r�eelles y (-); ); estimations by(x) (-, en gras);1er et 9eme decile de pbet(:jx) (- -); ensemble d'apprentissage (.) A droite. nonsp�eci�cit�e ;masse a�ect�ee au domaine entier bm(Yjx).classiques, les splines cubiques et le r�egresseur de Nadaraya-Watson (NW), une m�ethode dem�emorisation ((( Lazy )))[10] (cf. annexe A), le mod�ele de Yager et notre m�ethode (Proto2).Les erreurs J ont �et�e calcul�ees uniquement dans les r�egions de fortes densit�es, dans deuxzones : l'une contient les donn�ees bien sp�eci��ees, (x 2 [�2:5;�0:7]), l'autre inclut �egalementla r�egion de plus grande variance : (x 2 [�2:5;�0:7][ [0:8; 2:6]). Comme le montre le tableau5.2, les performances de notre m�ethode sont �a peu pr�es �equivalentes aux autres, même sil'estimation des donn�ees de la zone 1 est particuli�erement bonne pour splines. Cependant,cette m�ethode s'adapte moins aux donn�ees impr�ecises de la zone 2, ce qui ne semble pas lecas pour notre m�ethode.ConclusionCe premier exemple, qui peut parfaitement être trait�e �a l'aide de m�ethodes classiques, permetjustement de confronter l'e�cacit�e et la pr�ecision de notre m�ethode �a celle des m�ethodes der�egression standard. Nous ne pr�etendons pas r�ealiser de meilleures performances, mais nousobtenons des r�esultats corrects. De plus, notre m�ethode permet d'�evaluer avec des crit�eressimples la qualit�e globale de la sortie.5.4.3 Exemple 2 : BroyageCet exemple provient d'une base de donn�ees r�eelle. Pour des raisons illustratives, nous avonschoisi un mod�ele �a une seule variable explicative. Un probl�eme multidimensionnel sera �etudi�edans l'exemple 4. Dans la base d'apprentissage, pour une vitesse d'alimentation donn�ee, lavariable �a expliquer, la rugosit�e de la surface n'est connue qu`au travers d'un intervalle devaleurs. L'utilisation de cet intervalle de valeurs permet implicitement de tenir compte dela pauvret�e du mod�ele en l'absence d'autres variables. Tanaka a trait�e ce probl�eme �a l'aided'une m�ethode de r�egression par intervalles [151].
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yFig. 5.5 { Exemple 1. ensemble d'apprentissage (.); donn�ees r�eelles ({); estimation ponc-tuelle pour di��erents mod�eles (-)Description des donn�ees et solutions possiblesDans cet exemple, le mod�ele est constitu�e d'une seule variable explicative x et on disposed'un ensemble d'apprentissage tr�es r�eduit de 8 triplets (xi; y�i ; y+i ) o�u les valeurs y�i ; y+irepr�esentent les valeurs minimale et maximale de la variable y observ�ees pour une valeur�x�ee xi de la variable d'entr�ee.Il y a plusieurs fa�cons de traiter ce type d'exemple. Si on opte pour une m�ethode probabiliste,bien que la con�guration des donn�ees ne soit pas id�eale, on peut par exemple construire deuxmod�eles distincts utilisant respectivement les valeurs inf�erieure et sup�erieure de l'intervalle.On peut �egalement prendre le milieu de l'intervalle et simuler un bruit uniforme autour decette valeur.Cependant, il est bien plus naturel de consid�erer que la sortie est d�e�nie directement parl'intervalle Yi = [y�i ; y+i ] et utiliser une m�ethode traitant ce type de donn�ees, comme lar�egression 
oue ou notre approche. Nous pouvons �egalement construire la sortie comme unensemble 
ou ~yi.
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it, nousavons utilis�e la version SCF2 de notre m�ethode.Identi�cationChaque xi est associ�e �a la fonction d'activation exponentielle de param�etre �:�i(kx� xik) = Gauss(x; xi; �):Dans cette m�ethode SCF2, l'identi�cation se r�esume �a l'estimation d'un seul param�etre,l'�ecart-type �. La �gure 5.6 pr�esente l'�evolution du crit�ere de validation crois�ee g�en�eralis�eeCV (�equation 4.28) pour di��erentes valeurs de �. La valeur minimale est obtenue pour�̂ = 1:2 mais les valeurs comprises entre 1 et 4 semblent tout-�a-fait correctes. Nous pr�esentons�egalement l'estimation ponctuelle obtenue avec le param�etre �̂ = 1:2.InformationDe mani�ere g�en�erale, les mesures d'information rendent bien compte de la situation : lanonsp�eci�t�e augmente pour les grandes valeurs de x et le con
it est faible, sauf pour lesvaleurs de x situ�ees entre 3.5 et 4, ce qui est conforme aux donn�ees d'apprentissage (cf.�gure 5.7). Nous avons repr�esent�e uniquement la mesure de (( strife )). Les autres mesures decon
it donnent des r�esultats semblables.Estimation par structure de croyanceLa �gure 5.8 pr�esente la sortie sous la forme la plus g�en�erale, la structure de croyance nonnormalis�ee, pour une valeur d'entr�ee particuli�ere : x = 0:9. Comme nous l'avons remarqu�e
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xFig. 5.7 { Exemple 2 : Mesures d'information : en haut : nonsp�eci�cit�e ; en bas : strife.Crit�ere d'arrêt 1 108 106 105 103 100 10 0jF (m(:jx))j 20 18 15 12 8 4 2 1Tab. 5.3 { Nombre d'�el�ements focaux selon le crit�ere d'arrêt � pour x = 0:9dans le chapitre 4, la probabilit�e pignistique est constante par morceaux, discontinue encertaines extr�emit�es des Yi.Sans aucune simpli�cation, le nombre d'�el�ements focaux est de 20. C'est le même nombrequel que soit x. Il correspond �a l'ensemble de toutes les intersections possibles entre les 9�el�ements focaux initiaux : Yi et Y. Il est beaucoup plus faible que le maximum possible : 28�el�ements.N�eanmoins, si les calculs sont rapides, la sortie est peu lisible. On peut donc simpli�er ler�esultat, par exemple, par la probabilit�e pignistique, qui est maximale pour y 2 [0:2; 0:3]. Onpeut aussi utiliser les plus proches voisins. Si on n'utilise que 3 voisins, la sortie est voisine, laqualit�e de la sortie ne s'alt�ere pas (�gure 5.9). Dans ce cas, on n'obtient plus que 6 �el�ementsfocaux. La �gure 5.9 montre �egalement le nombre moyen d'�el�ements focaux selon le nombrede voisins.On peut en�n simpli�er directement la structure �nale en r�ealisant une classi�cation des 20�el�ements focaux. Nous avons utilis�e le crit�ere I d�e�ni par l'�equation 5.6. Les �gures 5.10 et5.11 repr�esentent la structure de croyance, toujours pour x = 0:9, pour di��erents crit�eresd'arrêt : � = 105; 1000; 100 et 0. La sortie est de plus en plus lisible : le nombre d'�el�ementsfocaux correspondant �a ces valeurs est respectivement de 12; 7; 3 et 1. Le tableau 5.3 pr�esentequelques d�etails sur l'in
uence de ce crit�ere sur le nombre d'�el�ements focaux.Repr�esentation par nombres 
ousA�n d'�eviter d'obtenir une probabilit�e pignistique discontinue, ph�enom�ene dû �a la repr�e-sentation des donn�ees par intervalles, on peut �egalement utiliser une repr�esentation par desnombres 
ous. On peut par exemple d�e�nir les sorties comme des nombres 
ous triangulaires
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Fig. 5.8 { Exemple 2 : structure de croyance bm(:jx) et probabilit�e pignistique pbet(:jx) pourx = 0:9
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Fig. 5.9 { Exemple 2 : structure de croyance avec k = 3 voisins ; nombre moyen d'�el�ementsfocaux en fonction du nombre de voisins utilis�es pour la combinaison.
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Fig. 5.10 { Exemple 2 : structure de croyance simpli��ee apr�es la combinaison : selon lecrit�ere d'arrêt � = 105 et 1000.
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Fig. 5.11 { Exemple 2 : structure de croyance simpli��ee apr�es la combinaison : selon lecrit�ere d'arrêt � = 100 et 0.
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Fig. 5.12 { Exemple 2 : Donn�ees d'apprentissage 
oues : estimation ponctuelle, SCF (3voisins)Ti de support Yi et centr�es sur le milieu de l'intervalle : Ti = Tri(y�i ; y�i +y+i2 ; y+i ).Les r�esultats sont heureusement analogues aux pr�ec�edents. Ils ont �et�e obtenus �a l'aide des 3plus proches voisins. La �gure 5.12 repr�esente la sortie ponctuelle, tr�es proche de l'exemplepr�ec�edent. La �gure 5.13 repr�esente la structure et la probabilit�e pignistique point x = 0:9,comme pr�ec�edemment.ConclusionCe type d'exemple est particuli�erement adapt�e �a notre mod�ele. La connaissance impr�ecisede la variable �a expliquer est traduite tout naturellement sous la forme d'un intervalle oud'un ensemble 
ou. Notre m�ethode est con�cue pour traiter ce type de donn�ees. De plus, laphase d'apprentissage est tr�es rapide et ne n�ecessite que l'estimation d'un seul param�etre.Le petit nombre de donn�ees permet en e�et d'�eviter la phase pr�eliminaire de classi�cation.L'avantage de notre m�ethode est de pouvoir mettre en valeur le peu d'information disponible.Les m�ethodes probabilistes ne sont pas adapt�ees �a ce type de donn�ees.5.4.4 Exemple 3 : Probl�eme inverseDans cet exemple, la variable x est g�en�er�ee par une fonction simple de la variable y :x = y + 0:3 sin(2�y) + "; y 2 [0; 1]:o�u " est une variable al�eatoire de loi uniforme sur [�0:1; 0:1]. Le probl�eme qui nous int�eresseest de reconstruire y �a partir de x, ce qui est d�elicat, car y est une fonction multi-valu�ee pourcertaines valeurs de x. La taille de l'ensemble d'apprentissage est de N = 250. Nous avonspartitionn�e notre ensemble d'apprentissage en 20 classes (cf. �gure 5.14).Les r�esultats montrent que l'intervalle interd�ecile de la probabilit�e pignistique est beaucoupplus important pour les valeurs de x de l'intervalle [0:3; 0:6] o�u la variance de y est tr�es �elev�ee.Ce r�esultat est la cons�equence de la multimodalit�e des sorties correspondant aux points de
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Fig. 5.13 { Exemple 2 : Donn�ees d'apprentissage 
oues : estimation ponctuelle (3 voisins)cette r�egion. En particulier, pour les points situ�es au voisinage de x = 0:5, la probabilit�epignistique est trimodale (cf. �gure 5.14, �a droite). Les r�esultats que nous obtenons sontconformes aux pr�evisions. L'erreur d'estimation ponctuelle des donn�ees pour lesquelles il n'ya pas d'ambiguit�e est tr�es faible.Cet exemple a �et�e trait�e par Bishop [12] �a l'aide d'un mod�ele de m�elange, construit �a l'aided'un r�eseau de neurones. Il est di�cile de comparer quantitativement les deux m�ethodes :nous obtenons des r�esultats qualitatifs �equivalents. Pour ce type de probl�eme, la sortie ponc-tuelle n'a pas d'int�erêt. Dans le cas probabiliste, l'information signi�cative est contenue dansla probabilit�e conditionnelle. De même, dans notre m�ethode, l'information importante estcontenue, soit directement dans la structure de croyance, soit au niveau de la probabilit�epignistique.5.4.5 Exemple 4 : Niveau de mercure dans des poissonsDescription des donn�eesCet exemple provient d'une base de donn�ees r�eelles multi-dimensionnelles. On cherche �aestimer la contamination en mercure dans 53 lacs de Floride. Pour cela, on a mesur�e laconcentration en mercure dans les tissus musculaires d'un �echantillon de poissons de chaquelac. Pour chaque lac, on ne poss�ede que la valeur minimale y�i , la moyenne �yi et la valeurmaximale y+i de cette concentration. On dispose de 4 variables explicatives x1; : : : x4 : le pHet les taux de calcium, d'alcalinit�e et de chlorophylle. Les relations entre les variables sontrepr�esent�ees sur la �gure 5.15.Comme dans l'exemple 2, la version SCF 2 de notre m�ethode semble appropri�ee pour traiterce type d'exemple. La construction des intervalles ou des ensembles 
ous est faite de fa�conanalogue �a l'exemple 2. Nous avons choisi de repr�esenter la connaissance mi relative �a lasortie de xi par l'ensemble 
ou triangulaire Ti = (y�i ; �yi; y+i ).
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Fig. 5.14 { Exemple 3 : A gauche. ensemble d'apprentissage (::) ; estimation ponctuelle(�, en gras); 1er et 9e d�ecile de pbet (- -). A droite. Distribution pignistique pbet en x = 0:5:Cette distribution est trimodale.R�esultatsA�n d'�eviter la multiplication des param�etres, nous avons normalis�e les donn�ees et nousavons pris le même �ecart-type pour toutes les fonctions d'activation. Il n'y a donc plus qu'unseul param�etre � �a estimer. En utilisant le crit�ere CV , on obtient l'estimation b� = 5.Une fois le param�etre b� identi��e, le traitement est le même que dans le cas monodimensionnel.Nous avons utilis�e 33 lacs pour l'apprentissage et 20 pour le test. Nous avons employ�e unem�ethode de simpli�cation par les s plus proches voisins pour la combinaison des massesindividuelles. La �gure 5.16, �a gauche, pr�esente les r�esultats ponctuels ainsi que l'intervalleinterd�ecile des sorties, pour s = 5. L'estimation n'est pas tr�es pr�ecise, car les donn�ees nesont pas tr�es bien corr�el�ees. Nous avons compar�e l'in
uence du nombre de voisins s dans lacombinaison des masses. Les �gures 5.17 et 5.18 montrent les r�esultats d'un lac particulier enutilisant respectivement 2 et 5 voisins. Sans faire une �etude exhaustive, on peut remarquer surcet exemple que ceux-ci sont assez di��erents. La sortie m(:jx) utilisant 5 voisins comportantune vingtaine d'�el�ements focaux, nous avons appliqu�e notre algorithme de simpli�cation a�nde rendre cette sortie plus lisible, avec le crit�ere d'agr�egation � = 1. On obtient une structurebm0(:jx) tr�es simpli��ee, ne poss�edant que deux �el�ements focaux. Dans la �gure 5.16 �a droite,nous avons compar�e la valeur du crit�ere d'erreur, pour chacun des individus test�es, avec ousans simpli�cation.On s'aper�coit que les 2 valeurs sont tr�es proches. L'information perdue parla proc�edure de simpli�cation est donc n�egligeable. En revanche, on observe que les crit�eresd'erreur sont individuellement tr�es di��erents dans le cas de 2 ou 5 voisins. Sur l'ensembledes 20 lacs test�es, l'erreur moyenne est �a peu pr�es la même pour 2 ou 5 voisins : C ' 0:07.On peut conclure ici qu'un petit nombre de voisins est su�sant pour la d�etermination de lastructure �nale.Mais il faudrait faire une �etude plus syst�ematique de l'in
uence de ce param�etre pour end�eduire des remarques g�en�erales. Ceci est d'ailleurs valable pour l'ensemble des param�etresintervenant dans le mod�ele. Nous avons simplement voulu dans cette section illustrer notrem�ethode par quelques exemples simples, mais il est clair que des conclusions plus pouss�ees
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ymin ymax x1  x2  x3  Fig. 5.15 { Exemple 4. relations entre les variables prises 2 �a 2.exigent l'�etude de nouvelles applications.5.5 ConclusionDans ce chapitre, nous avons pr�esent�e diverses m�ethodes de simpli�cation de structures decroyance, a�n de pallier l'augmentation ind�esirable du nombre d'�el�ements focaux pendant laphase de combinaison de notre mod�ele. Deux groupes de techniques ont �et�e envisag�ees : lesm�ethodes bas�ees sur la r�eduction du nombre de structures �a combiner et celles bas�ees sur ladiminution du nombre d'�el�ements focaux par structure.Les premi�eres m�ethodes ont pour but de s�electionner l'information pertinente fournie parles �el�ements de l'ensemble d'apprentissage, pour un vecteur x dont on cherche �a estimerla sortie. Nous avons vu que notre m�ethode pr�esentait des similitudes avec les m�ethodesde noyau. La distance aux �el�ements de l'ensemble d'apprentissage est primordiale. Biensouvent, la combinaison de structures issues des plus proches voisins de x su�t pour obtenirde bons r�esultats, même si nous ne l'avons pas montr�e formellement. Il est �egalement possiblede proc�eder �a une classi�cation globale de l'ensemble d'apprentissage et de construire desstructures de croyance �a partir de distances entre ces classes et le vecteur x. Cette m�ethodesuppose l'estimation des param�etres des classes.Le deuxi�eme groupe de m�ethodes repose sur l'agr�egation d'�el�ements focaux similaires dansune même structure. La motivation de cette simpli�cation est double : pendant la combi-naison, le temps de calcul est plus r�eduit, apr�es la combinaison, les r�esultats de la sortiesont plus facilement interpr�etables. L'algorithme que nous avons d�e�ni est bas�e sur la clas-si�cation hi�erarchique des �el�ements focaux d'une structure m. Le crit�ere d'agr�egation tientcompte de la proximit�e des �el�ements focaux, ainsi que de leur contribution �a la masse totalede la structure. Nous avons vu que cet algorithme est e�cace, mais il reste une heuristique.En e�et, il n'optimise pas de crit�ere global entre la structure m et son approximation m0.Nous avons ainsi propos�e une s�erie de m�ethodes plus syst�ematiques, bas�ees sur des crit�eres
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Fig. 5.17 { Exemple 4 : Estimation de la sortie �a l'aide de 2 voisins. A gauche : Nombre
ou triangulaire ({), sortie estim�ee bm(:jx) ; �a droite : distribution pignistique.
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Fig. 5.18 { Exemple 4 : Estimation de la sortie �a l'aide de 5 voisins. Nombre 
ou trian-gulaire ({), sortie estim�ee bm(:jx). A gauche Sortie compl�ete. �a droite simpli�cation de lastructure (� = 1)d'information.En r�esum�e, les r�esultats de notre m�ethode sont les suivants. En termes de pr�ecision, nousobtenons des r�esultats comparables aux techniques statistiques dans le cas de donn�ees r�eelles.Les di��erentes m�ethodes de simplication permettent d'obtenir un temps de calcul acceptable.L'identi�cation des di��erents mod�eles pr�esent�es n'est pas non plus un obstacle au d�evelopp-ment de la m�ethode. Dans les versions SCF1, SCF2 et SCF3, l'identi�cation se r�esume �al'estimation des param�etres des fonctions d'activation. Bien souvent, on peut se ramener �al'estimation d'un param�etre unique. Les m�ethodes Proto1 et Proto2 ne n�ecessitent qu'unephase pr�ealable suppl�ementaire : la d�e�nition des classes, qui est en g�en�eral assez rapide.Un des avantages de notre m�ethode est de pouvoir �evaluer avec des crit�eres simples la qualit�eglobale de la sortie, en fonction des informations disponibles. Nous avons montr�e que notrem�ethode �etait capable de faire face �a des probl�emes de r�egression tr�es di��erents, que les don-n�ees soient impr�ecises, multi-valu�ees, ou manquantes. Elle permet d'int�egrer des informationsa priori de nature tr�es diverse.Cependant, de nombreux points restent �a d�evelopper ou explorer. Nous avons pr�esent�e plu-sieurs crit�eres de simpli�cation, mais nous ne les avons pas test�es. L'identi�cation est unprobl�eme crucial. Nous avons construit un crit�ere essentiellement en cherchant une g�en�e-ralisation du crit�ere quadratique classique. Mais nous n'avons pas d�e�ni concr�etement cequ'il mesurait. En�n et surtout, notre m�ethode demande �a être valid�ee davantage par desapplications r�eelles.



153Chapitre 6ConclusionSynth�ese des r�esultatsLe sujet g�en�eral de cette th�ese concerne l'estimation de variables d'un syst�eme dans uncontexte o�u l'information disponible est incertaine et les donn�ees de l'ensemble d'apprentis-sage, sur lesquelles on s'appuie, sont impr�ecises.Inad�equation des m�ethodes probabilistesL'estimation d'une fonction de r�egression classique est un probl�eme bien connu, pour lequelde nombreuses solutions ont �et�e apport�ees, sous la forme de fonctions param�etriques ou nonparam�etriques �a valeurs r�eelles, �a partir d'un mod�ele probabiliste. Cependant, ces solutionssont g�en�eralement inadapt�ees �a certaines situations o�u les donn�ees sont d�e�nies de fa�conimpr�ecises. De plus, la prise en compte d'informations non num�eriques, comme le jugementd'un expert, ou l'expression de l'ignorance totale sur l'�etat d'une variable est mal ais�ee entermes probabilistes. La prise en compte directe d'une information parcellaire a priori n'estabord�ee que dans les m�ethodes bay�esiennes. Les hypoth�eses restrictives sur la forme desdonn�ees et sur la gestion de l'incertitude nous ont amen�es tr�es vite �a recourir �a d'autresth�eories. Nous avons donc �ecart�e d'embl�ee la th�eorie des probabilit�es, en prenant soin decomparer malgr�e tout nos r�esultats, quand cela �etait possible, �a la solution propos�ee par uneou plusieurs m�ethodes d'estimation statistique.Estimation par les syst�emes neuro-
ousLa premi�ere (( g�en�eralisation )) de l'estimation fonctionnelle ou de l'identi�cation de syst�emesqui nous a sembl�e naturelle est celle de l'extension aux ensembles 
ous, puisque ceux-ci sontun excellent outil de repr�esentation de donn�ees impr�ecises. Les syst�emes 
ous r�esultant decette extension sont maintenant bien connus. Parmi les di��erentes classes de syst�emes 
ous,nous nous sommes particuli�erement int�eress�es aux syst�emes adaptatifs, capables d'ajuster�nement les param�etres intervenant dans le syst�eme : les syst�emes neuro-
ous. L'engouementactuel pour les syst�emes neuro-
ous s'explique par la conjonction des avantages des r�eseauxde neurones, leur capacit�e d'apprentissage et de g�en�eralisation, et de ceux des syst�emes 
ous,capables de traduire par des r�egles une connaissance issue du monde r�eel.



154 6 ConclusionNous avons choisi dans le chapitre 2 de nous placer dans ce cadre des syst�emes neuro-
ouspour traiter un probl�eme particulier d'estimation : la reconstruction de donn�ees manquantes.L'avantage du mod�ele propos�e par rapport aux autres m�ethodes de reconstruction classiquesest de pouvoir estimer toutes les valeurs manquantes d'un vecteur dans un même mod�ele,quel que soit le nombre de variables disponibles. Le principe repose sur la traduction dela connaissance acquise �a partir de donn�ees brutes en termes de r�egles d'inf�erence 
oues.Deux versions de la m�ethode ont �et�e propos�ees selon la taille de l'�echantillon. Si la tailleest (( r�eduite )), chaque vecteur de l'ensemble d'apprentissage induit une r�egle d'inf�erencepar la relation entre ses composantes. Si la taille est importante, le principe est le même,mais on partitionne l'espace de repr�esentation des donn�ees en un certain nombre de classes.Cette fois, c'est �a chaque classe qu'on associe une r�egle. La solution g�en�erale est donn�ee sousla forme d'une distribution de possibilit�e, dans son acception la plus large, c'est-�a-dire nonnormalis�ee, d�e�nissant un degr�e de con�ance dans les valeurs de l'espace des variables desortie. On peut en d�eduire une estimation ponctuelle dans le cas o�u elle s'av�ere (( n�ecessaireet raisonnable )).Comme tout syst�eme neuro-
ou, notre mod�ele pr�esente des analogies avec certaines m�ethodesde r�egression. Sur le plan purement fonctionnel, l'expression de la valeur ponctuelle de chaquevariable reconstruite, prise individuellement, est voisine de celle d'une m�ethode de noyau, si latotalit�e de l'ensemble d'apprentissage est utilis�ee. Si on passe par une classi�cation pr�ealablede l'ensemble d'apprentissage, son expression est celle d'une fonction de base g�en�eralis�ee,radiale, si on utilise des fonctions d'appartenance gaussiennes. Une analogie importante avecl'approche probabiliste des mod�eles de m�elange a �et�e observ�ee. La d�e�nition des fonctionsd'appartenance du mod�ele a priori, dont on estime les param�etres par la suite, correspond �ala d�e�nition des distributions de probabilit�es a priori dans les mod�eles bay�esiens. Le parall�eleavec les m�ethodes probabilistes peut �egalement se faire au niveau de la conception de notrem�ethode : notre mod�ele revient �a estimer les param�etres de la distribution de possibilit�ejointe de l'ensemble des variables et �a en d�eduire la distribution conditionnelle des valeursinconnues par rapport aux valeurs connues.Estimation (( fonctionnelle )) et th�eorie des croyancesUn apprentissage partiellement supervis�eL'�etude des syst�emes 
ous ne permet pas de traiter tous les types d'incertitude de fa�con sa-tisfaisante. Les fonctions de croyance permettent de d�e�nir des degr�es de con�ance a priorisur les �el�ements de l'ensemble d'apprentissage. Ainsi, il est possible d'int�egrer des infor-mations externes de natures diverses sur une variable, comme la confrontation d'analysesd'experts ou les valeurs de plusieurs capteurs. La synth�ese de ces informations d�e�nit unes�erie de contraintes sur la valeur de la variable, qui repr�esente l'�etat de nos connaissances,la croyance en cette variable. Nous nous sommes donc plac�es dans le cas d'un apprentissagepartiellement supervis�e : la base d'apprentissage est constitu�ee de vecteurs (xi;mi) o�u mi estla structure de croyance qui repr�esente la connaissance de la variable �a estimer y.Trois types de raisons justi�ent selon nous l'utilisation de la th�eorie des croyances, pourl'estimation de variables.{ la gestion des donn�ees impr�ecises (les �el�ements focaux peuvent être des intervalles oudes ensembles 
ous) ;



155{ la repr�esentation claire des di��erents types d'imperfection dans un objectif ult�erieurd'aide �a la d�ecision ou de fusion d'informations ;{ l'exploration en soi, de la th�eorie des croyances en statistique.L'application de la th�eorie des croyances n�ecessite quelques adaptations dans le cas de l'esti-mation fonctionnelle, car l'espace de r�ef�erence, en g�en�eral un intervalle de R, devient continu.La di�cult�e essentielle provient du caract�ere non d�enombrable de l'ensemble des �el�ements fo-caux potentiels. Mais la restriction �a un nombre �ni d'�el�ements focaux rend la g�en�eralisationimm�ediate, moyennant quelques adaptations simples.Comme la plupart des m�ethodes de r�egression, notre m�ethode repose sur la proximit�e entredeux vecteurs observ�es x et xi. Mais ici, l'information apport�ee par chaque �el�ement xide l'ensemble d'apprentissage est repr�esent�ee par une structure de croyance, construite enfonction d'un indice de proximit�e et de l'information a priori d�elivr�ee par le vecteur xi. Cetteinformation a priori mi peut être un nombre r�eel, un intervalle, un ensemble 
ou, ou, plusg�en�eralement, une structure de croyance, �eventuellement 
oue. La sortie propos�ee par notrem�ethode est exprim�ee sous la forme tr�es g�en�erale d'une structure de croyance.Notre m�ethode g�en�eralise les mod�eles probabilistes au sens o�u elle apporte des solutionscorrectes, aussi bien dans les cas trait�es par ces mod�eles que dans d'autres situations o�ul'information disponible ne permet pas de les utiliser. L'�equivalent de l'intervalle de con�ancepeut être exprim�e �a l'aide de la distribution pignistique issue de la structure de sortie. Dansle cas o�u les donn�ees d'apprentissage d�eg�en�erent en nombres r�eels, notre m�ethode peut êtreassimil�ee �a une m�ethode de noyau, ce qui correspond en e�et �a l'esprit de la m�ethode.En revanche, sur le plan des outils, notre m�ethode est con�cue de mani�ere radicalementdi��erente des m�ethodes probabilistes. Elle est fond�ee sur la croyance, le jugement concernantune sortie possible. La d�e�nition de l'incertitude prend ici tout son sens. Ainsi, ce qui estimportant dans notre m�ethode, c'est que nous ne fournissons pas seulement des valeursnum�eriques ou intervalles de valeurs possibles, mais �egalement des indications sur di��erentstypes d'incertitude, qui pourront être exploit�es ult�erieurement.Un aspect important de la m�ethode concerne l'identi�cation du mod�ele. Nous avons propos�eun crit�ere g�en�eralisant le crit�ere d'erreur quadratique classique, en utilisant trois extensionssuccessives : une distance entre intervalles (la distance de Hausdor�), sa g�en�eralisation auxensembles 
ous [183] et une extension naturelle aux structures de croyance, en fonction despoids des �el�ements focaux.L'une des di�cult�es essentielles de notre m�ethode concerne l'aspect calculatoire. Le dernierchapitre est en partie consacr�e �a la limitation du nombre d'op�erations permettant d'obtenir lastructure �nale. Pour cela, deux types de m�ethodes ont �et�e envisag�es et peuvent être utilis�esconjointement. L'un d'eux consiste simplement �a r�esumer l'information par classi�cation del'ensemble d'apprentissage. L'autre, plus sp�eci�que �a notre m�ethode, consiste �a faire uneapproximation des structures de croyance, bas�ee sur la classi�cation des �el�ements focaux.Cette deuxi�eme solution nous a amen�e �a d�e�nir une s�erie de m�ethodes : une heuristiquee�cace, bas�ee sur la similarit�e entre les ensembles 
ous et des m�ethodes syst�ematiquesbas�ees sur l'optimisation de crit�eres d'information.



156 6 ConclusionDiscussion et d�eveloppements envisag�esNotre m�ethode de traitement de donn�ees manquantes a �et�e en partie valid�ee par l'applicationau projet europ�een EM2S. Cependant, quelques points peuvent encore être d�evelopp�es. L'und'entre eux concerne la g�en�eralisation de l'optimisation de l'apprentissage du r�eseau �a desdonn�ees 
oues. Dans ce cas, on obtient un r�eseau de neurones fuzzi��e. L'apprentissage revient�a optimiser un crit�ere d'erreur entre deux ensembles 
ous. Une autre piste concerne l'�etudede l'e�cacit�e de la reconstruction des donn�ees pour un traitement ult�erieur, par exemple, unprobl�eme de classi�cation ou de r�egression. Ceci est un probl�eme de fond commun �a toutesles m�ethodes de reconstruction de donn�ees. Il faudrait, d'une part, �etudier les conditionsdans lesquelles il est utile de reconstruire un vecteur incomplet, d'autre part, comparer lesr�esultats �a d'autres m�ethodes.En ce qui concerne les limites actuelles de notre m�ethode de r�egression, deux probl�emesmajeurs se posent : l'aspect calculatoire et le (( 
�eau de la dimensionalit�e )).Le probl�eme du temps de calcul a fait l'objet d'une grande partie du dernier chapitre. Nousl'avons consid�erablement r�eduit grâce �a bon nombre de m�ethodes d'approximation. Ces ap-proximations visent �a �eliminer des informations e�ectivement n�egligeables : soit les �el�ementsfocaux agr�eg�es ont un poids tr�es faible, soit les points xi sont tr�es �eloign�es de x. Ces heu-ristiques nous semblent donc raisonnables. Mais nous n'avons pas �evalu�e de fa�con th�eoriquel'erreur d'approximation commise.Les m�ethodes de simpli�cation de structures de croyance repr�esentent en soi une ouvertureint�eressante. En particulier, il reste �a exploiter les crit�eres de simpli�cation optimale. Tousles crit�eres pr�esent�es devraient être confront�es �a ceux d�e�nis dans la litt�erature [153, 161,9]. En�n, ces crit�eres sont bas�es sur une classi�cation hi�erarchique, c'est �a dire sur unesimpli�cation progressive. On pourrait �egalement envisager d'utiliser le deuxi�eme type declassi�cation, �a savoir, les m�ethodes de partitionnement.En revanche, nous sommes conscients que la dimensionalit�e pose des probl�emes d'estimation.Mais ce probl�eme est commun�a la plupart des m�ethodes de r�egression classique, en particulier�a la m�ethode des noyaux. On pourrait par exemple �etudier les limites du rapport acceptableentre la dimension et la taille de l'ensemble d'apprentissage.D'autres aspects essentiels m�eritent d'être approfondis. Le point le plus important et leplus d�elicat, serait de d�e�nir un cadre axiomatique rigoureux qui manque actuellement,d�e�nissant la (( consistence du mod�ele )) [159], c'est-�a-dire, permettant de d�ecider ce qu'estune bonne approximation de la sortie. Le crit�ere que nous avons d�e�ni pourrait être unesolution possible, mais il doit être justi��e ou modi��e, selon les propri�et�es que l'on jugeran�ecessaires.L'aspect illustratif est un point �egalement crucial. Il est clair que le mod�ele demande �a être va-lid�e davantage par des applications r�eelles. Nous nous sommes principalement concentr�es surles aspects th�eoriques du mod�ele, en v�eri�ant qu'il �etait e�ectivement applicable, mais noussommes conscients qu'un exemple concret serait le bienvenu. A ce titre, une collaborationavec le laboratoire de recherche PSI de l'INSA de Rouen sur des donn�ees environnementalesdevrait d�ebuter prochainement. Par ailleurs, une mise �a disposition imminente sur l'Internetfaciliterait la di�usion et les tests sur la m�ethode.Ce travail n'est qu'un premier pas ouvrant des perspectives sur l'application de la th�eoriedes croyances en statistique. Une pr�esentation commune des probl�emes de r�egression et de



157classi�cation commence �a être mise en place. Un travail de fond m�erite d'être fait pourharmoniser ces deux aspects du traitement de donn�ees et �elargir le champ des applications�a d'autres aspects.La multiplication de toutes les th�eories de l'incertain est une bonne chose en soi, car ellepermet l'�elaboration de nouvelles techniques et induit une confrontation fructueuse de pointsde vue di��erents. Nous avons le sentiment qu'�a terme, l'ensemble de ces th�eories se simpli�era.Nous sommes persuad�es que des liens existent entre l'intelligence arti�cielle et les statistiqueset que la fronti�ere ne sera plus dans un avenir proche si rigide qu'elle l'est actuellement.
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161Annexe AEstimation fonctionnelle classiqueDans cette annexe, nous nous pla�cons dans le contexte de la r�egression classique dont nousrappelons quelques r�esultats. Nous supposons que les variables de notre syst�eme sont divis�eesen deux cat�egories : l'entr�ee et la sortie. Sans perte de g�en�eralit�e, nous supposerons la sortiemonodimensionnelle et r�eelle. L'entr�ee, not�ee x, est un vecteur d'un espace X � Rr; r � 1et la sortie, y, appartient �a Y � R. Le but est ici de trouver une relation fonctionnelleentre l'entr�ee et la sortie, a�n de pr�edire le r�esultat pour une nouvelle entr�ee. Nous dispo-sons pour cela d'un �echantillon �ni d'observations coupl�ees (xi; yi)ni=1 formant un ensembled'apprentissage.A.1 D�e�nition du mod�eleOn suppose que l'entr�ee et la sortie sont des r�ealisations respectives d'un vecteur al�eatoireX de X et d'une variable al�eatoire Y de Y. Ces variables al�eatoires sont suppos�ees ind�epen-dantes et identiquement distribu�ees, de densit�es de probabilit�e respectives PX(x) et PY (y).La source de cet al�ea est multiple. Il peut par exemple provenir de la non-mesurabilit�e desentr�ees, du caract�ere stochastique du syst�eme lui-même ou d'un bruit dû �a la sensibilit�ede l'instrument de mesure. On peut d�ecomposer le syst�eme en deux parties distinctes, unepartie fonctionnelle d�eterministe, qui ne d�epend que des variables mesurables, et une partieal�eatoire. Le mod�ele s'�ecrit alors : y = g(x) + " (A.1)o�u g est une fonction de X dans Y et " est une variable al�eatoire centr�ee. Bien que la fronti�eresoit un peu arti�cielle, on peut classer les m�ethodes d'estimation en deux cat�egories, selon quela forme g�en�erale de la fonction g est suppos�ee connue ou non. Dans le premier cas, on cherchela solution dans une famille param�etr�ee de fonctions : il s'agit de m�ethodes param�etriques.Dans le deuxi�eme cas, il n'y a aucun a priori sur la nature de la solution, les m�ethodescorrespondantes sont dites non-param�etriques.



162 A Estimation fonctionnelle classiqueA.2 M�ethodes param�etriquesLes m�ethodes param�etriques supposent une forme rigide de d�ependance entre les entr�ees etla sortie. Dans ces mod�eles, la sortie estim�ee by s'�ecrit sous la formeby = h(x;w); w 2 Wo�u h est une fonction d�etermin�ee etw, un vecteur de param�etres �a estimer parmi un ensembleW .Quelque soit la forme du mod�ele choisi, celui n'est acceptable que dans la mesure o�u il(( s'adapte bien )) au jeu de donn�ees d'apprentissage. Ceci peut se mesurer par un crit�ered'erreur empirique, par exemple quadratique, entre les donn�ees r�eelles et estim�ees :Jn(w) = 1n nXi=1 (yi � h(xi;w))2: (A.2)La solution optimale bw est celle qui minimise ce crit�ere :bw = arg minw2W Jn(w):Les param�etres peuvent �egalement être d�etermin�es �a l'aide de techniques statistiques plusg�en�erales, comme la recherche du maximum de vraisemblance. Dans le cas o�u l'al�ea " suitune loi gaussienne, cette technique se ram�ene �a la minimisation du crit�ere pr�ec�edent.Les formes les plus courantes de mod�eles sont les mod�eles lin�eaires g�en�eralis�es ou polyno-miaux. Dans l'exemple de la �gure A.1, les donn�ees semblent adapt�ees �a une forme polyno-miale d'ordre 3 ou 5, mais certainement pas �a une forme lin�eaire, parabolique, ni �a une formepolynomiale d'ordre ((�elev�e)). L'ordre du polynôme devient un hyperparam�etre que l'on peutr�egler par une m�ethode de s�election de mod�eles (cf. section A.4).
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Fig. A.1 { R�egression polynomiale. Les cinq premiers graphiques pr�esentent l'ajustementpolynomial �a un �echantillon de 20 exemples. Dans chaque graphique, nous avons repr�esent�ela fonction cible g ({), l'�echantillon (*) et la fonction d'estimation (-, en gras). Nous avons�egalement repr�esent�e des barres d'erreur (-) qui contiennent 50% des pr�edictions, si " suitune loi gaussienne. Nous avons utilis�e successivement des polynômes d'ordre 1, 2, 3, 5 et 12.Dans chaque cas, le polynôme minimisant l'erreur quadratique moyenne a �et�e s�electionn�e.Nous remarquons, dans le dernier graphique, que l'erreur d�e�nie sur un ensemble de test (-)atteint un minimum pour l'ordre 3 et augmente tr�es vite pour des ordres �elev�es, pour lesquelsil y a sur-apprentissage. Dans le même temps, l'erreur d�e�nie sur l'ensemble d'apprentissage({) continue de d�ecrô�tre.On voit bien que dans le cas g�en�eral, il est di�cile de d�e�nir un type particulier de mod�eleadapt�e �a un jeu de donn�ees. On peut pour cela avoir recours �a d'autres m�ethodes, ditesnon-param�etriques ou 
exibles. La non-
exibilit�e est l'inconv�enient essentiel des m�ethodesparam�etriques. Nous d�etaillerons ces m�ethodes dans les paragraphes suivants.Certaines m�ethodes param�etriques permettent �egalement d'�eviter les solutions trop rigides,comme les m�ethodes de r�egression par morceaux. Contrairement aux m�ethodes classiques,qui ont une nature globale, ce sont des m�ethodes locales. L'espace des entr�ees est d�ecoup�e en



164 A Estimation fonctionnelle classiquedi��erentes r�egions s�epar�ees par des n�uds. L'exemple le plus classique est celui des polynômespar morceaux.A.3 M�ethodes non param�etriquesA.3.1 Principe g�en�eralLorsque la nature de la relation est inconnue, le principe consiste en g�en�eral �a d�eterminer,parmi toutes les fonctions mesurables, celle qui semble s'adapter le mieux aux donn�ees d'ap-prentissage. Dans cette optique, on peut chercher �a �evaluer l'erreur moyenne commise surl'espace X �Y. Il faut pour cela d�e�nir un crit�ere d'erreur ponctuel entre la vraie valeur etson estimation : C(y; g(x)):L'erreur globale, appel�ee erreur de pr�ediction est alors :R(g) = EPXY (C(Y; g(X))] (A.3)La fonction f recherch�ee, dite fonction cible, est d�e�nie par :f = arg ming2MR(g) (A.4)o�u M est l'ensemble de fonctions mesurables de X dans Y. Ce formalisme tr�es g�en�eralpeut s'appliquer aussi bien au probl�eme de r�egression qui nous concerne qu'�a ceux de laclassi�cation ou de l'estimation d'une densit�e. Le choix du crit�ere C doit être adapt�e �a lasituation. En r�egression, le crit�ere C le plus couramment utilis�e est le crit�ere quadratique :C(y; g(x)) = (y � g(x))2:La solution de l'�equation (A.4), appel�ee fonction de r�egression, est l'esp�erance conditionnellede y sachant x : f(x) = EPY jX (Y jX = x); x 2 X : (A.5)D'autres crit�eres peuvent être utilis�es, parmi lesquels le crit�ere des d�eviations absolues :C(y; g(x)) = jy � g(x)jDans ce cas, la fonction cible, solution de (A.4) est la m�ediane conditionnelle :f(x) = mediane(Y jX = x):Quelque soit le crit�ere C, la connaissance de la densit�e jointe PXY (x; y) est n�ecessaire �a lad�etermination de la solution optimale f . Or, cette densit�e est tr�es rarement disponible, di�-cile �a estimer et la fonction f n'est donc pas accessible. Le probl�eme est alors de d�eterminerune fonction bf , estimant f , uniquement �a l'aide des donn�ees. L'estimation de la densit�e est



A.3M�ethodes non param�etriques 165elle-même un probl�eme d�elicat, mais il est possible d'employer di��erentes heuristiques (( rai-sonnables )). La plupart des estimateurs sont construits �a partir d'une estimation simple dela densit�e, comme la densit�e empirique :P̂ (x; y) = 1n nXi=1 �fxig(x)�fyig(y);� �etant la fonction indicatrice.Dans la suite, nous pr�esentons les estimateurs les plus classiques de la fonction de r�egressiond�e�nie par l'�equation (A.5) [61, 64, 144, 57]. Bien que d'autres classi�cations soient possibles,nous regroupons les estimateurs en trois cat�egories, selon la fa�con dont on les construit : lesestimateurs directs de la fonction de r�egression, les m�ethodes bas�ees sur la minimisation durisque empirique, les m�ethodes de projection.A.3.2 Estimation directe de la fonction de r�egressionM�ethode des noyauxDans cette m�ethode, propos�ee simultan�ement par Nadaraya [110] et Watson [166], la proxi-mit�e de x et xi est repr�esent�ee sous la forme d'un noyau K�, qui est une fonction de Rr dansR, continue, born�ee, et telle que ZX K�(u)du = 1;� �etant un param�etre d�e�nissant la largeur de bande du noyau. Les noyaux les plus classiquessont la densit�e de probabilit�e gaussienne ou le noyau d'Epanechnikov [61], qui minimiseasymptotiquement l'erreur quadratique moyenne.On d�e�nit la densit�e jointe de Parzen et la densit�e marginale de Parzen respectivement defa�con suivante : bP (x; y) = 1n nXi=1 K�(x� xi)�yi et bP (x) = 1n nXi=1 K�(x� xi):Et on d�e�nit naturellement la densit�e conditionnelle de Parzen de y sachant x par :bP (yjx) = bP (x; y)bP (x) :L'estimateur de Nadaraya-Watson est alors d�e�ni en rempla�cant P (yjx) par son estimationbP (yjx) : bf (x) = ZY y bP (yjx)dy = Pni=1K�(x� xi)yiPni=1K�(x� xi) : (A.6)Cette expression peut s'�ecrire sous la forme :bf (x) = 1n nXi=1 H(x;xi)yi (A.7)



166 A Estimation fonctionnelle classiqueo�u H(x;xi) correspond �a l'in
uence relative de xi sur x. L'expression de l'estimateur ap-parâ�t comme une combinaison lin�eaire des yi dont les poids d�ependent de la proximit�e dex et xi. De nombreuses techniques de r�egression que nous allons voir dans les paragraphessuivants poss�edent cette propri�et�e de lin�earit�e, comme les splines, les m�ethodes de projection,les fonctions de bases radiales, la m�ethode des plus proches voisins ou le r�egressogramme.La fonction x! H(x;xi) est appel�ee noyau �equivalent de bf en xi.Asymptotiquement, bf(x) converge en moyenne quadratique, et donc en probabilit�e vers f(x),sous certaines conditions [61]. Le param�etre � r�egle l'in
uence du biais et de la variance del'estimateur. Une proc�edure de s�election de mod�ele est n�ecessaire pour d�eterminer une valeurraisonnable de ce param�etre. Si cette valeur est trop grande, la variance de l'estimateur estfaible, mais l'estimateur est fortement biais�e. Inversement, si � est trop petit, l'estimateurest moins biais�e mais la variance est grande.Dans le cas multi-dimensionnel, le choix d'un param�etre pour chaque dimension donne desr�esultats plus performants mais n�ecessite une proc�edure de s�election plus lourde. La m�ethodedes noyaux n'est pas conseill�ee pour les ((grandes )) dimensions (r > 5).Dans la m�ethode classique, le param�etre � est le même pour tous les noyaux. Des variantesde la m�ethode l�event cette contrainte en permettant de construire des estimateurs ayant deslargeurs de bande di��erentes. La di�cult�e de ces variantes est qu'elles n�ecessitent l'identi�-cation de nr param�etres.Le r�egressogramme, l'un des plus anciens estimateurs non param�etriques, peut être vu commeun r�egresseur �a noyau uniforme. Cet estimateur, obtenu en prenant la moyenne des valeursde y pour les xi appartenant �a une r�egion �x�ee de l'espace X contenant x, est une fonctiondiscontinue et n'est de ce fait que rarement utilis�e.M�ethodes locales : les plus proches voisinsL'estimateur �a noyaux est d�e�ni comme une moyenne pond�er�ee des variables de sortie, eng�en�eral dans un ensemble �xe, ind�ependant de x. La m�ethode des k-plus proches voisins netient compte que d'un voisinage V (x) de x. Ce voisinage V (x) est d�e�ni comme l'ensembledes k plus proches vecteurs xi de x selon une certaine distance k:k (distance Euclidienneou distance de Mahalanobis en g�en�eral). L'estimateur est alors d�e�ni simplement comme lamoyenne des yi sur V (x) : bf (x) = 1k Xxi2V (x) yi (A.8)Cet estimateur, lin�eaire en y, peut se r�e�ecrire sous la forme de l'�equation (A.7) avecH(x;xi) = nk si xi 2 V (x) et 0 sinon:L'estimateur converge en moyenne quadratique vers f(x), au taux optimal [145] de n�4=5si l'entr�ee est monodimensionnelle [88]. De nombreuses extensions ont �et�e propos�ees dansla litt�erature, comme les techniques de r�egression locale pond�er�ee [6, 49], parfois appel�eesm�ethodes �a base de m�emoire ou lazy [5, 10]. La plus largement r�epandue est celle de Cle-veland [25], connue sous le nom de LOWESS. L'id�ee de ces m�ethodes est de combiner lesavantages qu'o�rent la m�ethode des noyaux et celle des plus proches voisins. Au lieu de



A.3M�ethodes non param�etriques 167minimiser le crit�ere quadratique empirique classique, comme par exemple dans les m�ethodesparam�etriques, on tient compte de la proximit�e des vecteurs d'apprentissage en minimisantun crit�ere quadratique pond�er�e par une fonction noyau K�:Jn(w) = nXi=1 (yi � f(xi;w))2K�(x� xi): (A.9)Il s'agit d'une m�ethode locale, di��erente de la m�ethode des noyaux, dans la mesure o�ules poids bw minimisant le crit�ere pr�ec�edent d�ependent de l'entr�ee x �a �etudier. Cependant,Lejeune [94] et M�uller [106] ont montr�e l'�equivalence des m�ethodes de noyaux et de r�egressionlocale pond�er�ee sous certaines conditions.A.3.3 Minimisation du risque empiriqueAu lieu de d�eterminer directement un estimateur de la fonction de r�egression, on revient �al'expression de l'erreur de pr�ediction (�equation A.3) et l'on estime tr�es simplement la densit�ejointe PXY par la densit�e empirique. Le crit�ere �a minimiser, le coût empirique classique, estalors de nouveau l'erreur quadratique moyenne :Jn(g) = 1n nXi=1 (yi � g(xi))2:Cependant, il existe une in�nit�e de fonctions mesurables g, interpolant les donn�ees d'appren-tissage (xi; yi)ni=1, dont le coût empirique est nul. Ce probl�eme de minimisation est alors malpos�e au sens de Hadamard [160, 55]. Les techniques utilis�ees restreignent le champ des solu-tions en imposant des contraintes sur la forme de la solution, comme pour des perceptronsmulti-couches, ou sur ses d�eriv�ees, comme pour les splines.Perceptrons multi-couchesOn se limite ici aux perceptrons �a une couche cach�ee. La solution s'�ecrit sous la formesuivante : bf(x) = JXj=1 �j�(wtjx� cj) + �0; (A.10)o�u � est une fonction dite d'activation, en g�en�eral, la fonction logistique ou la fonctiontangente hyperbolique, et wj ; �j; �0; cj sont des param�etres �a ajuster en minimisant le coûtempirique.Contrairement aux techniques pr�ec�edentes, les r�eseaux de neurones sont des estimateursnon lin�eaires par rapport aux yi et n�ecessitent de ce fait des techniques d'optimisation nonlin�eaires, comme la m�ethode de Newton ou ses variantes, comme la descente du gradient.L'algorithme it�eratif de r�etroprogation du gradient, qui permet de calculer successivementles poids des di��erentes couches, a largement contribu�e �a l'e�cacit�e de ces m�ethodes.



168 A Estimation fonctionnelle classiqueLes r�eseaux de neurones sont des approximateurs universels [70], c'est-�a-dire capables d'ap-procher ind�e�niment toute fonction continue 1. La principale di�cult�e de ces techniques estde d�e�nir la structure la mieux adapt�ee aux donn�ees, c'est-�a-dire, la taille J du r�eseau. Cecipeut être r�ealis�e �a l'aide de m�ethodes de s�election et de validation de mod�ele (cf. sectionA.4).Les estimateurs complexes pr�esentent une grande variance, et donc une erreur de pr�edic-tion importante. Une des fa�cons de contrôler la complexit�e du mod�ele est de p�enaliser lesstructures faisant intervenir des poids �elev�es. Le crit�ere �a minimiser devient :Jpen(w) = 1n nXi=1 (yi � bf(xi;w))2 + �kwk2; (A.11)o�u � est un param�etre de r�egularisation et kwk le carr�e de la norme de w. Ces m�ethodes ontune interpr�etation bay�esienne [12]. Le terme de p�enalisation correspond �a une distribution apriori sur les poids.De nombreuses techniques similaires aux perceptrons multi-couches ont �et�e d�evelopp�ees dansla litt�erature. C'est en particulier le cas des projections r�ev�elatrices [51]. Il s'agit de r�eseaux�a une couche cach�ee dont l'expression est la suivante :bf(x) = JXj=1 �j�j(wtjx� cj) + �0: (A.12)Les fonctions d'activation non lin�eaires �j sont ici di��erentes les unes des autres et sontd�etermin�ees �a partir des donn�ees pendant la proc�edure d'apprentissage. Les poids de chacunedes couches sont optimis�es de mani�ere ind�ependante. Les projections r�ev�elatrices sont ainsiun moyen d'introduire une connaissance a priori sur la nature du probl�eme.Splines de lissageDans le cas des splines de lissage [58, 162], on �evite le probl�eme de l'interpolation en ajoutantau coût empirique un terme p�enalisant les grandes variations locales.On suppose ici que la variable x est mono-dimensionnelle. Une g�en�eralisation �a deux ouplusieurs dimensions est possible mais requiert des coûts de calcul beaucoup plus importants(en O(n3) pour r = 2 contre O(n) pour r = 1).Parmi les di��erentes fa�cons de quanti�er les variations locales, une mesure courante p�ena-lise les grandes valeurs de la d�eriv�ee seconde. Le probl�eme est alors de trouver la fonctionminimisant le crit�ere suivant :Jreg(g) = 1n nXi=1 (yi � g(xi))2 + �ZX (g00(x))2 (A.13)o�u �, constante positive �x�ee, d�e�nie comme le param�etre de r�egularisation joue le rôle deparam�etre de lissage. Le probl�eme de minimisation de Jreg dans la classe des fonctions deux1: Soit K un compact de X et C = C(K;Y) l'ensemble des fonctions continues de K dans X . L'ensemblede fonctions A = ff : K 7�! Xg est un approximateur universel si et seulement si, 8f 2 C; 8� > 0; 9 g 2A; kf(x)� g(x)k � �; 8x 2 K.



A.3M�ethodes non param�etriques 169fois di��erentiables, d�e�nies sur un intervalle de R, a une solution unique, appel�ee splinecubique. Plus le param�etre � est grand, plus la courbe est (( lisse )) et plus la variance del'estimateur est faible.Fonctions de base radialeDans cette approche, l'estimateur est une combinaison lin�eaire de J fonctions de base Gjnon lin�eaires en x, avec J < n, chaque Gj �etant une fonction noyau particuli�ere, fonction dela distance kx� cjk, g�en�eralement euclidienne, entre deux vecteurs cj et x.L'estimateur a donc la forme suivante [105]:bf (x) = JXj=1 �jGj(kx� cjk) + �0 (A.14)et peut être repr�esent�e par un r�eseau de neurones �a une couche cach�ee (cf. chapitre 2,section 1.2.5). Cette famille de fonctions, comme les perceptrons, est aussi un approximateuruniversel.Parmi les di��erentes fonctions de base consid�er�ees, la plus courante est la fonction localeGaussienne, centr�ee en l'unit�e cach�ee cj :Gj(kx� cjk) = exp��12(x� cj)t��1j (x� cj)� (A.15)o�u �j est une matrice sym�etrique d�e�nie positive.Un des principaux avantages des fonctions de base radiales, par rapport aux perceptrons, estla possibilit�e d'optimiser rapidement et de mani�ere ind�ependante, d'une part, les centres cjet la matrice �j et d'autre part les �j. En particulier, les centres peuvent par exemple êtred�etermin�es e�cacement �a l'aide de techniques de classi�cation non supervis�ee de l'ensembled'apprentissage. Les poids �j sont d�etermin�es ind�ependemment,une fois les autres param�etres�x�es, par minimisation du coût empirique Jn. Il est �egalement possible d'introduire un termede r�egularisation comme dans le cas des splines et de minimiser le coût Jreg d�e�ni parl'�equation (A.13) (cf. paragraphe pr�ec�edent) [55]. Quant �a la structure du mod�ele, le nombreJ d'unit�es cach�ees peut être d�etermin�e �a l'aide de techniques de s�election de mod�eles (cf.section A.4).A.3.4 M�ethodes de projectionDans cette famille de m�ethodes, on suppose que la fonction de r�egression f peut être repr�e-sent�ee par une s�erie de Fourier : f(x) = 1Xj=0 bj�j(x) (A.16)o�u les (�j)1j=0 forment une base orthonorm�ee d'un espace F (L2(Rr), par exemple) de di-mension in�nie et les (bj)1j=0 sont les coe�cients de Fourier inconnus, d�e�nis parbj = ZX f(x)�j(x)dx: (A.17)



170 A Estimation fonctionnelle classiqueOn peut d�e�nir des conditions sous lesquelles une telle d�ecomposition est possible [61]. Lespolynômes de Laguerre, de Legendre, de Hermitte ou les transform�ees en ondelettes ortho-gonales [4] sont des exemples classiques de fonctions de base �j.Puisque l'on ne poss�ede qu'un nombre �ni d'observations, il n'est possible d'estimer qu'unnombre �ni de coe�cients bj et on ne conserve que J termes dans l'expression (A.16). L'es-timateur, dit de s�erie orthogonale, s'�ecrit alors de fa�con suivante :bf(x) = JXj=0 bbj�j(x); (A.18)o�u les bbj sont des estimations des coe�cients de Fourier bj, lin�eaires en y. Ces estimateursposs�edent alors eux aussi la propri�et�e de lin�earit�e en y.Le nombre de coe�cients J est ici un hyperparam�etre �a estimer. Il joue le rôle de param�etrede lissage du mod�ele.A.4 S�election de mod�elesA.4.1 Le compromis biais-varianceL'erreur de pr�ediction peut se d�ecomposer en deux termes : l'erreur quadratique moyenne etun terme irr�eductible ne faisant intervenir que l'innovation du syst�eme ". L'erreur quadra-tique moyenne de l'estimateur bf(x) de f(x) peut se d�ecomposer elle-même en deux termesantagonistes, la variance et le carr�e du biais :EPX [( bf(x)� f(x))2] = V arPX ( bf(x)) + [EPX ( bf (x))� f(x)]2:La plupart des m�ethodes que nous avons vues n�ecessitent de d�e�nir un ou plusieurs para-m�etres contrôlant ce compromis biais-variance.A.4.2 Crit�eres d'identi�cation de mod�elesEn statistique, de nombreux crit�eres ont �et�e d�evelopp�es, souvent dans un contexte para-m�etrique, a�n de mesurer la capacit�e de g�en�eralisation de mod�eles en utilisant les donn�eesd'apprentissage. Les plus usit�es sont le Cp de Mallows [102], le Crit�ere d'Information d'Akaike(AIC) [2], ou le Crit�ere d'Information Bay�esien (BIC) [128]. Ces crit�eres sont constitu�es dedeux termes : le coût empirique et un terme p�enalisant la complexit�e de l'estimateur.Un deuxi�eme type de crit�eres est mieux adapt�e aux mod�eles non-param�etriques : ce sont lescrit�eres de r�e�echantillonnage, comme la validation-crois�ee et ses variantes, le jackknife ou lebootstrap [48]. Leur principe est bas�e sur la division de l'�echantillon en plusieurs ensembles,qui servent alternativement �a l'identi�cation et �a la validation de mod�eles. Nous pr�esentonsuniquement une des variantes de la validation crois�ee, connue sous le nom de (( leave oneout )).Soit � le param�etre de lissage, vectoriel ou momodimensionnel, contrôlant la complexit�ede la structure. Il peut s'agir aussi bien de la largeur de bande � d�e�nie dans la m�ethodedes noyaux, que du nombre k dans la m�ethode des plus proches voisins, du nombre J de



A.5Discussion 171fonctions de base dans les m�ethodes de projection ou de la taille du mod�ele dans les r�eseauxde neurones. Pour un certain nombre de valeurs de �, on e�ectue la proc�edure suivante. Lepoint (xi; yi) est retir�e de l'�echantillon et on estime la variable y en xi �a l'aide des n � 1exemples restants. L'estimateur de yi obtenu �etant not�e bf (�i)� (xi), on construit alors le crit�erede validation crois�ee suivant : CV (�) = 1n nXi=1 (yi � bf (�i)� (xi))2 (A.19)La valeur choisie, �̂, est celle qui minimise ce crit�ere.A.5 DiscussionLa diversit�e des probl�emes soulev�es dans cette partie rend di�cile le choix d'une m�ethodeid�eale. Chaque m�ethode est �a utiliser selon le contexte et l'information disponible. Si lataille de l'ensemble d'apprentissage est �elev�ee et que les donn�ees sont bien r�eparties, on auraint�erêt �a utiliser une m�ethode statistique classique et peu coûteuse, comme les splines ou lam�ethode des noyaux. Si la dimension du vecteur d'entr�ee est importante, on utilisera plutôtune m�ethode de projection ou une technique connexioniste.Cependant, ces techniques sont souvent utilis�ees bien que les donn�ees dont on dispose soientsouvent issues d'un m�elange de lois ou entach�ees de points aberrants. Dans le cas de donn�eesaberrantes, on utilisera de pr�ef�erence une m�ethode robuste, comme la r�egression par la m�e-diane, les estimateurs bas�es sur des statistiques d'ordre (L-estimateurs, R-estimateurs) ou laclasse des M-estimateurs [71].Di��erents types de m�ethodes traitent le probl�eme de l'ambiguit�e entre plusieurs sorties pos-sibles d'un syst�eme, connaissant l'entr�ee x. Les m�ethodes statistiques visent en g�en�eral �aestimer la probabilit�e conditionnelle P (yjx), qui contient une information plus riche qu'unesimple valeur ponctuelle ou qu'un intervalle de con�ance. Les mod�eles de m�elange o�rentun cadre appropri�e pour ce type de probl�eme. Ils combinent les avantages des m�ethodesparam�etriques et non param�etriques, en d�e�nissant une large classe de fonctions sans que lataille du mod�ele, c'est-�a-dire le nombre de param�etres �a estimer, soit trop importante. Laprobabilit�e conditionnelle est repr�esent�ee comme une combinaison lin�eaire de fonctions :P (yjx) = JXj=1 �j(x)�j(yjx;wj)o�u les �j(:jx;wj), fonctions param�etr�ees par un vecteur wj, repr�esentent la densit�e condi-tionnelle de y sachant x pour la jeme composante du m�elange. Les coe�cients �j(x) peuventêtre vus comme des probabilit�es a priori, connaissant x, que la variable y soit g�en�er�ee parla jeme composante du m�elange. Ils doivent donc v�eri�er les contraintesJXj=1 �j(x) = 1 et 0 < �j(x) < 1 8j = 1 : : : J:Les param�etres wj; �j sont calcul�es par maximisation de la vraisemblance [12].



172 A Estimation fonctionnelle classiqueLorsque la densit�e des points est faible dans une r�egion de l'espace autour d'un point x, lemanque d'information est souvent indiqu�e, pour la plupart des m�ethodes statistiques parune variance importante V ar(byjx) de la variable expliqu�ee, ce qui est simplement une formed'incertitude sur la valeur inconnue. L'absence d'information, en tant que telle, en th�eorie desprobabilit�es, peut se mesurer par des crit�eres sur la probabilit�e conditionnelle P (yjx). Pour cetype de probl�eme, on peut mentionner les m�ethodes statistiques bay�esiennes, qui proposentdes solutions tenant compte de l'information globale disponible. Dans l'approche bay�esienne,on d�e�nit une probabilit�e a priori sur le bruit " et l'espace des fonctions possibles g d�e�niedans le mod�ele g�en�erique (A.1). L'expression de la distribution conditionnelle P (yjx) quien d�ecoule est assez complexe, mais peut être estim�ee par des m�ethodes de Monte-Carlo oud'estimation de la vraisemblance [54].



173Annexe BEstimation de donn�ees manquantesB.1 IntroductionDans un probl�eme de classi�cation ou de r�egression, se posent toujours en amont de la châ�nede traitement les phases pr�eliminaires essentielles, comme le choix des variables ou la gestiondes donn�ees manquantes. Dans cette annexe, nous proposons une synth�ese bibliographiqued�ecrivant les principales m�ethodes d'estimation ou de gestion de donn�ees manquantes. Dansun tableau de donn�ees, l'existence de valeurs manquantes peut être due �a des causes tr�esdiverses. La donn�ee peut être indisponible �a cause d'un dysfonctionnement de l'appareil demesure qui la d�elivre. Dans la collecte de donn�ees par sondages, il peut s'agir d'absence der�eponses, de r�eponses contradictoires invalid�ees par l'analyste. Une absence de r�eponse peutelle-même re
�eter deux types de comportement : la donn�ee est compl�etement inconnue parle sond�e ou au contraire elle provient d'un refus de r�epondre.Soit fx1; : : :xng, un ensemble de n vecteurs r-dimensionnels, contenant des donn�ees obser-v�ees et manquantes. On repr�esentera par o ou o(x), l'ensemble des indices de toutes lescomposantes observ�ees d'un vecteur x = fx1; : : : ; xrg donn�e : o � f1; : : : rg. De même,m ou m(x) est l'ensemble des indices manquants, compl�ementaires �a f1; : : : ; rg. Ainsi,m[ o = f1; : : : ; rg. On note xo la partie observ�ee de x et xm, sa partie manquante. On sup-pose que toute observation contient au moins une composante observ�ee et que toute variableest observ�ee pour au moins un individu.Hypoth�eses probabilistesDe mani�ere g�en�erale, si l'on s'appuie sur des mod�eles probabilistes, lorsque l'on travaille avecdes donn�ees partiellement manquantes, on peut d�ecomposer la mod�elisation en deux parties[97, 53] :{ le m�ecanisme qui g�en�ere les donn�ees compl�etes ;{ le m�ecanisme qui d�e�nit la position des valeurs manquantes.Soit a = fa1; : : : ; arg, le vecteur indicatrice de valeurs manquantes, o�u aj vaut 1 si la valeurcorrespondante est manquante et 0 sinon. Les vecteurs xo, xm et a sont suppos�es être des



174 B Estimation de donn�ees manquantesr�ealisations des vecteurs al�eatoires 1 respectifs Xo;Xm et A. La distribution de l'absenceA des donn�ees, suppos�ee param�etr�ee par un vecteur �, peut s'�ecrire de mani�ere g�en�erale :P (a) = P (ajx;�). Selon Little et Rubin [97], on peut distinguer trois types de d�ependanceentre A et X :{ la donn�ee manquante est compl�etement al�eatoire (Missing Completely At Random,MCAR), c'est-�a-dire ind�ependante des donn�ees : P (ajxo;xm;�) = P (a;�){ la donn�ee manquante est al�eatoire (Missing At Random, MAR). Elle d�epend seulementdes donn�ees observ�ees xo:P (ajxo;xm;�) = P (ajxo;�){ la donn�ee manquante est non al�eatoire (Not Missing At Random, NMAR). Elle d�epend�egalement des valeurs manquantes. Les donn�ees sont dites censur�ees.Face �a un probl�eme de donn�ees manquantes, il y a trois attitudes possibles. On peut �elu-der la question en ne retenant dans la base de donn�ees que les vecteurs complets pour destraitements ult�erieurs ; on peut conserver les vecteurs incomplets sans chercher �a estimerles valeurs manquantes ; au contraire, on peut estimer les valeurs manquantes �a l'aide desinformations disponibles. Ces attitudes donnent lieu �a trois types de traitements : l'�elimina-tion des vecteurs incomplets, l'ignorance des variables inconnues et l'estimation des variablesinconnues.Elimination des vecteurs incompletsUne technique courante consiste �a supprimer tous les vecteurs d'observation xi incomplets.On obtient alors un tableau de vecteurs complets auquel on peut appliquer directement destraitements et analyses statistiques classiques.Cette technique simple ne donne des r�esultats satisfaisants que lorsque les donn�ees man-quantes sont peu nombreuses et sont du type MCAR. En e�et, si l'hypoth�ese MCAR n'estpas v�eri��ee, la distribution des donn�ees observ�ees Xo est di��erente de celle de X. En par-ticulier, la moyenne et la variance sont biais�ees. De plus, l'un des inconv�enients majeursde cette m�ethode est la perte d'information qu'elle entrâ�ne. Dans le cas de donn�ees mul-tivari�ees o�u plusieurs carat�eristiques d'un même vecteur sont manquantes, la suppressiondes donn�ees incompl�etes, qui peuvent repr�esenter une part importante des donn�ees, peut ser�ev�eler ine�cace et entrâ�ner une grande perte d'information, au sens de Fisher 2.Ignorance des variables inconnuesUne m�ethode moins brutale consiste �a conserver les vecteurs incomplets et �a utiliser toutel'information d�elivr�ee par les variables disponibles pour des traitements comme la classi�ca-tion ou la r�egression.1:Dans la suite, on notera en lettres capitales les variables ou vecteurs al�eatoires et en gras, les r�ealisationsdes vecteurs al�eatoires.2: En e�et, on peut montrer, d'apr�es le principe d'information manquante [29], que l'information de Fishercompl�ete est �egale �a la somme de l'information obtenue �a partir des donn�ees observ�ees et celle obtenue �apartir des donn�ees manquantes.



B.2Traitements heuristiques 175Ainsi, pour un algorithme de classi�cation non supervis�ee, l'adaptation aux donn�ees man-quantes est imm�ediate. Si on prend l'exemple des cartes auto-organisatrices de Kohonen [86],on peut utiliser la distance aux prototypes sur le sous-espace des donn�ees observ�ees X o d'unexemple incomplet x.Soient C = fci(k)gKk=1 2 X l'ensemble des prototypes (complets) de la carte �a la pr�esentationdu ieme vecteur de la base d'apprentissage xi et Vi(k) � C le voisinage associ�es �a ci(k).Apr�es initialisation des unit�es c(k) �a c0(k), on it�ere la proc�edure suivante pour le vecteurd'apprentissage xi :{ recherche de l'unit�e gagnante k� = arg mink=1;::: ;K kxoi � coi (k)k{ modi�cation de l'unit�e gagnante et de ses voisines :8k 2 Vi(k�); coi+1(k) = coi (k) + "i(xoi (k)� coi (k));o�u coi (k) est la projection de ci(k) sur l'espace X o, et "i, une suite d�ecroissante bien choisie.On proc�ede de même pour tout algorithme de classi�cation automatique, comme les centresmobiles, ou les centres mobiles 
ous.EstimationLes m�ethodes de substitution consistent �a remplacer la valeur manquante de la caract�eris-tique xj d'un vecteur x en l'estimant �a partir de ses valeurs connues ou de la valeur dela caract�eristique sur l'ensemble des autres vecteurs. De nombreuses approches sont envisa-geables. On peut les classer en trois cat�egories :{ les traitements heuristiques : ce sont des r�egles pratiques, ne reposant sur aucun mod�eleparticulier (substitution par la moyenne, la m�ediane...){ les m�ethodes bas�ees sur un mod�ele de r�egression ;{ les m�ethodes probabilistes, bas�es sur l'estimation de la densit�e de la variable �a recons-truire ;Nous allons d�etailler ces di��erentes approches dans les trois sections suivantes.B.2 Traitements heuristiquesB.2.1 Traitement monovariableDe nombreuses techniques ont �et�e d�evelopp�ees par des praticiens sous forme de r�egles heu-ristiques [26]. L'exp�erience et certaines simulations ont montr�e qu'elles donnent d'assez bonsr�esultats. Parmi les m�ethodes de remplacement les plus usuelles, les moins sophistiqu�ees netiennent pas compte des relations entre les variables. Elles consistent �a remplacer la valeurmanquante xj par la moyenne �xj (ou la m�ediane) de la jeme variable d�e�nie sur les valeursconnues. Cette m�ethode n'est valable que pour les donn�ees MCAR. Elle pr�eserve la moyenneobserv�ee, mais sous-estime la variance (d'un facteur de nj�1n�1 , nj �etant le nombre d'exemplescomplets pour la variable j).



176 B Estimation de donn�ees manquantesB.2.2 M�ethodes connexionnistesIl est possible de d�e�nir des architectures particuli�eres de r�eseaux de neurones adapt�ees autraitement des donn�ees manquantes.Certains r�eseaux reposent sur le codage de la variable d'entr�ee en deux ou plusieurs neuronesselon les variantes [158]. Par exemple, la valeur des deux neurones est celle de la variable, xj,si celle-ci est connue. Si la variable est inconnue, les deux neurones prennent respectivementune valeur (( faible )) et (( �elev�ee )) de la variable, ces valeurs �etant d�e�nies �a partir decaract�eristiques globales de la variable j, plus ou moins robustes : les valeurs minimale etmaximale ; le premier et le troisi�eme quartile ; les quantit�es �xj � sj et �xj + sj , o�u sj estl'�ecart-type estim�e de la variable j.D'autres formes de codages plus �evolu�es ont �et�e propos�es, comme les codages 
ous [107, 104].Cette fois, chaque donn�ee en entr�ee est cod�ee par 3 neurones, mettant en �uvre 3 fonctionsd'appartenance d'ensembles 
ous repr�esentant les variables linguistisques fpetit;moyen; grandgde la caract�eristique continue. Les coe�cients de ces fonctions d'appartenance sont r�egl�es demani�ere �a ce qu'une valeur inconnue soit cod�ee par le triplet f0:5; 0:5; 0:5g correspondant auniveau d'activation respectif des cellules, ce choix �etant justi��e par le fait que la valeur 0:5repr�esente une ambigu��t�e maximale.L'inconv�enient de ces r�eseaux �a codage est le doublement, voire le triplement des donn�eesd'entr�ee du r�eseau, et le caract�ere arti�ciel de certains codages qui peuvent perturber l'ap-prentissage.B.3 Approches par estimation fonctionnelleD'autres m�ethodes un peu plus sophistiqu�ees sont bas�ees sur la construction de mod�eles der�egression dont les variables explicatives sont s�electionn�ees parmi les donn�ees connues, dutype : xj = fj(xo) + "j; j 2 m(x); avec E("j ) = 0: (B.1)Ainsi, pour tout x, chaque variable inconnue xj n�ecessite la construction et l'identi�cationd'une fonction fj.L'estimateur de xj est donc l'estimateur de la fonction de r�egression :bxj = \E(Xj jXo = xo) (B.2)L'approche la plus rudimentaire consiste �a remplacer la valeur manquante par la valeurcorrespondante d'un individu ayant des caract�eristiques semblables, le plus proche voisin ausens d'une distance k:k. On utilise souvent la notion de distance (de Mahalanobis, euclidienneou autres) entre un individu et la base d'apprentissage, comme dans les m�ethodes de type(( hot deck )) [50], fr�equente dans l'�edition des questionnaires. Si z = (zo;zm) est l'individupour lequel la distance au vecteur de donn�ees incompl�etes x est minimale sur le sous -espaceX o des variables connues de x, on obtient :cxm = zm; avec z = arg maxz kxo � zok (B.3)



B.4M�ethodes bas�ees sur l'estimation de la densit�e conditionnelle 177On suppose ici pour simpli�er que l'ensemble d'apprentissage constitu�e des vecteurs z estlui-même complet. Dans le cas contraire, on peut par exemple extraire de la base l'ensembledes vecteurs complets.Dans un esprit de robustesse, on peut g�en�eraliser l'exemple pr�ec�edent du plus proche voisin(B.3), en faisant une combinaison lin�eaire des valeurs des k plus proches voisins fz(1); : : : ;z(p)g.Si cette combinaison lin�eaire est pond�er�ee par la distance k:k aux voisins, on obtient un r�e-gresseur �a noyau radial : bxj = pXk=1 K(kzo;xok)z(k)j 8j 2 m(x):Th�eoriquement, toute m�ethode d'approximation fonctionnelle convient (cf. annexe A). Quelleque soit la m�ethode de r�egression choisie, la proc�edure est en g�en�eral la suivante : on extraitde l'ensemble d'apprentissage X le sous-ensemble des exemples complets Z = (zk), qui sert�a d�eterminer les param�etres des di��erentes fonctions de r�egression. Une variante consiste �aremplacer les donn�ees manquantes par la moyenne et construire un ensemble de prototypesC = (ck) repr�esentatifs de l'ensemble d'apprentissage ainsi compl�et�e pour construire lesfonctions de r�egression.En pratique, on se limite �a des m�ethodes simples comme l'imputation par le plus proche voisin(B.3) ou des mod�eles lin�eaires. Buck a �et�e le premier �a utiliser une m�ethode de r�egressionlin�eaire [20] : bxj = \E(Xj jxo) = wtxoo�u w est l' estimateur des moindres carr�es �evalu�e sur la base compl�ete Z ou C.L'inconv�enient majeur de ces m�ethodes est qu'elles n�ecessitent autant de mod�eles que desituations possibles d�e�nissant l'�equation (B.1), c'est -�a- dire :r(2r�1 � 1)mod�eles. En e�et, pour chacune des r caract�eristiques �a reconstruire, il existe (2r�1 � 1)combinaison de valeurs observ�ees possibles. De plus, comme tout mod�ele de r�egression, ellessupposent bien �evidemment des corr�elations entre ces variables, ce qui est illusoire quand peude variables sont disponibles. La distribution jointe des donn�ees sera di�cile �a pr�eserver. Deplus, l'exploitation des r�esultats des valeurs estim�ees doit se faire avec prudence. Une mau-vaise estimation peut par exemple conduire �a des donn�ees manifestement aberrantes, horsdu domaine de validit�e des variables. Il peut être utile de d�elivrer un indice de con�ance surla valeur propos�ee, qui peut être une fonction d�ecroissante du nombre de valeurs observ�ees,ou un intervalle de con�ance si on obtient la distribution conditionnelle P ( bxjjxo) des valeurspossibles.Crettaz et al. [26] font un int�eressant parall�ele entre l'�etude des donn�ees manquantes et lad�etection de donn�ees aberrantes. Des m�ethodes robustes sont alors souvent recommand�eesa�n de traiter les deux aspects en même temps.B.4 M�ethodes bas�ees sur l'estimation de la densit�e condi-tionnelleUne excellente description de ces m�ethodes est propos�ee dans le livre de Schafer [127].



178 B Estimation de donn�ees manquantesB.4.1 M�ethodes param�etriques bas�ees sur la vraisemblanceLa distribution du processus de g�en�eration des donn�ees, P (xj�), est suppos�ee param�etr�ee par�. Plusieurs m�ethodes d'estimation de donn�ees incompl�etes peuvent se ramener �a un probl�emeclassique de maximisation de la fonction de vraisemblance sur des donn�ees compl�etes [3, 97].Sous la condition MAR, Little et Rubin [97, 127] ont montr�e que toute l'information statis-tique sur le param�etre � �etait contenue dans la vraisemblance des donn�ees observ�ees L(�jxo)ou, dans un cadre bay�esien, la probabilit�e a posteriori des donn�ees observ�ees P (�jxo). En g�e-n�eral, ces expressions sont des fonctions complexes de �, n�ecessitant l'utilisation de m�ethodesit�eratives, comme l'algorithme EM.L'algorithme EM capitalise la d�ependance entre xm et �. Le principe est le suivant. Pour unmod�ele param�etrique quelconque, la distribution des donn�ees compl�etes x peut s'�ecrire :P (xj�) = P (xoj�)P (xmjxo; �):Si chaque terme est vu comme une fonction de �, on obtient, en prenant le logarithme :lnL(�jx) = lnL(�jxo) + lnP (xmjxo; �); (B.4)o�u L(�jx) et L(�jxo) sont respectivement la vraisemblance de l'ensemble des donn�ees et desdonn�ees manquantes. Le terme P (xmjxo; �) joue un rôle central dans l'algorithme EM, caril repr�esente l'interd�ependance entre xo et �. Puisque xm est inconnu, le deuxi�eme terme del'�equation (B.4) ne peut �evidemment pas être calcul�e. Cependant, pour une valeur provisoire�k de �, on peut calculer la valeur moyenne de l'expression (B.4) �a partir des valeurs observ�ees,selon la distribution conditionnelle P (xmjxo; �k) :Q(�j�k) = Eh lnL(�jx)jxo; �ki = Z ln �P (xm;xo; �)�P (xmjxo; �k) dxmqui est l'esp�erance conditionnelle du logarithme de la vraisemblance �a partir des donn�eesobserv�ees xo, �evalu�e pour le param�etre �x�e �k. Ensuite, le param�etre � est r�eestim�e demani�ere �a maximiserQ(�j�k). Cela revient �a r�eestimer la densit�e conditionnelle P (xmjxo; �).Apr�es l'initialisation de � �a une valeur �0, l'algorithme EM alterne ainsi successivement deux�etapes :{ Etape E (Expectation): calcul de Q(�j�k){ Etape M (Maximisation): �k+1 = argmax� Q(�j�k):Dempster et al. [29] ont montr�e que L(�k+1jxo) � L(�kjxo) et que l'algorithme converge versun point stationnaire b�, qui est en g�en�eral le maximum de la vraisemblance L(�jxo).Les estimateurs des donn�ees manquantes s'�ecrivent alors:cxm = \E(Xm jxo; b�):Un inconv�enient des m�ethodes param�etriques est leur manque de 
exibilit�e. Ce probl�eme a�et�e en partie r�esolu par l'utilisation de mod�eles de m�elange [100], qui combinent la 
exibilit�e



B.4M�ethodes bas�ees sur l'estimation de la densit�e conditionnelle 179des mod�eles non param�etriques et les avantages analytiques des mod�eles param�etriques.Ghahramani et Jordan [53] ont appliqu�e la m�ethode pr�ec�edente aux mod�eles de m�elange,dont les param�etres sont estim�es de mani�ere analogue par l'algorithme EM. Notons que lesapplications initiales de EM �etant �a la fois la gestion de donn�ees manquantes et l'estimationde param�etres de mod�eles de m�elange, qui peut lui-même être vu comme un probl�eme dedonn�ees manquantes, il est apparu naturel de combiner les deux probl�emes.Une approche robuste de cette mod�elisation [96], introduisant des poids dans l'algorithmeEM, permet en outre de minimiser l'e�et n�efaste de donn�ees aberrantes. On peut aussi noterque si les donn�ees suivent une loi normale multivari�ee, la m�ethode de r�egression propos�eepar Buck [20] et l'algorithme classique EM donnent la même solution [97].B.4.2 M�ethodes de Monte-CarloIl s'agit d'un ensemble de m�ethodes utilis�ees de fa�con g�en�erale pour la simulation de distri-butions de probabilit�e. Dans un cadre bay�esien, ces m�ethodes sont souvent vues de mani�ererestrictive comme des m�ethodes de simulation de probabilit�es a posteriori. Les trois algo-rithmes les plus connus sont{ l'�echantillonneur de Gibbs,{ la m�ethode de M�etropolis-Hastings,{ l' (( augmentation de donn�ees )) (data augmentation).Le principe g�en�eral est de g�en�erer al�eatoirement des valeurs d'une variable ou d'un vecteural�eatoire Z de loi PZ , la distribution cibl�ee. Plutôt que de simuler cette loi directement,on g�en�ere une châ�ne de Markov, c'est-�a-dire, une suite de variables al�eatoires (Zk)k=1;2:::cens�ees être plus accessibles, dont la loi de chacune d�epend de celles des pr�ec�edentes et dontla distribution limite est la distribution cibl�ee PZ .Ainsi la loi de Zk est d�e�nie �a partir de celles de Zk�1; Zk�2; : : : et on a :Zk L�! Z:A la di��erence d'une m�ethode d'optimisation comme l'algorithme EM, qui est d�eterministeet converge vers un point b� de l'espace des param�etres, les m�ethodes de Monte-Carlo sontstochastiques et convergent vers des distributions de probabilit�e.L'une de ces m�ethodes, l'(( augmentation de donn�ees )) [152], se prête particuli�erement bienau probl�eme de donn�ees manquantes. Elle suppose que le vecteur al�eatoire X, dont la loi PXest di�cile �a simuler, est partitionn�e en deux sous vecteurs, X = (Xo;Xm) et que les loisconditionnelles sont, elles, faciles �a obtenir.Le principe est le suivant. La probabilit�e a posteriori P (�jxo) ne pouvant être facilementcalcul�ee, ni même simul�ee, xo est (( augment�ee )) d'une valeur d�etermin�ee de xm, la distri-bution de probabilit�e P (�jxo;xm) �etant cens�ee être plus facile �a simuler. Etant donn�ee unevaleur provisoire �k du param�etre �, on tire al�eatoirement une valeur xmk+1 �a partir de ladistribution conditionnelle de Xmk+1 :Xmk+1 � P (xmjxo; �k)



180 B Estimation de donn�ees manquantesEnsuite, en conditionnant sur xmk+1, on tire al�eatoirement une nouvelle valeur �k de �, �a partirla loi de probabilit�e a posteriori : �k+1 � P (�jxo;xmk+1)En partant d'une valeur initiale �0, on obtient un processus stochastique (�k;Xmk )k=1;2;:::convergent en loi vers la distribution P (�;xmjxo). La suiteXmk converge en loi vers P (xmjxo) :Xmk L�! Xm;et fournit donc une suite d'estimateurs convergent en loi vers xm.Dans le cas o�u le vecteur ne poss�ede qu'une seule seule donn�ee manquante, cette m�ethodecorrespond �egalement �a un cas particulier d'une autre m�ethode, l'�echantillonneur de Gibbs[127].Une m�ethode bas�ee sur la simulation de versions plausibles de xm, la m�ethode de remplace-ment multiple (multiple imputation) a �et�e propos�ee par Rubin [126]. La philosophie de cetteapproche est la même que celle de l'algorithme EM ou de l'augmentation de donn�ees : r�e-soudre un probl�eme de donn�ees incompl�etes en r�ep�etant la r�esolution de probl�emes avec desdonn�ees compl�etes. Dans cette m�ethode, la donn�ee inconnue xm est remplac�ee par p valeurssimul�ees xm(j), produisant p jeux de donn�ees complets qui seront analys�es par des m�ethodesstandard. Cette m�ethode est malheureusement coûteuse en temps de calcul.D'autres m�ethodes plus complexes combinant ces di��erents types de m�ethodes de Monte-Carlo peuvent �egalement être utilis�ees [127].B.4.3 Autres m�ethodes probabilistesR�eguli�erement, de nouvelles m�ethodes bas�ees sur les d�eveloppements r�ecents des statistiquessont introduites. Par exemple, les techniques bas�ees sur le r�e�echantillonnage ont donn�e lieu�a l'utilisation du bootstrap [97] et du jackknife [125]. La mod�elisation se base alors souventsur la fonction de r�epartition empirique. Cette approche peut être int�egr�ee dans un contextebay�esien, par exemple dans le cas du bootstrap bay�esien approxim�e [97]. Le bootstrap o�reaussi une approche non-param�etrique pour v�eri�er la qualit�e d'un estimateur en pr�esence dedonn�ees manquantes.Dans le contexte de la r�egression non param�etrique, quelques m�ethodes ont �egalement �et�epropos�ees, bien que la prise en compte de donn�ees incompl�etes soit plus d�elicate dans cecontexte. Les �etudes r�ealis�ees concernent l'estimation d'une densit�e sous l'hypoth�ese MCAR[154] et l'estimation d'une variable de sortie [24], sous l'hypoth�ese MAR, �a l'aide d'unem�ethode bas�ee sur les noyaux.Les m�ethodes bas�ees sur les r�eseaux de neurones pr�esentent l'avantage d'int�egrer les donn�eesmanquantes dans une phase d'apprentissage des donn�ees. Ainsi, dans un contexte de classi-�cation [1] et de r�egression [157], Ahmad et Tresp montrent que des solutions approch�ees detechniques bay�esiennes peuvent être obtenues dans le cas gaussien par des r�eseaux �a fonctionde base radiale. La m�ethode o�re de grandes similitudes avec celle propos�ee par Ghahramaniet Jordan [53] utilisant les mod�eles de m�elange (voir plus haut).Dans une m�ethode bas�ee sur les r�eseaux bay�esiens [113] propos�ee par Ramoni et al. [124],les auteurs estiment les probabilit�es conditionnelles du r�eseau et en d�eduisent des valeurs de



B.5Conclusion 181remplacement pour les donn�ees incompl�etes.B.5 ConclusionLes m�ethodes d'estimation ou simplement de gestion de donn�ees manquantes font appel �ades techniques tr�es vari�ees, qu'il est d'ailleurs di�cile de classer, car elles rel�event de proc�ed�esdi��erents mais aboutissent parfois au même r�esultat. C'est en particulier le cas pour certainestechniques statistiques que l'on peut voir sous l'angle connexionniste.Les m�ethodes heuristiques, souvent utilis�ees par le praticien, comme le remplacement par lamoyenne, la m�ediane ou une valeur quelconque de r�ef�erence, permettent d'�eluder le probl�emerapidement �a l'aide de solutions peu coûteuses. L'estimation des donn�ees incompl�etes n'estsouvent pas un but en soit, mais un pr�etraitement de donn�ees. N�eanmoins, les algorithmesult�erieurs de classi�cation, d'estimation de sortie d'un syst�eme ou d'apprentissage peuventêtre perturb�es par une mauvaise reconstruction de donn�ees.Si le nombre de caract�eristiques r et le nombre de donn�ees �a reconstruire sont �elev�ees, lesm�ethodes bas�ees sur la r�egression et les m�ethodes neuronales �equivalentes exigent un grandnombre de mod�eles (r2r � 1 au maximum). D'autre part, le principe de construction demultiples mod�eles d�enote un manque de souplesse dans ce type de m�ethodes.Les algorithmes EM et de Monte-Carlo ont prouv�e leur e�cacit�e mais supposent la connais-sance ou l'estimation des lois des variables.
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183Annexe CCalcul du gradient de l'erreur J .Erreur de reconstruction JSoit x = (xo;xm), nous cherchons �a minimiser le coût quadratique moyen:J = 12jO(x)j Xl2O(x)(bxl � xl)2 (C.1)par rapport �a �kj and ckj , pour tout k 2 f1; : : : ; ng et tout j 2 f1; : : : ; rg, avec :bxl = nXi=1 vilcil 8l 2 O(x); (C.2)vil = �il�ilPnp=1 �pl�pl ; (C.3)�pl = exp8<:�12 Xq2O(x)nl�xq � cpq�pq �29=; (C.4)L'expression des seuils �pl d�epend ici de l, contrairement �a la formule donn�ee en �equation(2.9), car, dans la phase d'apprentissage, chaque xl est reconstruit �a l'aide des autres variablesconnues de x, soit xq; q 2 O(x)nl.Calcul du gradient de J par rapport aux ckjOn calcule donc : @J@ckj = 1jO(x)j Xl2O(x)(bxl � xl) @bxl@ckj : (C.5)D'apr�es l'�equation (C.2), 8l 2 O(x); @bxl@ckj = nXi=1 @vil@ckj cil + vkl�lj (C.6)



184 C Calcul du gradient de l'erreur J .o�u �lj = 1 si l = j et 0 si l 6= j. D'apr�es l'�equation (C.3),@vil@ckj = 1Pnp=1 �pl�pl ( @�il@ckj �il � vil nXp=1 �pl @�pl@ckj) (C.7)Or @�il@ckj = 8<: �ik�il (xj � cij)�2ij si j 2 O(x)nl0 sinon: (C.8)@vil@ckj = 1Pnp=1 �pl�pl (�ik�il�il (xj � cij)�2ij � vil�kl�kl (xj � ckj)�2kj ) �fO(x)nlg(j) (C.9)D'apr�es l'�equation (C.3), on obtient donc :@vil@ckj = 8<: (xj � ckj)�2kj vil(�ik � vkl) si j 2 O(x)nl0 sinon: (C.10)D'apr�es les �equations (C.6) et (C.10),8l 2 O(x); @bxl@ckj = 8><>: (xj � ckj)�2kj vkl ckl � nXi=1 cilvil! si j 2 O(x)nlvkl si j = l (C.11)Puisque bxl =Pni=1 cilvil, on a donc :8l 2 O(x); @bxl@ckj = 8<: (xj � ckj)�2kj vkl (ckl � bxl) si j 2 O(x)nlvkl si j = l (C.12)On obtient �nalement :@J@ckj = 1jO(x)j8<:xj � ckj(�kj)2 Xl2O(x)nfjg(bxl � xl)(ckl � bxl)vkl + vkj( bxj � xj)9=; (C.13)si j 2 0(x) et @J@ckj = 0 sinon:Calcul du gradient de J par rapport aux �kjPar un calcul analogue, on obtient :@J@�kj = 1jO(x)j Xl2O(x)(bxl � xl) @bxl@�kj : (C.14)



1858l 2 O(x); @bxl@�kj = nXi=1 @vil@�kj �il: (C.15)@vil@�kj = 1Pnp=1 �pl�pl � @�il@�kj �il + �ki�jl�kl � vil��kl @�kl@�kl + �kl�jl�� (C.16)Or @�il@�kj = 8<: �ik�il (xj � cij)2�3ij si j 2 O(x)nl0 sinon: (C.17)On obtient alors : @vil@�kj =8>>><>>>: (xj � ckj)2�3kj vil(�ik � vkl) si j 2 O(x)nlvkl�kl (�ik � vkl) si j = l0 sinon: (C.18)D'apr�es les �equations (C.14), (C.15) et (C.18), on obtient �nalement :@J@�kj = 1jO(x)j 8<:(xj � ckj)2(�kj)3 Xl2O(x)nfjg(bxl � xl)(ckl � bxl)vkl + vkj�kj ( bxj � xj)(cij � bxj)9=;si j 2 0(x) et @J@�kj = 0 sinon:
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187Annexe DAlgorithmes de classi�cation nonsupervis�es standardsDans cette annexe, nous rappelons bri�evement les algorithmes de classi�cation non probabi-listes les plus courants. Ces algorithmes appartiennent �a deux groupes distincts : les m�ethodesde partionnement et les m�ethodes hi�erarchiques. Nous renvoyons �a [56, 27] pour la d�e�nitionde la partition et de la hi�erarchie.Soit 
 = fx1; : : : ;xNg un ensemble de N vecteurs de Rr; r 2 N. L'objectif est de regrouperces vecteurs en un certain nombre de classes homog�enes C1; : : : ; CK, de centres respectifsc1; : : : ; ck.D.1 M�ethodes de partitionnementD.1.1 Algorithme des centres mobilesLa m�ethode des centres mobiles [99], tr�es fr�equemment utilis�ee, repose sur l'alternance ducalcul d'une partition P = fC1; : : : ; CKg de 
 et des centres c = fc1; : : : ; cKg des classesde la partition P . Le nombre K de classes est suppos�e �x�e.Crit�ere d'inertieLe crit�ere de choix de la partition et des centres se fait en minimisant le crit�ere d'inertie :I(P; c) = KXk=1 Xxi2Ck kxi � ckk2 (D.1)alternativement par rapport �a P et c. Soient P (t) et c(t), la partition et les centres �a l'it�erationt. On a donc I(P (t+1); c(t+1)) � I(P (t+1); c(t)) � I(P (t); c(t)):On peut montrer que l'algorithme converge vers une partition stable en un nombre �nid'it�erations. Cette partition �nale est un minimum local du crit�ere ; elle d�epend du choix descentres initiaux.



188 D Algorithmes de classification non supervis�es standardsAlgorithmeOn aboutit alors �a l'algorithme suivant :{ Initialiser les centres �a des valeurs arbitraires c(0)k{ R�ep�eter1. Calcul de la partition P (t) = fC(t)1 ; : : : ; C(t)K gPour tout i = 1; : : : ; N : a�ecter xi �a la classe la plus proche C(t)k� telle que :k� = argmink kxi � c(t)k k22. Calcul des centres de gravit�e c(t+1)k des classes C(t+1)k{ jusqu'�a P (t+1) = P (t)On peut montrer que cet algorithme revient �a minimiser l'inertie intra-classe de 
 :IW = KXk=1 Xxi2Ck kxi � xkk2;o�u xk est le centre de gravit�e de Ck. Il existe de nombreuses variantes de l'algorithme descentres mobiles [56]. Cet algorithme est un cas particulier de la m�ethode des nu�ees dyna-miques.D.1.2 M�ethodes connexionnistesDans le cadre des r�eseaux de neurones, de nombreux algorithmes relevant de la classi�ca-tion non supervis�ee ont �et�e d�evelopp�es. Les algorithmes d'apprentissage par comp�etition[87] et des cartes de Kohonen [86] font partie des techniques les plus courantes. Ces deuxm�ethodes suivent un principe similaire. Chaque classe Ck est repr�esent�ee par un neuroneou prototype ck. Les coordonn�ees des prototypes s'adaptent au fur et �a mesure qu'on leurpr�esente les observations xi, l'objectif �etant d'obtenir des vecteurs ck repr�esentatifs des don-n�ees. Dans l'apprentissage par comp�etition, seul le prototype ck le plus proche de xi, appel�eprototype (( gagnant )), s'adapte en se rapprochant de xi. Dans l'algorithme des cartes auto-organisatrices de Kohonen, les prototypes sont suppos�es être reli�es par une structure devoisinage d�e�nie �a l'avance. Comme dans l'apprentissage par comp�etition, on cherche enpremier lieu le prototype le plus proche du vecteur en pr�esence xi. En revanche, on ne modi-�e pas uniquement ce prototype, mais �egalement les unit�es situ�ees dans un certain voisinageVk de ck. Ces techniques donnent donc lieu aux deux algorithmes suivants :Apprentissage par comp�etition{ Initialiser les prototypes �a des valeurs arbitraires c(0)k{ Pour une observation x(t) (t repr�esente l'it�eration courante.)1. Recherche du prototype gagnant c(t)k� tel que :k� = argmink kx(t) � c(t)k k2 ;



D.1M�ethodes de partitionnement 1892. Mettre �a jour les coordonn�ees du prototype gagnant :c(t+1)k� = c(t+1)k� + �(t)(x(t) � c(t)k� ),o�u �(t) est une fonction d�ecroissante bien choisie.Cartes de Kohonen{ Initialiser les prototypes �a des valeurs arbitraires c(0)k{ Pour une observation x(t)1. Recherche du prototype gagnant c(t)k� tel que :k� = argmink kx(t) � c(t)k k2;2. Modi�er le prototype gagnant et ses voisins (2 Vk�(t)) :8k 2 Vk�(t); c(t+1)k� = c(t+1)k� + "(t; k; k�)(x(t) � c(t)k� );o�u "(t; k; k�) est une fonction d�ecroissante par rapport �a t et �a la distance entrel'unit�e gagnante ck� et ses voisines.D.1.3 Algorithme des centres mobiles 
ousPartition 
oueDans les algorithmes pr�ec�edents, chaque observation xi est a�ect�ee �a une et une seule classede la partition �nale. A�n d'autoriser une certaine souplesse dans la classi�cation des vec-teurs, Bezdek [11] a propos�e d'introduire la notion de partition 
oue. Chaque vecteur x estsuppos�e appartenir �a toute classe Ck avec un certain degr�e d'appartenance �ik. La matrice� = (�ik), i = 1; : : : ; N; k = 1; : : : ;K, d�e�nit alors une partition 
oue sur 
. La m�ethode declassi�cation 
oue la plus connue est celle des centres mobiles 
ous ou fuzzy-c-means (FCM),nomm�ee ainsi par analogie avec l'algorithme des centres mobiles classiques. Le principe decette m�ethode est de chercher la partition 
oue � et les centres de classes c qui minimisentle crit�ere suivant : Im(�; c) = KXk=1 NXi=1 �mikkxi � ckk2; (D.2)sous les contraintes 8<: �ik 2 [0; 1]PKi=1 �ik = 1 8k = 1; : : :K0 <PNi=1 �ik < N 8i = 1; : : : ; N; (D.3)o�u l'exposant m > 1 est un param�etre �x�e �a l'avance. Les conditions (D.3) expriment quetout vecteur xi appartient �a la partition �, et que dans toute classe, il existe au moins uneobservation de degr�e d'appartenance non nul. On peut noter que si la matrice de classi�cation� est classique (�ik 2 f0; 1g), on obtient le crit�ere des centres mobiles classiques. L'algorithmeFCM a une structure it�erative similaire �a celui des centres mobiles. A partir de centresinitiaux, on optimise alternativement le crit�ere Im par rapport �a la partition � et les centresc :



190 D Algorithmes de classification non supervis�es standardsAlgorithmeOn aboutit alors �a l'algorithme suivant :{ Initialiser les centres �a des valeurs arbitraires c(0)k{ R�ep�eter1. Calcul de la partition �(t+1) :8i = 1; : : : ; N; k = 1 : : : ;K; �(t+1)ik = 0@ KXj=1 k(xi � c(t)k kkxi � c(t)j k 2m�11A�1 (D.4)2. Calcul des centres c(t+1)k c(t+1)k = PKj=1(�(t+1)ij )mxiPNi=1(�(t+1)ik )m (D.5){ jusqu'�a �(t+1) = �(t) (ou k�(t+1)��(t)k � ", avec " > 0, une quantit�e �x�ee �a l'avance).D.2 Classi�cation hi�erarchiqueD.2.1 Hi�erarchiePrincipeUne hi�erarchie ascendante sur 
 est un ensemble de partitions embô�t�ees, depuis l'ensembledes singletons ffxig;xi 2 
g jusqu'�a l'ensemble 
 lui-même, en passant par des agr�egationssuccessives de ses sous-ensembles. La classi�cation ascendante hi�erarchique repose sur lecalcul des dissimilarit�es entre les di��erentes parties de 
. On d�e�nit un crit�ere D, appel�ecrit�ere d'agr�egation, entre deux parties quelconques de 
. La classi�cation est un algorithmeit�eratif, bas�e sur l'agr�egation des deux classes A et B les plus proches au sens de D. Onobtient alors l'algorithme suivant :Algorithme{ Initialiser la hi�erarchie : on part deN classes consitu�ees des singletons de 
. La partitionP (o)ffxig;xi 2 
g{ R�ep�eter1. Regroupement des 2 classes A et B les plus proches de la partition P (t) de 
 �al'it�eration t, en une nouvelle classe C :C = A [B avec (A;B) = arg min(F;G)2P (t)D(F;G)2. Calcul des dissimilarit�es entre la nouvelle classe C et les autres classes.{ jusqu'�a ce que la partition �nale soit constitu�ee d'un seul �el�ement : P (N) = 
 ou quel'on ait obtenu le nombre de classes d�esir�e.



D.2Classi�cation hi�erarchique 191Crit�eres d'agr�egationParmi les crit�eres d'agr�egation les plus courants, on peut citer le crit�ere du lien minimum :D(A;B) = minfkx� yk;x 2 A et y 2 Bg;le crit�ere du lien maximum,D(A;B) = maxfkx� yk;x 2 A et y 2 Bg;ainsi que la distance moyenne :D(A;B) = 1jAjjBjXx2AXy2B kx� yk2:En�n, si les observations appartiennent �a Rr, on peut utiliser le crit�ere d'agr�egation de Ward[165].D.2.2 M�ethode de WardCrit�ere de WardL'ensemble 
 est consid�er�e comme un nuage de points de Rr, muni de la distance euclidiennek:k. Le crit�ere d'agr�egation de Ward est d�e�ni par :Dward(A;B) = jAjjBjjAj+ jBjkxA � xBk2o�u xA et xB sont les centres de gravit�e des ensembles A et B.Minimisation de la perte d'inertieSoit l'inertie intra-classes d�e�nie pr�ec�edemment, pour une partition P = fC1; : : : ; CKg don-n�ee : IW (P ) = KXk=1 Xxi2Ck kxi � xkk2;Si on fusionne les classes C1 et C2 de la partition P , on obtient une nouvelle partitionP 0 = PnfC1; C2g [ fC1 [ C2g:On peut alors montrer le r�esultat suivant :IW (P 0)� IW (P ) = Dward(C1; C2):On peut tirer deux conclusions de ce r�esultat :{ la fusion de deux classes augmente n�ecessairement le crit�ere d'inertie intra-classe.{ le crit�ere de Ward correspond �a la perte minimale d'inertie intra-classe.A chaque �etape de l'algorithme de classi�cation, le crit�ere de Ward optimise localement lecrit�ere d'inertie intra-classes. Cependant, cet algorithme ne poss�ede aucune propri�et�e globaled'optimisation.
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