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Introdution générale
0.1 Contexte et problématique du travailUn système physique est généralement dérit par un ensemble de variablesonstituant un veteur d'état. Un système dynamique est ainsi dé�ni omme étantun système physique qui évolue au ours du temps et qui peut être modélisé parun modèle mathématique, appelé modèle d'évolution, représentant leomportement dynamique du système au ours du temps.Le travail présenté dans e manusrit de thèse se situe dans le adre del'estimation d'état d'un système dynamique. Le problème d'estimation d'état estun problème ommun dans diverses appliations omme la navigation, laloalisation, le suivi de ibles, et. Il onsiste à ombiner les informations fourniespar di�érents soures d'informations a�n de aluler à haque instant uneestimation du veteur d'état, et ei en utilisant une méthode de fusion dedonnées. La méthode d'estimation ou de fusion utilisée dépend bien évidemmentde la nature de l'information disponible sur le problème en question.On peut faire la di�érene entre deux types d'approhes pour l'estimation d'état :� L'approhe bayésienne dans laquelle on adopte une modélisation probabilistedes informations disponibles et on utilise la théorie de probabilité pour lagestion des inertitudes. Des exemples très onnus sont le �ltrage de Kalman etle �ltrage partiulaire. Cependant, une modélisation probabiliste des quantitésinertaines paraît inadaptée dans ertains as.� L'approhe à erreurs bornées dans laquelle on utilise une représentationensembliste de di�érentes quantités. Les mesures, par exemple, sontsupposées inluses dans des ensembles de forme onnue (ellipse, pavé, erle,et.) ontenant toutes les valeurs possibles. On doit supposer dans etteapprohe que les bornes d'erreurs assoiées aux di�érentes variables sontonnues. Les observateurs d'état générés fournissent en sortie une estimationgarantie sous la forme d'un ensemble partiulier. Le problème majeur est iila détermination des bornes d'erreurs qui a un e�et important sur laonvergene des algorithmes et sur la préision des résultats.La théorie des fontions de royane, onnue également sous le nom de théoriede Dempster-Shafer, ou théorie de l'évidene, est une théorie relativement réente,et qui a fait depuis plusieurs années l'objet d'un intérêt roissant du fait de saapaité à mieux modéliser et gérer plusieurs types de onnaissane telles que lesinformations inertaines, impréises ou inomplètes. Contrairement à la théoriebayésienne, elle ne repose pas sur une quanti�ation probabiliste des inertitudes,mais sur un modèle plus général basé sur les fontions de royane. Dans le adre15



16 Table des matièresde e travail de thèse, nous avons développé une méthode rédibiliste d'estimationd'état d'un système dynamique dans laquelle nous utilisons une modélisationrédibiliste des modèles et des inertitudes. Nous assoions ainsi à haque variableréelle une fontion de masse dont les éléments foaux sont des intervalles.L'utilisation d'une telle modélisation a pour avantage de remédier au problème desapprohes à erreurs bornées onernant la détermination des intervalles d'erreurs.Cette méthode présente l'avantage d'estimer l'état du système d'une manière pluspréise que les méthodes ensemblistes bornées, tout en onservant la propriété degarantie.En présene d'inertitude sur le modèle d'évolution, on a l'habitude de onsidérerplusieurs modèles d'évolution possibles, et d'utiliser un algorithme d'estimationinluant une étape de séletion de modèle. On dit que l'on a alors un système multi-modèles. Les approhes multi-modèles sont utilisées, par exemple, dans le domainedu suivi de ibles ou enore pour déomposer un système omplexe en systèmes plussimples a�n de rendre son étude plus faile. Classiquement, la théorie des probabilitésest utilisée a�n de modéliser l'inertitude assoiée au modèle d'évolution ainsi quepour hoisir le meilleur modèle du système à haque instant. La performane deses approhes dépend de l'ensemble des modèles possibles onsidéré ainsi que dela méthode de séletion de modèle. Si le modèle suivant lequel le système évoluen'appartient pas à l'ensemble de modèles possibles, l'approhe multi-modèles peutd'autre part donner des résultats aberrants, e qui peut onduire à une divergenede la méthode. Dans e travail de thèse, nous proposons une méthode rédibilisted'estimation multi-modèles, qui onstitue une alternative aux méthodes existantes.Dans ette méthode on adopte une modélisation rédibiliste de l'inertitude surle modèle ainsi que sur la ommutation entre les modèles possibles. Cei permetde modéliser plus failement les données manquantes et de résoudre le problèmedit du monde ouvert dans lequel le vrai modèle n'appartient pas néessairement àl'ensemble des modèles possibles.Un problème d'estimation d'état étudié dans le adre de ette thèse est laloalisation routière d'un véhiule. Loaliser un véhiule signi�e déterminer saposition (oordonnées géographiques ou artésiennes) et son attitude (les di�érentsangles par rapport à un référentiel ou par rapport à des amers aratérisant lesystème), en se basant sur les mesures fournies par di�érents apteurs.Généralement, on intègre les données GPS ave elles d'autres apteurs d'inertiea�n d'estimer la position du véhiule. Si on dispose en plus d'une arte routière del'environnement, alors on doit pouvoir l'utiliser a�n de déterminer la routeempruntée par le véhiule et a�n de aluler une estimation plus préise de saposition sur ette route. Cei se fait généralement en utilisant une tehnique demap mathing (MM). Le problème de map mathing se résume par l'identi�ationde la route suivie par le véhiule et le alul d'une estimation de sa position sur laroute identi�ée. Nous avons développé dans e travail une méthode rédibiliste demap mathing qui ombine une estimation de l'état de type ensembliste ourédibiliste, ave la représentation garantie des routes onstruite à partir de laarte routière. Elle gère aussi des hypothèses multiples dans ertaines situationstelles que elles des intersetions ou des routes parallèles, en utilisant la théorie desfontions de royane. L'utilisation de ette théorie permet de déteter le as des



Introdution générale 17données artographiques manquantes, qui onstitue un problème onnu lors del'utilisation des artes numériques.0.2 Plan du manusritLe manusrit s'artiule autour de inq hapitres prinipaux.Le premier hapitre présente un état de l'art sur les méthodes existantes pourl'estimation d'état d'un système dynamique. Il est divisé en deux grandes partiesorrespondant aux approhes bayesienne et ensembliste. Dans la seonde partie,nous ommençons par dérire les outils prinipaux de l'analyse par intervalles quiseront utilisés dans e travail de thèse. Des exemples sont présentés a�n d'illustrerles di�érentes outils de l'analyse par intervalles. Nous dérivons ensuite une méthodesimple basée sur une approhe à erreurs bornées.Dans le deuxième hapitre nous exposons le problème de la loalisationroutière. Nous présentons un système de loalisation basé sur l'intégration desdonnées fournies par un réepteur GPS et des apteurs proprioeptifs. Nousdérivons ensuite la struture générale d'une base de données artographiques etnous présentons quelques méthodes existantes de map mathing en évoquant leurslimites.Dans le troisième hapitre, nous ommençons tout d'abord par introduire lathéorie des fontions de royane en dérivant les di�érents outils utilisés dans etravail de thèse. Nous dérivons ensuite une méthode rédibiliste originale pourl'estimation d'état d'un système dynamique, avant de présenter les résultats obtenussur un problème réel de loalisation routière.Le quatrième hapitre aborde le problème de l'estimation d'état d'un systèmemulti-modèles. Nous ommençons par un état de l'art sur les méthodes multi-modèles existantes. Nous présentons ensuite une approhe rédibiliste d'estimationd'état d'un système multi-modèles et les résultats obtenus par ette méthode pourle problème de loalisation de véhiule sont présentés.Dans le dernier hapitre nous attaquons au problème de la loalisation routièreouplée à la artographie. Nous dérivons tout d'abord la représentation garantiedes routes utilisée dans la suite du hapitre. Nous présentons ensuite une nouvelleapprohe de map mathing basée sur un algorithme multi-ritères de séletion desroutes andidates utilisant la théorie des fontions de royane. Nous appliquons�nalement la méthode sur des problèmes réel et simulé.Nous terminerons e manusrit par une onlusion générale, dans laquelle nousévoquons en partiulier les perspetives engendrées par es travaux.





Chapitre 1
Estimation d'état des systèmesdynamiques

1.1 IntrodutionUn système dynamique est un système physique qui évolue au ours du tempset qui peut être dérit par un ensemble de variables, appelé veteur d'état. L'étuded'un système dynamique onsiste à aluler, à haque instant, une estimation de sonveteur d'état, en adoptant une représentation mathématique de son omportement,appelée modèle d'état.Le problème d'estimation d'état est un problème ommun à diversesappliations telles que la navigation, la loalisation, le suivi de ibles, et. Lesméthodes d'estimation d'état ombinent les informations fournies par des apteursdi�érents pour aluler une estimation à haque instant onsidéré. A�n deombiner les di�érentes informations disponibles, on utilise souvent un algorithmede fusion de données. Les méthodes de fusion des données ont pour but d'exploiterau mieux la omplémentarité des informations pour donner une estimation del'état. Le problème majeur de es méthodes est de trouver une représentation �abledes données disponibles en fontion des erreurs et des perturbations assoiées ausystème. Ainsi, selon la représentation des données, on peut distinguer a priorideux types d'approhes. La première, dite bayésienne, utilise des distributions deprobabilité pour représenter les données a�n de les ombiner dans le adre de lathéorie de probabilités. La seonde est dite à erreurs bornées ; elle utilise la théoriedes ensembles pour représenter et ombiner les données disponibles.Ce hapitre est omposé de deux parties prinipales. La première partie expose lesnotions fondamentales de l'approhe bayésienne pour l'estimation d'état et présenteles méthodes les plus utilisées pour la mise en ÷uvre de ette approhe.La deuxième partie présente l'approhe à erreurs bornées (AEB). Dans etravail de thèse nous nous intéresserons aux méthodes de l'AEB basées surl'analyse par intervalles. Nous ommençerons par présenter les outils de base del'analyse par intervalle. Nous dérirons ensuite la méthode d'estimation à erreursbornées introduite dans [36℄. 19



201.2 Approhes bayésiennesLes approhes bayésiennes sont souvent utilisées pour les problèmesd'estimation d'état et ont été mises en ÷uvre dans des appliations relevant de larobotique, de l'automatique, de la navigation, et. Elles reposent sur unemodélisation probabiliste des informations et utilisent la théorie des probabilitéspour la gestion des inertitudes. L'avantage de es approhes provient de larihesse des outils de la théorie des probabilités et des algorithmes avanés qui ysont développés ainsi que des propriétés statistiques des sorties de es algorithmes.1.2.1 Filtrage bayésienConsidérons un système dynamique, dérit par les équations suivantes :
xk = f(xk−1,uk−1) + vk−1 (1.1)
zk = g(xk) + wk, (1.2)où xk et zk représentent l'état du système et la mesure à l'instant k, f et g sontles modèles d'évolution et d'observation, uk−1 est un veteur d'entrée et vk−1 et wksont les bruits de modèle et de mesure.Soit Zk = {z1, · · · , zk} l'ensemble des veteurs de mesure jusqu'à l'instant k.Le �ltrage bayésien onsiste à estimer, à haque instant k, la densité de probabilité

p(xk/Zk) aratérisant la distribution de l'état xk dans l'espae d'état onnaissantles mesures Zk. Cette densité est, en général, di�ile à aratériser alors que la loi deprobabilité inverse p(zk/xk) est faile à aluler en utilisant le modèle d'observation.Un �ltre bayésien est omposé de trois parties prinipales orrespondant auxétapes de prédition, de orretion et d'estimation [4, 86℄.1.2.1.1 PréditionÀ l'instant k, nous supposons onnu p(xk−1/Zk−1). Dans ette partie, nousherhons à aluler la distribution de probabilité a posteriori p(xk/Zk−1). Enutilisant la règle de Chapman-Kolmogorov, ette distribution peut s'érire sous laforme suivante [4, 86℄ :
p(xk/Zk−1) =

∫
p(xk,xk−1/Zk−1)dxk−1. (1.3)En utilisant p(x, y) = p(x/y).p(y), on peut érire :

p(xk/Zk−1) =

∫
p(xk/xk−1, Zk−1)p(xk−1/Zk−1)dxk−1. (1.4)En supposant que le modèle d'état est un proessus markovien d'ordre 1,

p(xk/xk−1, Zk−1) = p(xk/xk−1) et l'équation (1.4) devient :
p(xk/Zk−1) =

∫
p(xk/xk−1)p(xk−1/Zk−1)dxk−1, (1.5)où p(xk/xk−1) est alulée en utilisant le modèle d'évolution du système et ladistribution probabiliste du bruit vk.



Chapitre 1. Estimation d'état des systèmes dynamiques 211.2.1.2 CorretionDans ette partie, on herhe à aluler p(xk/Zk) en utilisant p(xk/Zk−1). Larègle de Bayes nous donne :
p(xk/Zk) = p(xk/zk, Zk−1)

=
p(zk/xk, Zk−1).p(xk/Zk−1)

p(zk/Zk−1)

=
p(zk/xk).p(xk/Zk−1)

p(zk/Zk−1)
,où p(zk/xk) est alulée en utilisant le modèle d'observation et la distributionprobabiliste du bruit wk. Le terme p(zk/Zk−1) est onsidéré omme un fateur denormalisation. Il est donné par :

p(zk/Zk−1) =

∫
p(zk/xk)p(xk/Zk−1)dxk−1. (1.6)1.2.1.3 EstimationConnaissant la distribution de probabilité a posteriori p(xk/Zk), uneestimation pontuelle de l'état peut être obtenue en onsidérant son espéraneonditionnellement aux observations :

x̂k =

∫
xkp(xk/Zk)dxk. (1.7)La matrie de ovariane de xk sahant Zk est alors :

P̂k =

∫
(xk − x̂k)(xk − x̂k)

Tp(xk/Zk)dxk. (1.8)Cette estimation permet la minimisation de l'erreur quadratique moyenne. Dans leas linéaire, le �ltre de Kalman représente une solution optimale du �ltrage bayésienave des bruits gaussiens entrés et additifs. Cependant, la mise en ÷uvre de lasolution analytique s'avère impossible dans beauoup d'autres as.1.2.2 Filtrage de KalmanDans le as partiulier des systèmes linéaires ave des bruits additifs gaussiens,le �ltrage bayésien possède une solution expliite, onnue sous le nom de �ltre deKalman (FK). Le �ltre de Kalman est un estimateur réursif de l'état. Cela signi�eque, pour estimer l'état ourant, seuls l'état préédent et les mesures atuelles sontnéessaires. L'historique des observations et des estimations n'est ainsi pas requis [2,50℄.Considérons un système dynamique linéaire représenté par le modèle d'évolutionsuivant :
xk = Fk−1xk−1 +Gk−1uk−1 + vk−1, (1.9)
zk = Hkxk + wk, (1.10)



22où xk−1 et xk ∈ Rn sont les veteurs d'état du système aux instants k − 1 et k,
uk−1 ∈ Rm est le veteur d'entrée du système à l'instant k−1, zk ∈ Rp est le veteurdes mesures fournies par les apteurs, Fk−1 est une matrie (n× n) de transition del'état de l'instant k − 1 à l'instant k, Gk−1 est une matrie (m ×m) de ommandereprésentant l'e�et de l'entrée sur l'état à l'instant k−1, Hk est une matrie (p×n)d'observation représentant la relation entre l'état du système et les mesures observéeset vk−1 et wk représentent, respetivement, les bruits d'état et de mesure.Les bruits wk et vk−1 sont supposés suivre des distributions gaussiennes, onnuesa priori, telles que : 





vk−1 ∽ N(0, Qk−1),

wk ∽ N(0, Rk),

E[wi
kv

j
k−1] 0 ∀i, j,

(1.11)où Qk−1 et Rk sont les matries de ovariane des bruits d'état et de mesure.Le �ltrage de Kalman onsiste essentiellement à appliquer une étape de préditionet une étape de orretion ou de mise à jour. La phase de prédition utilise l'étatestimé de l'instant préédent ainsi que le modèle d'évolution pour produire uneestimation de l'état ourant. Dans l'étape de mise à jour, les observations de l'instantourant sont utilisées pour orriger l'état prédit dans le but d'obtenir une estimationplus préise.L'état du �ltre est représenté à haque instant par deux variables : x̂k/k et P̂k/k.En supposant qu'on part d'un état gaussien représenté par :
{

x̂0/0 = E(x0),

P̂0/0 = var(x0) = E[(x0 − x̂0/0)(x0 − x̂0/0)
T ],

(1.12)l'algorithme du �ltre de Kalman est donné i-après [50, 86℄.1.2.2.1 PréditionCette étape permet la prédition de l'état et de sa matrie de ovariane àl'instant k + 1 à partir de l'état et de l'entrée à l'instant k, en utilisant le modèled'évolution du système. On pose :




x̂k/k−1 = Fkx̂k−1/k−1 +Gk−1uk−1,

P̂k/k−1 = FkP̂k−1/k−1F
T
k +Qk−1,

ẑk/k−1 = Hkx̂k/k−1,

(1.13)où x̂k/k−1 est le veteur d'état prédit, P̂k/k−1 est la matrie de ovariane assoiéeet ẑk/k−1 est le veteur de mesure prédit.1.2.2.2 CorretionUne fois la mesure zk disponible, l'état prédit et sa matrie de ovariane peuventêtre orrigés en se basant sur l'innovation de l'observation. L'innovation, notée
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ŝk/k−1, re�ète l'éart entre la mesure prédite et la mesure réelle. Elle est donnéepar : {

ŝk/k−1 = zk − ẑk/k−1,

Sk/k−1 = HkP̂k/k−1H
T
k +Rk,

(1.14)où Sk/k−1 est la matrie de ovariane assoiée à ŝk/k−1.En se basant sur l'innovation, l'état estimé du système est donné par
{

x̂k/k = x̂k/k−1 +Kkŝk/k−1,

P̂k/k = (I −KkHk)P̂k/k−1,
(1.15)où Kk est le gain du �ltre :

Kk = P̂k/k−1H
T
k (Sk/k−1)

−1. (1.16)Si la mesure est plus préise que le modèle d'évolution du système, alors le gain estgrand et le poids de la mesure dans l'estimation d'état est important. Au ontraire,si le modèle est plus préis que la mesure, alors le gain est petit et la orretion dueà la mesure doit être très faible.La formulation du FK est basée sur un modèle linéaire du système dynamiqueétudié ainsi que sur des bruits gaussiens additifs. Souvent, ette hypothèse n'estpas véri�ée. Dans la plupart des problèmes réels, les modèles d'évolution sont nonlinéaires. Il est don néessaire de généraliser l'algorithme du �ltre de Kalman pourtraiter de tels as. Le �ltre de Kalman Etendu (FKE) présenté dans la setionsuivante est l'une des solutions à e problème.1.2.3 Filtrage de Kalman étenduConsidérons de nouveau le système non-linéaire dérit par les équations (1.1)et (1.2). Nous supposons que l'état initial x0 du système et sa matrie assoiée P0sont onnus et que les bruits de modèle et d'observation vk−1 et wk sont gaussiens,entrés et indépendants de l'état.L'idée prinipale sur laquelle se base le �ltre de Kalman étendu est lalinéarisation, qui permet d'approher une fontion non-linéaire f par une fontionlinéaire. Il existe plusieurs tehniques pour linéariser des fontions. Le FKE utiliseun développement de Taylor au premier ordre de la fontion non-linéaire autour dela valeur prédite de l'état, x̂k/k−1 [2℄. En utilisant les matries jaobiennes Fk et
Hk :

Fk =
∂f

∂x
(x̂k−1/k−1,uk−1),

Hk =
∂g

∂x
(x̂k/k−1),les modèles d'évolution et d'observation peuvent être érits sous la forme approhéesuivante :

xk = Fkxk−1 + αk−1 + vk−1 (1.17)
yk = Hkxk + wk, (1.18)



24ave αk = f(x̂k−1/k−1,uk−1) − Fk.x̂k−1/k−1 et yk = zk − g(x̂k/k−1) + Hk.x̂k/k−1. Le�ltre de Kalman lassique peut maintenant être appliqué au modèle linéarisé dusystème (équations (1.17) et (1.18)). L'étape de prédition devient :
x̂k/k−1 = f(x̂k−1/k−1,uk), (1.19)

P̂k/k−1 = FkP̂k−1/k−1F
T
k +Qk−1, (1.20)et l'étape de orretion s'érit :

Kk = P̂k/k−1H
T
k (HkP̂k/k−1H

T
k +Rk)

−1, (1.21)
x̂k/k = x̂k/k−1 +Kk(zk − g(x̂k/k−1)), (1.22)

P̂k/k = (I −KkHk)P̂k/k−1, (1.23)où I est la matrie d'identité.La non-linéarité du modèle d'évolution peut entraîner une multi-modalité de la loionditionnelle de l'état, alors que le �ltre de Kalman approhe la densité a posterioripar une densité gaussienne, don unimodale. Ainsi, lorsque les équations du systèmesont fortement non-linéaires ou lorsque les bruits ne sont pas gaussiens, les extensionsdu �ltre de Kalman peuvent être inadaptées. Le �ltrage partiulaire (FP) qui reposesur la méthode de Monte Carlo, onstitue alors une alternative intéressante. Dansla setion suivante, nous introduisons brièvement le prinipe de e type de �ltrage.1.2.4 Filtrage partiulaireLes �ltres partiulaires (FP), aussi onnus sous le nom de Méthodesséquentielles de Monte-Carlo, sont des tehniques statistiques d'estimation d'étatbasées sur des approximations de type Monte-Carlo [39℄. Atuellement, le �ltragepartiulaire susite de plus en plus d'intérêt, grâe aux avanées tehnologiquesrendant possible leur mise en oeuvre en temps réel dans de nombreux domainesrelevant des sienes et tehniques de l'information et de la ommuniation, ou dessienes de l'ingénieur. Le FP permet d'estimer séquentiellement l'état d'unsystème dynamique non linéaire. Il onstitue une approximation du �ltrageBayésien, la densité a posteriori étant approhée grâe à un ensemble de pointsappelés partiules. Chaune de es partiules représente un état probable dusystème auquel on a�ete un oe�ient de pondération (ou poids) [4, 20, 86℄.Considérons de nouveau le système dérit par les équations (1.1) et (1.2). Lesméthodes séquentielles de Monte-Carlo onsistent à utiliser des éhantillons
{xi

k}Ni=1, d'une variable aléatoire distribuée suivant la loi a posteriori pour alulerdes moyennes empiriques et pour évaluer l'intégrale (1.7). Cette approheest intéressante dès que l'on sait éhantillonner selon la loi a posteriori.Malheureusement, ei est rarement le as, et la tehnique d'éhantillonnaged'importane est un remède intéressant. Cette tehnique utilise une densitéauxiliaire q(xk/Zk), à partir de laquelle on peut générer des éhantillons. Dans e



Chapitre 1. Estimation d'état des systèmes dynamiques 25as l'équation (1.7) devient :
x̂k =

∫
xk
p(xk/Zk)

q(xk/Zk)
q(xk/Zk)dxk

=

∫
xk
p(Zk/xk)p(xk)

p(Zk)q(xk/Zk)
q(xk/Zk)dxk

=

∫
xk

wk

p(Zk)
q(xk/Zk)dxk

=
1

p(Zk)

∫
xkwkq(xk/Zk)dxk

=

∫
xkwkq(xk/Zk)dxk∫

p(Zk/xk)p(xk)
q(xk/Zk)
q(xk/Zk)

dxk

=

∫
xkwkq(xk/Zk)dxk∫
wkq(xk/Zk)dxk

=
Eq(xk/Zk)(xkwk)

Eq(xk/Zk)(wk)
,où wk = p(Zk/xk)p(xk)

q(xk/Zk)
et Eq(xk/Zk) représente l'espérane assoiée à la loi q(xk/Zk).Ainsi, en générant les éhantillons suivant q(xk/Zk), x̂k peut être approhée par :

x̂k =
1
N

∑
iw

i
kx

i
k

1
N

∑
i w

i
k

=

∑
i w

i
kx

i
k∑

i w
i
k

, (1.24)où wi
k est le poids assoié à xi

k. En supposant que le modèle d'état est un proessusmarkovien d'ordre 1, les poids peuvent être estimés de façon réurrente par la formulesuivante [30℄ :
wi

k = wi
k−1

p(Zk/x
i
k)p(x

i
k/x

i
k−1)

q(xi
k/x

i
k−1, Zk)

. (1.25)Cette équation permet d'estimer séquentiellement les poids des partiules. Cespoids dépendent de la loi q(xk/xk−1, Zk). Le hoix le plus simple onsiste à poser
q(xk/xk−1, Zk) = p(xk/xk−1). Il onduit à une formulation simple des poids dont lamise à jour se fait en multipliant le poids préédant de haque partiule par lavraisemblane orrespondante :

wi
k = wi

k−1p(Zk/x
i
k). (1.26)La méthode du FP est résumée par l'Algorithme 1. Un onept important dans le�ltrage partiulaire réside dans le ré-éhantillonnage, néessaire pour éviter ladégénéresene. L'algorithme de ré-éhantillonnage e�etue un tirage ave remiseparmi les N partiules prédites par le modèle d'évolution. La probabilité de tirerune partiule est donnée par son poids. L'éhantillonnage transforme un ensemblede partiules en un autre de même taille [4℄. En inorporant le poids dans leproessus de ré-éhantillonnage, la distribution des partiules hange. Leré-éhantillonnage peut se faire à haque étape (on obtient alors un �ltrepartiulaire SIR - Sequential Importane Resampling) ou lorsque ei est jugé



26Algorithme 1 Algorithme de �ltre partiulaire1: Générer un ensemble des partiules et les poids assoiés, {xi
0, w

i
0}ni=1 selon laprobabilité a priori de l'état du système.2: Pour i = 1 à n3: % Prédition %4: Propager les partiules suivant le modèle d'évolution du système : xi

k/k−1 =

f(xi
k−1/k−1,uk) + vk−1.5: % Corretion %6: Mise à jour des poids : wi

k = wi
k−1p(Zk/x

i
k).7: Normalisation : wi

k = wi
k/

∑N
i=1w

i
k.8: % Estimation %9: x̂k =

∑
i wi

k
xi

k∑
i wi

k

.10: Fin Pournéessaire ompte tenu du pourentage de partiules signi�atives (�ltre SIS -Sequential Importane Sampling). Pour évaluer le nombre de partiulessigni�atives, on utilise la formule suivante [4℄ :
Neff =

1
∑N

i=1(w
i
k)

2.Le nombre de partiules signi�atives Neff est maximisé lorsque tous les poids sontégaux. Il est minimum lorsqu'un seul poids est non nul. Ainsi, quand Neff est pluspetit qu'un seuil hoisi on proède à un ré-éhantillonnage.Généralement, l'e�aité et la pertinene du FP dépendent du nombre departiules utilisées dans l'approximation de la densité de probabilité del'état [4, 20℄. Ces méthodes néessitent un temps d'exéution important dans laplupart des as. Ainsi, elles sont rarement utilisées dans les appliations en tempsréel.1.3 Approhe à erreurs bornéesA l'opposé des approhes Bayésiennes, sont apparues des approhes dites àerreurs bornées (AEB). Dans es approhes, les valeurs des di�érentes variables sontsupposées appartenir à des ensembles de forme partiulière (ellipses, pavés, et.).On herhe une estimation garantie de l'état sous forme d'un ensemble qui ontienttoutes les valeurs possibles ohérentes ave les ontraintes données, représentéespar les équations d'évolution et d'observation [13, 21, 38, 47, 48, 62, 89℄. Des travauxsur la notion d'estimation garantie sont apparus à la �n des années 1960. Ceux-i onernaient le as des systèmes linéaires [88℄. Réemment, plusieurs travauxabordent le problème de l'estimation garantie ave des ontraintes non-linéaires [6,47,51,59℄. Dans [36℄, une méthode basée sur l'analyse par intervalle a été développéepour des appliations de loalisation routière. Le problème majeur de l'AEB estla détermination des bornes d'erreurs assoiées aux di�érentes variables [48℄. Ene�et si es bornes sont sous-estimées, on peut obtenir un ensemble vide pour l'état.



Chapitre 1. Estimation d'état des systèmes dynamiques 27Au ontraire, si elles sont surestimées, l'ensemble des valeurs possibles pour l'étatdevient grand et la méthode perd de sa préision.Nous nous intéressons dans le adre de e travail aux méthodes d'estimationà erreurs bornées basées sur l'analyse par intervalles [36, 37, 48℄. Dans la setionsuivante, nous présentons les notions prinipales de ette théorie.1.3.1 Théorie des intervallesLa théorie des intervalles a été proposée pour la première fois par Moore en 1966dans son livre Analyse par intervalle [64℄. Elle est basée sur une idée assez simple,onsistant à remplaer les nombres réels ou entiers par des intervalles auxquels ilsappartiennent (ou, plus généralement dans Rn, à remplaer des veteurs réels parde pavés). Cette théorie onsidère les intervalles omme un type de donnée quipeut avoir une double nature, elle de nombre et elle d'ensemble. Ainsi, le alulpar intervalles exploite ette dualité et ombine les opérations ensemblistes (parexemple, l'union et l'intersetion) ave les opérations arithmétiques sur des nombresréels (par exemple, l'addition et la soustration), ei a�n de réer de nouveauxopérateurs adaptés aux intervalles.Dans ette setion, nous dérivons les notions de base de la théorie des intervallesainsi que les outils qui seront utilisés dans la suite de e mémoire. Pour plus dedétails, le leteur peut se référer à [48℄ et aux référenes inluses.1.3.1.1 Dé�nitions d'un intervalleDé�nition 1. Un intervalle réel fermé, noté généralement par [x], est aratérisépar la paire ordonnée des réels représentant es bornes :
[x] = [x, x],où, x et x sont les bornes inférieures et supérieures de [x]. L'intervalle [x] est unepartie onnexe, bornée et fermée de R. Il est dé�ni par :

[x] = {x ∈ R/x ≤ x ≤ x}. (1.27)Les ensembles suivants sont également des intervalles fermés de R : ∅, ]−∞,+∞[.L'ensemble des tous les intervalles possibles est noté souvent par IR.Dé�nition 2. Le entre de l'intervalle [x], noté xc, est donné par :
xc =

(x+ x)

2
. (1.28)Dé�nition 3. La taille de [x], notée w([x]), est dé�nie par :

w([x]) =
(x− x)

2
. (1.29)La taille w([x]) de [x] aratérise l'impréision ave laquelle x est onnu.



281.3.1.2 Arithmétique des intervallesL'arithmétique des intervalles est le premier outil du alul ensembliste. Lealul par intervalles manipule les intervalles en utilisant des opérations ensemblisteset arithmétiques. Les opérateurs ensemblistes sont appliqués diretement sur lesintervalles. Par exemple, l'intersetion des deux intervalles [x] et [y] est dé�nie par :
[x] ∩ [y] = {z ∈ R|z ∈ [x] et z ∈ [y]}. (1.30)L'intersetion de deux intervalles est toujours un intervalle, mais e n'est pas toujoursle as pour l'union. Pour ette raison, on dé�nit l'union de deux intervalles [x] et [y]omme étant le plus petit intervalle ontenant [x] et [y] :

[x] ⊔ [y] = [[x] ∪ [y]], (1.31)La notion [A] désignant l'enveloppe onvexe de A, pour tout A ⊆ R.Exemple 1.
[1, 2] ∪ [5, 7] = [1, 7],

[1, 5] ∩ [3, 7] = [3, 5].L'arithmétique lassique des réels est fondée sur quatre opérations de base :l'addition, la soustration, la multipliation, et la division. L'arithmétique desintervalles généralise es opérations. Si ◦ représente un des opérateurs usuels
{+,−, ∗, /}, on dé�nit son extension de IR × IR vers IR × IR de la manièresuivante :

[x] ◦ [y] = [{x ◦ y ∈ R|x ∈ [x], y ∈ [y]}], (1.32)Les opérations arithmétiques onsidérées ii sont des lois de omposition interne dans
IR. Ainsi, les résultats de es opérations sont de même type que leurs arguments(par exemple, le résultat d'une addition ou d'un produit de deux intervalles est aussiun intervalle). Pour aratériser le résultat de l'opération [x] ◦ [y] pour l'addition, lasoustration, la multipliation et la division on peut se servir des formules suivantes :





[x] + [y] = {x+ y|x ∈ [x] et y ∈ [y]} = [x+ y, x+ y],

[x]− [y] = {x− y|x ∈ [x] et y ∈ [y]} = [x− y, x− y],
[x] · [y] = {x · y|x ∈ [x] et y ∈ [y]}

= [min(xy, xy, xy, xy),max(xy, xy, xy, xy)],

−[x] = {−x|x ∈ [x]} = [−x,−x],
[x]2 = {x2|x ∈ [x]}.Si les bornes de [x] et [y] sont stritement positives, alors :

[x]/[y] = [x/y, x/y],et
[x]2 = [x2, x2].



Chapitre 1. Estimation d'état des systèmes dynamiques 29Exemple 2.
[1, 3] + [0, 4] = [1, 7],

[1, 3]− [0, 4] = [−3, 3],

[1, 3] · [0, 4] = [0, 12],

[3, 4]/[0, 0] = ∅.Il est à noter ii que [x]2 6= [x] · [x]. Par exemple, si [x] = [−1, 1], alors [x]2 = [0, 1],tandis que [x] · [x] = [−1, 1].Certaines propriétés des opérations sur les intervalles se déduisent diretementdes opérations orrespondantes sur les réels. Il est faile de montrer que l'addition etla multipliation sont assoiatives et ommutatives. En revanhe, la multipliationest sous-distributives par rapport à l'addition :
[x] · ([y] + [z]) ⊆ [x] · [y] + [x] · [z].Tous les opérateurs sur les intervalles véri�ent la propriété d'inlusion minimaledé�nie par :

[x1] ⊆ [x2] et [y1] ⊆ [y2]⇒ [x1] ◦ [y1] ⊆ [x2] ◦ [y2].Soient E et F deux sous-ensembles de R, et f une fontion élémentaire dé�nie de Edans F. Dans le adre de la théorie des intervalles, une fontion d'inlusion pour fest une fontion de IR dans IR véri�ant :
[f ]([x]) ⊇ {f(x)/x ∈ [x]}, ∀[x] ∈ IR (1.33)La fontion d'inlusion minimale pour f assoie à tout [x] le plus petit intervalontenant f([x]). Elle est généralement notée par [f ]∗.Toute fontion élémentaire f , ontinue et monotone, a omme fontiond'inlusion minimale :

[f ]∗([x]) = [min(f(x), f(x)),max(f(x), f(x))]. (1.34)Exemple 3. Les fontions d'inlusion minimales assoiées à exp, ln et arccos,appliquées sur [x] = [x, x], sont données par :
[exp]([x]) = [exp(x), exp(x)],

[ln]([x]) = [ln(x), ln(x)],

[arccos]([x]) = [arccos(x), arccos(x)] pour [x] ⊆ [−1, 1].Si la fontion f n'est pas monotone, le alul de la fontion d'inlusionminimale devient plus ompliqué. On peut dans ertains as exploiter la monotoniepar moreaux de la fontion f . Soit N l'ensemble des entiers naturels. Le domaine
E peut être déomposé en sous-domaines Ek tel que E = ∪k∈NEk, dans lesquels fest ontinue et monotone (stritement roissante ou déroissante). Le alul de lafontion d'inlusion minimale de f sur E revient à déterminer la fontion
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Figure 1.1 � Calul de sin([x]).d'inlusion minimale de f sur tous les sous domaines Ek. Ainsi, [f ]∗ est donnéepar :
[f ]∗([x]) = [f ]∗(∪s

k=r[xk]) = [∪s
k=r[f ]∗([xk])], (1.35)où [x] ⊆ E, [xk] ⊆ Ek, [x] = ∪s

k=r[xk] et s et r sont deux réels tel que r ≤ s. Comme
f est monotone sur [xk], alors :

[f ]∗([x]) = [∪s
k=r[min(f(xk), f(xk)),max(f(xk), f(xk))]]. (1.36)En développant, on obtient :

[f ]∗([x]) = [y, y], (1.37)ave
y = min(f(xr), f(xr+1), · · · , f(xs), f(xr), · · · , f(xs))et
y = max(f(xr), f(xr+1), · · · , f(xs), f(xr), · · · , f(xs)).Exemple 4. Prenons le as de la fontion élémentaire f(x) = sin(x) (f.Figure 1.1). Nous herhons à aluler [sin]∗([0, π]). Le domaine [0, π] peut êtredéomposé en deux sous-domaines E1 = [0, π/2] et E2 = [π/2, π] où la fontion sinest monotone. La fontion d'inlusion minimale de f(x) en [0, π] est don donnéepar :

[sin]∗([0, π]) = [y, y],où
y = min(sin(0), sin(π/2), sin(π)) = 0,et
y = max(sin(0), sin(π/2), sin(π)) = 1.Par onséquent, [sin]∗([0, π]) = [0, 1].
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f([x])

[x]

[f ]∗([x])

[f ]([x])

Figure 1.3 � L'image d'un pavé [x] par la fontion f .1.3.1.3 Dé�nition d'un pavéDé�nition 4. Un pavé [x], appelé aussi un veteur d'intervalles, est dé�ni ommele produit artésien de m intervalles :
[x] = [x1]× · · · × [xm]. (1.38)L'ensemble des tous les pavés de dimension m est noté IR

m. La Figure 1.2,montre le as d'un pavé [x] = [x1]× [x2] de IR
2.Les opérateurs ensemblistes et arithmétiques dé�nis dans le paragraphepréédant peuvent être étendus aux pavés. Par exemple, la somme de deux pavés

[x] et [y] de IR
m est dé�nie par :

[x] + [y] = ([x1] + [y1])× · · · × ([xm] + [ym]). (1.39)1.3.1.4 Fontion d'inlusion sur un pavéSoit f une fontion dé�nie de Rn à Rm. L'image d'un pavé [x] par f , dé�niepar f([x]) = {y/y = f(x) et x ∈ [x]}, n'est pas néessairement un pavé, omme
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f([−1, 1])

Figure 1.4 � Comparaison des fontions d'inlusion naturelles d'une même fontionanalytique f(x) = (x− 1)2.le montre la Figure 1.3. On dé�nit la fontion d'inlusion sur un pavé [x] par uneextension de la notion de fontion d'inlusion sur les intervalles.Dé�nition 5. Une fontion [f ] de IR
n à IR

m est une fontion d'inlusion de f si :
∀[x] ∈ IR

n, f([x]) ⊆ [f ]([x]). (1.40)Le but de la fontion d'inlusion est ainsi de herher un pavé englobant l'imagede [x] par f . Lors de l'utilisation des fontions d'inlusion, la solution trouvée estsouvent pessimiste omme le montre la Figure 1.3.La fontion qui assoie à [x] l'espae IR
m est une fontion d'inlusion pour toutesles fontions f de IR

n vers IR
m, mais elle est si pessimiste qu'on n'a auun intérêtà l'utiliser. L'une des problématiques de l'analyse par intervalles est de trouverdes fontions d'inlusion préises et rapides à évaluer. Comme on le voit sur laFigure 1.3, la fontion d'inlusion minimale [f∗] est plus préise que toute autrefontion d'inlusion [f ]. Il est souvent di�ile de aluler la fontion d'inlusionminimale. Pour onstruire une fontion d'inlusion pour une fontion f à valeurs dans

Rm, il su�t de aluler une fontion d'inlusion pour haune de ses omposantes
{fi}mi=1 :

[f ] = [f1]× [f2]× · · · × [fm].Dans la suite nous nous foalisons sur le alul de fontions d'inlusion pour desfontions analytiques à valeurs dans R. Une fontion analytique est une fontion quipeut être onstruite par ompositions des fontions élémentaires usuelles (cos, sin,
log, exp, max, · · · ) et des opérateurs arithmétiques (+, −, ∗, /).Il existe plusieurs méthodes pour aluler une fontion d'inlusion d'une fontionanalytique. Dans e travail, nous avons utilisé les fontions d'inlusion naturelles.Une fontion d'inlusion naturelle est obtenue en remplaçant haque variablesalaire de f par l'intervalle orrespondant, et toutes les fontions élémentairespar leurs extensions aux intervalles. Cependant, une telle fontion est rarement



Chapitre 1. Estimation d'état des systèmes dynamiques 33minimale au sens de l'inlusion. Elle ne l'est que lorsque tous les opérateurs et lesfontions élémentaires de f sont ontinus, et à ondition que toutes les variables
xi n'apparaissent qu'une seule fois dans l'expression de f . Il est don essentield'e�etuer une étape de pré-traitement symbolique sur l'expression de f , a�n dediminuer le nombre d'ourrenes de haque variable avant de aluler la fontiond'inlusion naturelle.Exemple 5. Considérons la fontion f de R2 dans R, dé�nie par f(x1, x2) =
ln(exp(x1) + cos(x2)). Une fontion d'inlusion naturelle est donnée par :

[f ]([x1], [x2]) = [ln]([exp]([x1]) + [cos]([x2])).L'image par [f ] d'un pavé [x] = ([x1], [x2])
T tel que [x1] = [0, 1] et [x2] = [0, π/6],est alulée omme suit :

[f ]([x1], [x2]) = [ln]([exp]([0, 1]) + [cos]([0, π/6]))

= [ln]([1, e] + [1/2, 1])

= [ln]([3/2, 1 + e]

= [ln(3/2), ln(1 + e)].Exemple 6. Considérons la fontion f(x) = (x−1)2. Cette fontion peut être érited'au moins trois manières di�érentes :
f1(x) : (x− 1)2

f2(x) : (x− 1)(x− 1)

f3(x) : x2 − 2x+ 1.A�n de montrer l'e�et de la forme de l'expression de f sur l'e�aité de la fontiond'inlusion naturelle orrespondante, on peut aluler l'image de l'intervalle [x] =
[1, 1] par [f1], [f2] et [f3], dé�nies de la façon suivante :

[f1]([x]) = ([−1, 1]− 1)2 = ([−2, 0])2 = [0, 4],

[f2]([x]) = ([−1, 1]− 1)([−1, 1]− 1) = ([−2, 1])([−2, 1]) = [−2, 4],

[f2]([x]) = [−1, 1]2 − 2[−1, 1] + 1 = [0, 1]− [−2, 2] + 1 = [−1, 4].Selon la formulation de la fontion f , la fontion d'inlusion naturelle est don plusou moins préise. La fontion d'inlusion [f1] ne ontenant qu'une seule ourrenede la variable x est plus préise que les deux autres dans lesquelles la variable xapparaît deux fois (voir la Figure 1.4).Parmi les stratégies utilisées pour onstruire les fontions d'inlusion, lafontion d'inlusion naturelle reste la plus faile à mettre en oeuvre [11, 46, 48℄.A�n de réduire le problème de pessimisme de e type des fontions d'inlusion, ilest utile de proéder à des manipulations algébriques sur les expressions desfontions a�n de minimiser les ourrenes des di�érentes variables. Cependant,ette rédution n'est pas toujours faisable. Ainsi, pour remédier au problème dupessimisme des fontions d'inlusions, on doit avoir reours à d'autres opérationsque les manipulations algébriques usuelles [48℄.
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[q]
C∗

S
[x]

Figure 1.5 � Rédution d'un pavé [x] en un pavé [q] en utilisant une seule ontrainte S.1.3.1.5 Rédution d'un pavé sous ontrainteDé�nition 6. Étant donné un veteur x = (x1, x2, · · · , xm)T de Rm, une ontrainte
C est une relation dé�nie entre les di�érentes omposantes de x. Cette relationspéi�e un ensemble de veteurs ompatibles ave la ontrainte dans Rm.Nous onsidérons dans e paragraphe une ontrainte de la forme f(x) ∈ [y], où
f est une fontion dé�nie de Rm dans Rn, x = (x1, · · · , xm)T et [y] ∈ IR

n. Soit
[x] le domaine initial de x. La ontrainte f(x) ∈ [y] est souvent assimilée à unsous-ensemble S de Rm donné par :

S = {x ∈ R
m/f(x) ∈ [y]} = f−1([y]). (1.41)La rédution du pavé [x] sous la ontrainte f onsiste à trouver un pavé [q] ⊂ [x],englobant S1 = S ∩ [x].Ce problème est souvent appelé �problème de Satisfation de Contrainte : PSC�(pour CSP : Constraint satisfation problem, en anglais). Il peut être reformulé dela manière suivante :

H : (f(x) ∈ [y],x ∈ [x]). (1.42)La Figure 1.5, issue de [46℄, illustre le prinipe de rédution d'un pavé [x] par laontrainte f . Une rédution est dite minimale si le pavé [q] est égal au pavé minimalenglobant S1, noté C∗S .1.3.1.6 Le ontrateur de WaltzDé�nition 7. Considérons le PSC dé�ni par l'équation (1.42). Soit S l'ensembledé�ni par l'équation (1.41) et [x] un pavé de IR
m. Un ontrateur CS pour S, est uneappliation

CS : IR
m → IR

m

[x] → CS([x]) ⊇ [[x] ∩ S]∗, (1.43)



Chapitre 1. Estimation d'état des systèmes dynamiques 35où [[x] ∩ S]∗ est le plus petit pavé englobant [x] ∩ S. La Figure 1.5 illustre unexemple de la ontration d'un pavé [x] de IR
2 par rapport à S. Après avoir dé�niles ontrateurs, on peut énoner quelques dé�nitions [48℄ :� C∗

S
est dit optimal si ∀[x] ∈ IR

m, C∗
S

= [[x] ∩ S]∗,� CS est dit monotone si [x] ⊆ [y] implique CS([x]) ⊆ CS([y]),� CS est dit idempotent si ∀[x] ∈ IR
m, CS(CS([x])) = CS([x]),� CS est plus e�ae que C′

S
si pour [x] ∈ IR

m, CS([x]) ⊂ C′
S
([x]).Il n'existe pas une méthode générale pour trouver le ontrateur optimal. Plusieursméthodes permettent la rédution de la taille des pavés en utilisant desontraintes [11, 48℄. Nous nous intéressons dans le adre de e travail à uneméthode relativement simple pour la ontration des pavés utilisant le prinipe deontration par propagation des ontraintes. Cette méthode est onnue sous lenom d'algorithme de Waltz ou méthode de propagation et rétro-propagation(PRP) [23, 24, 46, 48℄. Elle est partiulièrement avantageuse pour plusieurs raisons,parmi lesquelles :� son indépendane par rapport à la linéarité ou la non linéarité des ontraintesutilisées ;� son indépendane par rapport à la taille des intervalles ;� son temps d'exéution raisonnable ;� sa failité de mise en oeuvre.En�n, ette méthode donne des résultats �ables pour des problèmes présentantbeauoup de redondanes de données et de ontraintes. Elle est don bien adaptéeaux problèmes de fusion de données présentant souvent de telles redondanes.L'algorithme de PRP est basé sur la déomposition des ontraintes initiales enontraintes primitives et sur leur propagation sur les domaines initiaux [23, 24, 48℄.Une ontrainte est dite primitive si elle implique un seul opérateur ⋄ ∈ {+,−, ∗, /}ou une seule fontion usuelle (cos, ln, log, sin, exp, log, · · · ).Considérons un pavé [x] ∈ IR

m et un PSC dé�ni par :
H : (f(x) ∈ [y],x ∈ [x]).L'algorithme de Waltz permet de réduire le pavé [x] sous la ontrainte f , 'est-à-dire,de trouver un pavé de taille réduite englobant la solution S1 = f−1([y]) ∩ [x]. Cetalgorithme est omposé de deux sous-routines : Propagation et Rétropropagation. Ilonsiste à ontrater [x] en respetant les ontraintes primitives de f , sans ordre apriori, jusqu'à e que la ontration devienne ine�ae. Le prinipe de l'algorithmede Waltz est représenté dans l'Algorithme 2 [46℄. Dans et algorithme, Cj représentela jieme ontrainte primitive de f et n est le nombre total de ontraintes primitives.La proédure REDUIT onsiste à réduire le pavé [x](k+1) en utilisant la ontrainte

Cj et [x](k).Illustrons l'algorithme de Propagation-Rétropropagation par l'exemple suivant :Exemple 7. Considérons un pavé [x] = [x1] × [x2] ∈ [−10, 10] × [−10, 10], qu'onherhe à réduire en utilisant les ontraintes C1 : y1 = x1 − 3x2 ∈ [−2, 1] et C2 :
y2 = x1 + x2 ∈ [−1, 1]. L'appliation d'une étape de l'algorithme de PRP est déritei-dessous.
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Figure 1.6 � Les deux premières étapes de l'algorithme de PRP.
Algorithme 2 L'algorithme de Waltz : WALTZ ([x], [y]).Entrée :k = 0, [x](0) = [x]RépéterPour j = 1 jusqu'à n,

[x](k + 1) = REDUIT ([x](k), Cj) ;
k = k + 1 ;Fin PourTant que la rédution est su�santeSortie : [x](k) ;
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[y1] = [y1] ∩ ([x1]− 3 ∗ [x2]) = [−2, 1] ∩ ([−10, 10]− 3 ∗ [−10, 10]) = [−2, 1],

[y2] = [y2] ∩ ([x1] + [x2]) = [−1, 1] ∩ ([−10, 10] + [−10, 10]) = [−1, 1].� Rétropropagation :
[x1] = ([y1] + 3 ∗ [x2]) ∩ [x1] = ([−2, 1] + 3[10, 10]) ∩ [−10, 10] = [−10, 10],

[x2] =
1

3
([x1]− [y1]) ∩ [x2] =

1

3
([−10, 10]− [−2, 1]) ∩ [−10, 10] = [−11/3, 4],

[x1] = ([y2]− [x2]) ∩ [x1] = ([−1, 1]− [11/3, 4]) ∩ [−10, 10] = [−5, 14/3],

[x2] = ([y2]− [x1]) ∩ [x2] = ([−5, 14/3]− [−1, 1]) ∩ [−11/3, 4] = [−11/3, 4].La Figure 1.6 montre les résultats des deux premières étapes de la PRP. Sur ette�gure, les deux ontraintes sont représentées par des zone hahurées. La Figure 1.6-a illustre en retangle pointillé la rédution du pavé [x] en utilisant la premièreontrainte C1. Après avoir utilisé la ontrainte C1, la Figure 1.6-b montre le résultatde rédution de [x]1C1
par la deuxième ontrainte C2 (retangle gris). Le retanglegris foné de la Figure 1.6- représente le résultat de la ontration de [x]1C2

par C1.En�n, le retangle blan de la Figure 1.6-d montre le résultat de la ontration de
[x]2C1

par C2.1.3.2 Utilisation de l'algorithme PRP pour l'estimationd'étatDans ette partie, on présente un algorithme simple développé dans [36℄ pourrésoudre des problèmes d'estimation d'état en utilisant ertaines notions introduitesauparavant. Pour ela, onsidérons le système non linéaire dérit par les équationssuivantes :
xk+1 = f(xk,uk) (1.44)
zk+1 = g(xk+1), (1.45)où f : Rnx × Rnu −→ Rnx est une fontion, généralement non linéaire, qui dé�nit larelation entre l'état xk+1 à l'instant k+1, l'état xk et l'entrée uk à l'instant k, et oùla fontion g : R

nx −→ R
nz représente la relation entre l'observation zk+1 et l'état

xk+1.L'état initial x0 est supposé inlus dans un pavé [x0] ⊂ IR
nx . À l'instant k,l'entrée uk et la mesure zk sont représentées par les pavés [uk] et [zk]. La solution duproblème d'estimation proposée dans [36℄ onsiste à déterminer à haque instant k+1une estimation garantie de l'état xk+1 sous la forme d'un pavé [xk+1] ontenant lavraie valeur de xk+1 sous l'hypothèse que les équations (1.44) et (1.45) sont orreteset en tenant ompte de toutes les informations disponibles à l'instant k+1. Tout typed'erreur dans les modèles (1.44) et (1.45) peut être pris en ompte en ajoutant unbruit borné. L'adaptation de la méthode que nous allons présenter dans e dernieras est simple et faile à mettre en ÷uvre. Le problème d'estimation en questionpeut être vu omme un PSC :

H0:k+1 : (F(ξ0:k+1) = 0, ξ0:k+1 ∈ [ξ0:k+1]), (1.46)



38ave ξ0:k+1 = (xk+1, . . . ,x0,uk, . . . ,u0, zk+1, . . . , z1) et
F : ξ0:k+1 → (xk+1 − f(xk,uk), . . . ,x1 − f(x0,u0), zk+1 − g(xk+1), . . . , z1 − g(x1)) .(1.47)L'algorithme de Waltz dérit dans la Setion 1.3.1.6 peut être utilisé pour résoudree PSC. Pour ela, les ontraintes H0:k+1 doivent être déomposées en ontraintesprimitives. L'algorithme de Waltz sera ensuite appliqué en se servant de toutes leséquations jusqu'à e que la ontration devienne inutile.En pratique, on ne onsidère le problème [36℄ que dans une fenêtre temporellelimitée par des raisons de temps de alul. Dans e travail de thèse, on n'utilisequ'une fenêtre temporelle de taille deux omme dans les méthodes bayésiennes oùon onsidère habituellement des modèles de Markov d'ordre 1. Ainsi, le PSC dé�nipar l'équation 1.46 peut être érit sous la forme :

Hk+1 : (F(ξk+1) = 0, ξk+1 ∈ [ξk+1]), (1.48)ave ξk+1 = (xk+1,xk,uk, zk+1) et
F : ξk+1 → (xk+1 − f(xk,uk), zk+1 − g(xk+1)) . (1.49)Algorithme 3 Algorithme EEB : [xk+1] = EEB([xk],uk, zk+1, f , g).Entrée : [xk],uk, zk+1Sortie : [xk+1]1: Leture des entrées uk et l'erreur assoiée. Déduire [uk].2: Leture des mesures zk+1 et l'erreur assoiée. Déduire [zk+1].3: [xk+1]← (−∞,+∞)nx4: Tant que au moins une variable est ontratée5: % Propagation %6: [xk+1]← [xk+1] ∩ [f ]([xk], [uk])7: [zk+1]← [zk+1] ∩ [g]([xk+1])8: % Rétro-propagation %9: Rétro-propagation de la ontrainte xk+1 − f(xk,uk) = 010: Rétro-propagation de la ontrainte zk+1 − g(xk+1) = 011: Fin Tant queLa méthode d'estimation à erreurs bornées (EEB) est résumée dans l'Algorithme3. Dans les étapes 1 et 2, des intervalles sont déterminés autour de l'entrée uk et dela mesure zk+1 en utilisant les bornes des erreurs assoiées. Ces bornes dépendentdes apteurs utilisés et sont supposées onnues. Elles sont parfois données par lesonstruteurs ou dérivées d'une estimation de l'impréision en temps réel [36℄.À l'instant k = 0, on ne onnaît rien de l'état xk+1 : [xk+1] est don initialiséepar le plus grand pavé possible (étape 3). Les pavés [xk+1], [xk], [uk] et [zk+1] sontensuite ontratés en utilisant l'algorithme de Waltz. L'étape 6 orrespond à l'étapede prédition dans laquelle un pavé prédit [xk+1] est alulé en utilisant [xk], [uk] etl'équation (1.44). On peut remarquer qu'une fontion d'inlusion [f ] doit être utilisée
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Figure 1.7 � Illustration du prinipe de la EEB.a�n de garantir que l'image par f de [xk] et [u] soit un pavé. Rappelons ii le aratèrepessimiste de l'estimation résultant de l'utilisation des fontions d'inlusion. L'étape7, quant à elle, permet de aluler l'intersetion entre la sortie prédite [g]([xk+1])alulée à partir de l'état prédit [xk+1] en utilisant la fontion d'inlusion [g], et lasortie mesurée [zk+1].Les étapes 9 et 10 orrespondent à la phase de rétro-propagation del'algorithme de Waltz. Elles onsistent à ontrater tous les pavés, y ompris [xk]et [uk]. Comme indiqué dans la Setion 1.3.1.6, l'algorithme de Waltz néessite quetoutes les ontraintes soient déomposées en ontraintes primitives. L'algorithmes'arrête lorsque la ontration devient très petite ou inférieure à un seuil donné. Lafontion alulée par et algorithme est notée omme suit :
[xk+1] = C (f , g, [xk], [uk], [zk+1]) . (1.50)Le prinipe de l'algorithme de la EEB est illustré par la �gure 1.7. Dans ette�gure, les pavés [xk] et [uk] représentant l'état et l'entrée sont ombinés en utilisantle modèle d'évolution pour fournir un pavé prédit [xk+1]. Ensuite, [xk+1] est utilisépour aluler la sortie prédite [z̃k+1]. L'intersetion de [z̃k+1] ave la mesure observée

[zk+1] est utilisée pour ontrater [xk+1] en utilisant la méthode PRP.1.4 ConlusionDans e hapitre, nous avons présenté d'une manière résumée plusieursméthodes permettant de résoudre les problèmes d'estimation d'état. Nous avonsdérit l'approhe bayésienne et expliqué le prinipe de �ltre de Kalman, ainsi quedu �ltre de Kalman étendu et du �ltre partiulaire. Nous nous sommes ensuiteintéressés aux méthodes ensemblistes pour l'estimation d'état, en nous foalisantsur une méthode simple basée sur la notion de satisfation de ontraintes.Nous proposerons dans le hapitre 3 une extension rédibiliste des approhesà erreurs bornées. Cette extension sera basée sur une représentation rédibiliste



40des erreurs assoiées aux di�érentes variables. Auparavant, nous proposons dans leprohain hapitre une introdution au problème de loalisation routière.



Chapitre 2Loalisation routière d'un véhiule
2.1 IntrodutionL'évolution réente du monde de l'automobile exige de plus en plus l'utilisation desystèmes d'aide à la onduite. Ces systèmes ont pour r�le d'assister l'automobilistedans sa tâhe de onduite. Ils utilisent di�érents types de apteurs pour fournir auonduteur ou au véhiule des informations sur son environnement a�n de répondreaux nouveaux dé�s de séurité et de onfort.Une loalisation �able et préise est une fontionalité essentielle pour toutvéhiule autonome a�n de pouvoir le ommander le long d'un hemin plani�é. Leterme loalisation renvoie à la onnaissane de la pose du véhiule dans un systèmede référene expliite. La pose est dé�nie par le ouple position et attitude duvéhiule. La position est dérite par un ensemble de oordonnées géographiques ouartésiennes, alors que l'attitude désigne les di�érents angles par rapport à unréférentiel ou par rapport à des amers.Un système de loalisation typiquement installé dans un véhiule est basé surdi�érents types de apteurs. Dans e travail de thèse, nous utilisons trois systèmesde mesure : un système ABS (Anti-lok Braking System) qui dispose desinformations odométriques (déplaement et rotation élémentaire), un système ESP(Eletroni Stability Program) qui dispose d'un gyromètre fournissant la vitesse delaet (rotation autour d'un axe vertial) et un réepteur GPS (Global PositioningSystem) qui o�re une estimation de la position de véhiule dans un référentielglobal. Les informations fournies par es apteurs sont ombinées en utilisant uneméthode de fusion de données a�n d'o�rir une estimation �able de la position duvéhiule. Pour pouvoir assoier ette position à une route, nous utilisons unsystème de loalisation ouplé à la artographie. Ce système utilise une base dedonnées artographique (GIS : Geographi Information System) pour déterminer laroute empruntée par le véhiule et aluler une estimation de sa position sur etteroute.Ce hapitre est divisé en deux parties prinipales. Nous ommenerons d'abordpar une desription détaillée d'un système de loalisation basé sur l'intégration duGPS ave des apteurs d'inertie, tout en dérivant les apteurs utilisés durant etravail de thèse. Puis nous passerons à la présentation du système de loalisationouplé à la artographie. 41



422.2 Système de loalisation routièreUn système de loalisation routière est basé sur l'utilisation de di�érents types deapteurs omme les odomètres, les gyromètres, les réepteurs GPS, et. Selon leursutilisations, es apteurs peuvent être lassés en deux atégories. Les apteurs de lapremière atégorie sont onnus sous le nom de apteurs extéroeptifs. Ils fournissentdes informations sur l'environnement du véhiule (distane par rapport à un amer,angles, et.). Les apteurs de la seonde atégorie, appelés apteurs proprioeptifs,donnent des informations sur le véhiule lui-même (distane parourue par les roues,angle de volant, et.).En se basant sur es deux atégories, on peut distinguer trois types deloalisation : absolue, à l'estime et dynamique.La loalisation absolue onsiste à déterminer la position du véhiule dans unrepère global lié à l'environnement. Cei néessite l'utilisation de apteursextéroeptifs. Parmi les apteurs les plus utilisés dans e type de loalisation, onpeut iter : les télémètres à ultrasons qui sont utilisés pour la loalisation desrobots et les ompas qui fournissent des angles par rapport au nord magnétique età la gravité terrestre. On peut iter aussi les systèmes optiques (améras, lasers,et.) et les systèmes hyperfréquenes (radars, GPS, et.). Notons que le GPS est lesystème le plus utilisé pour la loalisation absolue des véhiules terrestres.Dans la loalisation à l'estime, appelée aussi loalisation relative, on ombine lesmesures des apteurs proprioeptifs a�n de aluler la pose du véhiule au ours dutemps, en supposant onnue la on�guration initiale. Pour ette raison, on utilise desapteurs de type proprioeptif tels que les odeurs optiques d'odométrique disposéssur les roues du véhiule, les radars à e�et Doppler et les gyromètres.La loalisation à l'estime permet de fournir des estimations de la position duvéhiule à des fréquenes très élevées mais elle néessite toujours une initialisation.A ontrario, la loalisation absolue ne néessite auune initialisation, mais elle sou�rede problèmes de disponibilité et de latene. D'autre part, elle donne des résultatsà des fréquenes souvent insu�santes pour ertaines appliations. Pour résoudrees problèmes, la loalisation dynamique ombine les deux types de apteurs a�nd'o�rir des résultats plus �ables au sens de la disponibilité et de la préision. Cetteombinaison est faite en utilisant une méthode de fusion de données.Nous nous intéressons dans e travail de thèse à la loalisation dynamique etnous utilisons trois types de apteurs : ABS, ESP et GPS. Dans la suite de ettesetion, nous dérivons es di�érents types de apteurs. Nous présenterons ensuitel'arhiteture générale de notre système de loalisation dynamique.2.2.1 Capteurs utilisésA�n de mettre en évidene le fontionnement du système de loalisation devéhiule routière, nous ommençons par une desription des apteurs utilisés danse travail.
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Figure 2.1 � Composantes d'un apteur odométrique.2.2.1.1 L'odomètreUn odomètre est un appareil méanique ou életronique permettant de mesurerla distane parourue par un mobile. Il est très utilisé en robotique mobile du faitde sa mise en ÷uvre faile et surtout de son oût raisonnable. Dans un véhiuleautomobile on peut utiliser le apteur ABS1 en tant qu'odomètre dans le but d'éviterl'installation d'un nouveau apteur.Le système ABS est omposé de roues dentées et de apteurs proxymètres ousolénoides (voir la Figure 2.1, extraite de [36℄). La voiture est équipée de rouesdentées, �xées derrière les disques de freins. Le apteur plaé à proximité dehaque roue dentée délivre un signal numérique de forme arrée, ave unefréquene proportionnelle à la rotation de la roue. En utilisant un ompteur à nbits, on obtient le nombre de tops des signaux. Ainsi, on peut aluler la distaneparourue par haque roue en utilisant son périmètre. Notons que la préision deette distane alulée dépend du nombre de dents des roues.2.2.1.2 Le gyromètreUn gyromètre permet de mesurer la vitesse de rotation angulaire. Il onstitueun omplément idéal de l'odomètre. Les gyromètres peuvent être fabriqués sur labase de plusieurs prinipes tehnologiques. Les premiers utilisaient des omposantsméaniques vibrants. Ensuite, ils ont été nettement améliorés en utilisant desomposants optiques. Le gyromètre à �bre optique est basé sur l'utilisation d'unediode laser qui émet deux faiseaux lumineux, haun étant introduit dans une�bre optique. Ces deux �bres optiques sont enroulées sur elles-mêmes. Lorsque legyromètre est en rotation, une di�érene entre les temps de parours de deuxfaiseaux est mesurée et fournit une estimation de la vitesse de rotation.1L'ABS est un dispositif d'assistane à la onduite. On peut le dé�nir omme un système derégulation qui module automatiquement la pression du iruit de freinage des roues d'un véhiuleen fontion de l'adhérene renontrée par les roues.
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Figure 2.2 � Constellation des satellites du système GPS.2.2.1.3 Le système GPSLe GPS (Global Positioning System), qu'on traduit en français par �systèmede positionnement mondial� ou enore �Géo-Positionnement par Satellite�, est leprinipal système mondial de positionnement par satellites. Ce système est issud'un projet de reherhe de l'armée Amériaine lané dans les années 1960. En1978, les premiers satellites GPS sont envoyés dans l'espae. La seonde série desatellites est lanée en 1989 a�n de onstituer une �otte su�sante pour rendrele système GPS opérationnel en permanene sur Terre. Au début, la préisiondu GPS était limitée à une entaine de mètres pour un usage ivil et à 10 mpour l'usage militaire. Jusqu'à 2000, les réepteurs GPS ivils étaient soumis à unedégradation de performane pour des raisons de séurité militaire. Cette dégradationa été supprimée ultérieurement par le gouvernement amériain, a�n d'améliorerla ompétitivité du système GPS fae aux onstellations de satellites onurrentesomme Galileo en Europe. Les États-Unis ontinuent le développement du systèmeGPS par le remplaement et l'ajout de satellites ainsi que par la mise à dispositionde signaux GPS omplémentaires, plus préis et demandant moins de puissane auxappareils de réeption. Un aord d'interopérabilité a également été on�rmé entreles systèmes GPS et Galileo a�n que les deux systèmes puissent utiliser les mêmesfréquenes et assurer une ompatibilité entre eux.Desription du système GPS. Le système GPS a pour r�le de aluler laposition tridimensionnelle 2 d'un utilisateur d'une manière ontinue et instantanée.Si l'utilisateur se déplae, sa vitesse et la diretion de son mouvement peuvent êtreégalement déterminées. Ce système est omposé de trois omposants prinipaux :2Latitude, longitude et altitude.
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24 satellites orbitant à 20200 km d'altitude (soit trois fois le rayon de la Terre).Ces satellites sont répartis sur six plans orbitaux (quatre satellites par plan)dont l'inlusion est de 55o par rapport à l'équateur terrestre (voir la Figure 2.2,issue de [101℄ ). Ils voyagent à une vitesse de 11600 km par heure. Cette altitudepermet aux utilisateurs situés à plusieurs entaines de kilomètres de aptersimultanément les signaux des mêmes satellites. Généralement quatre satellitesau minimum sont toujours disponibles 24 heures par jour, indépendamment desonditions météorologiques. Les satellites disponibles émettent en permanenedeux ondes (L1 et L2) à deux fréquenes de 1575, 42 MHz et 1227, 60 MHz.Ces deux ondes sont onstituées de données numériques qui ontiennent enpartiulier des éphémérides permettant le alul de la position des satellites,ainsi que des informations sur leurs horloges internes.� Les stations de poursuite terrestre qui ont pour r�le prinipale de déterminerla trajetoire des satellites GPS. Elles sont équipées de réepteurs GPSstationnés sur des points géodésiques dont les oordonnées sont onnues. Enutilisant les observations reueillies, les positions des satellites sont alulées.Ces informations sont ommuniquées aux satellites qui les sauvegardent àleurs tour dans les mémoires de leur ordinateur pour être transmisesprohainement aux utilisateurs via les signaux émis par les satelliteseux-mêmes.� Les réepteurs des utilisateurs qui sont des omposants passifs. Ils reçoiventseulement de signaux transmis par les satellites. Leur r�le est de déoder sessignaux a�n de aluler la position tridimensionnelle de l'utilisateur.Mentionnons qu'il n'y a pas de frais inhérent à l'utilisation des signaux GPS.Observation GPS. Les trois types d'observations émises par les satellites sont :� La mesure de pseudo-distane : 'est une mesure du temps de propagationnéessaire pour qu'un signal transmis par un satellite atteigne le réepteursur Terre. Ce temps est alulé ave une très grande préision par lesosillateurs des satellites qui fournissent une préision de 10−14 seondes.A�n qu'un réepteur puisse reonnaître le satellite observé, haque satellitetransmet un ode qui lui est propre. Une réplique de la séquene du ode estgénérée par le réepteur en même temps qu'un satellite. Le déalage que doitsubir la réplique a�n de oïnider ave le ode reçu orrespond au temps depropagation du signal. Ce temps est multiplié par la vitesse de lumière a�nde aluler la distane entre le satellite et le réepteur. La distane aluléeest ependant faussée par deux soures d'erreurs. Le première erreur est dueà la désynhronisation entre les horloges des satellites et du réepteur. Ladeuxième soure d'erreur est due à la variation de la vitesse de propagationdu signal émis par le satellite ausé par le passage de la ouhel'ionosphérique3 de l'atmosphère terrestre.� La mesure de phase de l'onde porteuse : ette mesure est plus di�ile à mettreen ÷uvre et ne peut pas être exploitée par les réepteurs de bas de gamme. Elle3Partie haute de l'atmosphère terrestre.
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PSfrag replaementsBloked signalFigure 2.3 � Prinipe de positionnement tridimensionnel à partir de trois satellites.onsiste à aluler la di�érene de phase entre l'onde reçue par le réepteuret une onde générée par lui. Cette di�érene de phase peut être onvertie enmètre puisqu'on onnaît la longueur de l'onde porteuse.� La mesure de fréquene Doppler : 'est la di�érene entre la fréquene reçue etla fréquene nominale de transmission ausée par le mouvement relatif entrele satellite et le réepteur. Cette mesure est surtout utilisée pour déterminer lavitesse instantanée de réepteurs mobiles et pour déteter et orriger les sautsde yle potentiellement présents dans les mesures de phase.Le positionnement par GPS. La position fournie par le système GPS est ellede l'antenne du réepteur. Le positionnement par GPS repose sur le prinipe de latrilatération spatiale : pour déterminer la position d'un réepteur dans l'espaetridimensionnel, nous devons onnaître sa distane à un ertain nombre desatellites. En théorie, omme la position du réepteur est dé�nie par troisvariables, trois satellites su�sent pour déterminer ette position, omme le montrela Figure 2.3, extraite de [67℄. L'éphéméride des satellites étant disponible à toutinstant, on onnaît don préisément la position des satellites. Il ne reste alors plusqu'à déterminer les trois distanes séparant le réepteur de haun des satellitesutilisés. Ainsi, on est apable de dé�nir trois sphères, haune entrée sur unsatellite et de rayon égale à sa distane au réepteur. L'intersetion de es sphèresest formée de deux points distints, dont un seul est ohérent ave la surfae de laTerre. Dans la pratique, les mesures de distane obtenues par le réepteur GPSsont ainsi a�etées par plusieurs types d'erreur. Une méthode de détermination dees erreurs onsiste à les onsidérer omme un quatrième paramètre, noté ∆T , àestimer. On a alors besoin d'un quatrième satellite. Après le alul de ∆T , leréepteur sera apable de régler son horloge et le résultat du système GPS seraplus �able. Notons que les oordonnées tridimensionnelles obtenues sont expriméesdans le système de oordonnées utilisé pour le alul des positions des satellites : leWGS84 (World Geodeti System de 1984).Géométriquement parlant, si les intersetions des sphères se font à angles tropaigus ou trop obtus, la qualité du positionnement sera ompromise. En d'autrestermes, il ne su�t pas de mesurer des distanes à un minimum de trois satellites,mais aussi, il faut que la distribution des satellites par rapport au site d'observationsoit favorable. Comme l'illustre la Figure 2.4, issue de [67℄, la situation où lessatellites sont bien répartis dans le iel (bonne géométrie) est préférable à elle oùles satellites se retrouvent tous dans une même portion du iel (faible géométrie).
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Figure 2.4 � Exemples d'une bonne et faible géométries de la repartition des satellitesutilisés.
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Figure 2.5 � Le système de GPS di�érentiel.La onstellation des satellites GPS a été onçue de manière à répondre à e ritère.Cependant, si des obstrutions au-dessus du site d'observation ne permettent pasla réeption des signaux de satellites dans ertaines diretions du iel, la géométriede la trilatération peut auser des problèmes. La dégradation de préisiongéométrique GDOP (Geometrial Dilution Of Preision) est un paramètre quipermet de quanti�er l'impat de la on�guration des satellites. Il indique l'e�et deelle-i sur la préision du positionnement instantané [29℄.Le système DGPS. La position fournie par un seul réepteur GPS est appeléeposition absolue. La préision théorique d'une telle position est de l'ordre de 10 m.Un moyen e�ae permettant de réduire l'e�et des erreurs inhérentes au GPS est lepositionnement relatif. Le alul de e type de positionnement néessite l'utilisationd'une version améliorée du système GPS appelée DGPS (GPS Di�érentiel). Son
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Figure 2.6 � Les trajets multiples de signal GPS.prinipe est basé sur l'idée que deux positions mesurées à un instant donné par deuxréepteurs GPS situés à une entaine de kilomètres doivent présenter les mêmeserreurs. Si on e�etue régulièrement une mesure d'un point dont on onnaît laposition exate, on peut don aluler toutes les erreurs du système GPS et lestransmettre à tous les utilisateurs dans une rayon d'une entaine de kilomètres (voirla Figure 2.5, issue de [78℄). Ces erreurs deviennent des termes orretifs (enoreappelés orretions di�érentielles) appliqués aux mesures de distane reueillies parle réepteur mobile. Ainsi, les erreurs d'observation ommunes de la station deréférene et du réepteur mobile sont éliminées. Les erreurs sont d'autant plusidentiques que les deux réepteurs sont plus rapprohés.Caratéristiques de système GPS. Le système GPS a pour avantage detoujours fournir une position absolue qui ne dépend pas des onditions initiales dumobile ou du véhiule terrestre. D'autre part, la préision de ette position ne sedégrade pas en fontion du temps. L'information est disponible 7 jours sur 7, 24heures sur 24, indépendamment des onditions limatiques. Les prix des réepteursGPS sont aeptables et en onstante diminution.Le prinipal point faible du GPS réside dans l'aessibilité aux données, qui peutêtre limitée. Pour les appliations à l'automobile, les onditions de visibilité sontsouvent dégradées en milieu urbain, à auses des bâtiments, des tunnels ou mêmeparfois du feuillage dense qui peuvent bloquer la réeption du signal et entraîner parla suite un arrêt temporaire du système. De plus, le système de navigation GPS nefontionne pas dans les environnements intérieurs, sous l'eau, sous terre et dans lestunnels. Il est à noter que la position fournie par le GPS est toujours faussée parplusieurs soures d'erreurs, parmi lesquelles : l'erreur due à la variation de vitesselors du passage par les ouhes ionosphérique et la troposphérique de l'atmosphèreterrestre et l'erreur ausée par les trajet multiples. En e�et, le signal émis par unsatellite peut être bloqué ou ré�éhi par des objets tels que les bâtiments ou lesgrandes surfaes de rohe avant qu'il atteigne le réepteur. Cei augmente le trajetparouru par le signal omme le montre la Figure 2.6 [67℄, ausant par onséquentune surévaluation du temps de vol et générant des erreurs sur la position alulée.
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Figure 2.7 � Modèle du véhiule utilisé.PSfrag replaements GPSGyroABS Fusion FusionStatique Dynamique Loalisation
Figure 2.8 � Struture du système de fusion de données utilisé dans le problème deloalisation du véhiule.2.2.2 Struture du système de loalisation routièreLa loalisation dynamique routière d'un véhiule est un problème ommun àplusieurs appliations. Elle onsiste à déterminer, à haque instant k, une estimation�able de la position du véhiule à l'aide des mesures fournies par les apteursutilisés. Comme nous l'avons mentionné auparavant, deux types de apteurs sontgénéralement utilisés dans e type de problème : les apteurs proprioeptifs ommel'odomètre et le gyromètre. et les apteurs absolus omme le GPS, les améras,et. Le problème majeur de la loalisation est d'exploiter la omplémentarité et laredondane entre es apteurs pour atteindre des niveaux élevés de préision, dedisponibilité et d'intégrité.On présente sur la Figure 2.7 le modèle général du véhiule. Dans le problèmede loalisation, on désire loaliser la position du pointM dérit par ses oordonnéesartésiennes (xk, yk) et par le ap θk du véhiule. Le veteur d'état représentant laposition du véhiule est noté xk = (xk, yk, θk)

T .La Figure 2.8 illustre le struture du système de loalisation utilisé dans e travailde thèse [36℄. Ce système peut être divisé en deux parties prinipales orrespondantà la fusion statique et à la fusion dynamique.Les rotations élémentaires des deux roues arrières, entre deux instantsonséutifs, sont intégrées par les ompteurs pour aluler le déplaement et la



50rotation élémentaires du point M :
{
δS,k = δRR+δRL

2

δθ,k = δRR−δRL

e
,

(2.1)où δs,k et δθk
représentent le déplaement et la rotation élémentaires, δRR et δRL sontles déplaements élémentaires des roues droites et gauhes et e la distane entre lesaxes appelés voies. L'utilisation de es informations pour fournir une estimation dela position de véhiule est appelée � fusion statique �.Les résultats de la fusion statique sont ensuite ombinés à la mesure GPS a�n deloaliser le véhiule via une étape de fusion dynamique qui a pour sortie la pose duvéhiule, représentée par le veteur d'état xk = (xk, yk, θk). L'estimation de l'état

xk utilise le modèle d'évolution suivant [18℄ :





xk+1 = xk + δS,k cos(θk +
δθ,k

2
)

yk+1 = yk + δS,k sin(θk +
δθ,k

2
)

θk+1 = θk + δθ,k,

(2.2)et le modèle d'observation suivant :
{
xk,GPS = xk

yk,GPS = yk,
(2.3)où zk = (xk,GPS, yk,GPS) est la position fournie par le GPS à l'instant k, aprèsonversion de la longitude et la latitude dans un repère artésien.2.3 Système de loalisation ouplé à la artographieLe système de loalisation routière ouplé à la artographie utilise une basede données routières pour aluler la position du véhiule sur une route. Cettetehnique est onnue sous le nom de Map Mathing (MM). Les méthodes de MMreposent sur le fait que le véhiule se trouve toujours sur une route répertoriéedans la base de données artographiques. Ce prinipe élimine la situation hors routedu véhiule (véhiule en stationnement, garage, et.). La Figure 2.15 illustre unexemple de problème de MM où Pk est l'estimation pontuelle de la position duvéhiule à l'instant k fournie par un système de loalisation routière et Qk est lavraie position du véhiule. Les tehniques de MM visent à identi�er la route suiviepar le véhiule (route AB) et à aluler une estimation préise de sa position enprenant en onsidération les erreurs des apteurs ainsi que elles de la arte routièreutilisée.L'idée de base des méthodes de MM onsiste à aluler, à partir de l'estimationde la position de véhiule, une zone de on�ane (elliptique, irulaire, et.) à partirde laquelle un ensemble de routes andidates (RCs) est séletionné. La bonne routeest hoisie en utilisant plusieurs ritères tels que la proximité, la diretion, et. En�n,une estimation de la position du véhiule sur ette route est alulée. Le hoix de labonne route est e�etué en se basant sur des formalismes tels que la logique �oue,la théorie de probabilité, ou la théorie de l'évidene.
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Figure 2.9 � Exemple du problème de MM. La position estimée du véhiule est Pk tandisque la vraie position est Qk. AB est la route suivie par le véhiule.PSfrag replaements N÷ud Point de forme
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Figure 2.10 � Representation planaire d'une route r = (A1, A2, A3, A4, A5). Les erlesblans représentent les points de forme (A2, A3, A4) et les noirs représentent les n÷uds
(A1, A5).Dans ette setion, nous ommenerons par une desription détaillée de la basede données routières, puis nous évoquerons les di�érentes soures d'erreurs avant deprésenter les prinipaux types d'erreurs à prendre en ompte lors du traitement d'unproblème de MM. En�n, nous ferons un rappel sur les méthodes de MM existanteset sur leurs limitations.2.3.1 Base de données artographiquesLa base de données artographiques est un omposant important pour lesappliations de loalisation routière ou d'assistane à la onduite. Il s'agit d'unereprésentation graphique des informations spatiales importantes qu'il est utile defournir au onduteur pour lui permettre d'appréhender son environnement. Lesartes routière réentes sont le résultat d'études omplexes. Dans le paragraphesuivant nous présenterons les di�érents omposants d'une arte routièrenumérique.



522.3.1.1 Struture d'une base de données artographiquesLe ontenu d'une base de données routière peut être divisé en deux partiesprinipales : la représentation numérique des routes, et les attributs. Les attributssont les informations spatiales essentielles relatives à la route omme sa largeur, lavitesse maximale autorisée, les intersetions et. Les éléments lassiques d'une basede données routière sont répertoriés dans le tableau 2.1 [44℄.Une des représentations numériques des routes est la représentation planaire [78℄.Dans ette représentation, haque route r est représentée par un ar �ni de R2.Chaque ar est un ensemble des segments linéaires onnetés de R2, il est aratérisépar une séquene �nie de points réels r = (A1, A2, · · · , An) où Ai ∈ R2, ommeillustré sur la Figure 2.10. Les points A1 et An désignent les extrémités de la route
r. Ces points sont onsidérés omme des n÷uds tandis que (A2, · · · , An−1) sontonsidérés omme des points de forme où Ai est aratérisé par ses oordonnéesartésiennes.Tableau 2.1 � Attributs assoiés aux routes dans une base de données routière.Champ ExpliationNom Nom de la routeID identi�ant unique pour haque route :indispensable pour la navigation et le MMVitesse limite Vitesse maximale autorisée sur la routeNb voies Information sur le sens de parours.Ce hamp indique si la route est à sens uniqueou à double sens.Il indique aussi si la route est réservée auxpiétons ou aux voituresNb des points de forme Dérivent la géométrie de la routePoints de forme Le veteur des points de formeAngles Les angles d'orientation des segments dé�nis par les points de formeLargeur La largeur de la routeNb Origine Nombre des segments onnetés à l'origine de la routeVeteur Origine Veteur ontenant les ID de tous les segmentsliés à l'origine de la routeNb �n Nombre des segments onnetés à la �n de la routeVeteur �n Veteur ontenant les ID de tous les segmentsliés à la �n de la route
2.3.1.2 Soures d'erreursLors de la réation d'une arte routière, plusieurs fateurs peuvent partiiper àl'introdution d'erreurs dans la base de données. Nous pouvons iter par exemple :



Chapitre 2. Loalisation routière d'un véhiule 53� Le hoix de l'éhelle : 'est la première étape de la réation d'une arte. Elledé�nit le rapport entre la distane sur la arte et la distane réelle. Elle estsouvent notée 1
M

(1 unité de la arte orrespond à M unités de la route).Notons que plus l'éhelle est grande, plus le volume d'informations assoiéesà la arte est important. Cependant, la préision des points aratérisant lesroutes est inversement proportionnelle à l'éhelle, 'est-à-dire, plus l'éhelle estgrande moins es points sont préis.� Le hoix d'une tehnique de projetion : ette tehnique permet de représenterdes surfaes non plan sur une arte plan. Il existe plusieurs méthodes deprojetion, la plus utilisée est l'Universal Transverse Merator (UTM) [78℄. Lehangement de tehnique de projetion implique simultanément le hangementde forme et de surfae de la arte. Chaun de es fateurs peut introduire deserreurs dans la représentation des n÷uds et des segments de la arte.� Le hoix du système de oordonnées : a�n de bien représenter une arte, ilfaut hoisir un système de oordonnées dans lequel les routes sont numérisées.Or, la plupart des réepteurs GPS utilisent le système WGS84 tandis que lesartes utilisent des systèmes loaux ; la transformation entre e deux systèmespeut induire une erreur sur l'estimation fournie par le système de loalisationroutière.2.3.1.3 Prinipaux types d'erreurLa qualité de la arte dépend de la préision des points dérivant la ligne entralede la route et de la �abilité des attributs assoiés. Généralement, en utilisant unearte routière numérique, deux types d'erreurs doivent être onsidérés :� les erreurs géométriques, qui orrespondent à l'impréision des n÷udsreprésentants les routes ;� les erreurs topologiques, due à l'absene de �abilité des attributs assoiés auxroutes, par exemple : mauvaise représentation des intersetions, des largeursde routes, et.Les erreurs géométriques et topologiques peuvent induire des erreurs signi�ativesdans l'estimation fournie par les méthodes de MM. Notons que les erreursgéométriques peuvent être orrigées par des algorithmes numériques tandis que leserreurs topologiques ne sont pas orrigeables [78℄.2.3.2 Méthodes de Map MathingLes méthodes de MM existantes peuvent être lassées en trois grandesatégories : les méthodes géométriques, les méthodes topologiques et les méthodesavanées. Dans la suite de e paragraphe, nous présentons haune de esatégories en dérivant leurs limites.2.3.2.1 Méthodes géométriquesCes méthodes sont les plus simples et les plus failes à mettre en ÷uvre. Elles sontbasées sur l'utilisation des informations géométriques des routes fournies par la artesans onsidérer la façon dont les routes sont reliées (les informations topologiques).
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B1 B2(b)Figure 2.11 � Exemples de problèmes de la méthode de point à point. P est la positionestimée du véhiule. Dans (a), la méthode point à point assoie P à la route (A1, A2, A3)tandis que la vraie route est (B1, B2). Dans (b) P est à égale distane de A2 et B2.PSfrag replaements
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Figure 2.12 � Illustration de la méthode point à point.Une méthode onnue dans ette atégorie est la méthode point à point. Elle estbasée sur un ritère de proximité. Pour quanti�er e ritère, on alule la distane (leplus souvent eulidienne) entre la position estimée du véhiule et les n÷uds dérivantles routes. On assoie alors la position du véhiule au noeud le plus prohe [12℄.L'implémentation d'une telle méthode est très simple mais elle est très sensible àla façon dont la arte est numérisée. En e�et, les routes qui sont représentées parun grand nombre de n÷uds ont une hane plus grande d'être séletionnées, ommele montre la Figure 2.11-a. L'utilisation de ette méthode peut aussi produire desproblèmes en milieu urbain. On peut tomber, par exemple, sur des n÷uds à égalesdistanes de la position du véhiule omme illustré sur la Figure 2.11-b. De plus,le n÷ud le plus prohe n'appartient pas toujours à la route suivie par le véhiule,omme 'est le as pour le point P 7 sur la Figure 2.12. La méthode point à pointestime que le véhiule se déplae sur (AB,BC,CD,BE) alors qu'il n'y a pas de lienentre les routes CD et BE et que le vrai trajet est (AB,BC,CD,DF ).Une autre méthode géométrique est la méthode point à ar. Dans ette méthode,les distanes entre la position estimée du véhiule, P t, et les routes andidates sontalulées. La route la plus prohe est séletionnée. Chaque ar étant omposé d'unensemble de segments linéaires, les distanes sont alulées entre P t et les segmentslinéaires. En�n, une projetion de P t sur ette route est alulée. Même si lesrésultats de ette méthode sont meilleurs que eux de la méthode point à point,
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Figure 2.13 � Exemple de problème renontré dans les méthodes point à ar.elle reste instable surtout en milieu urbain où la densité de routes est importante.Dans e as, il est possible de renontrer le as où plusieurs segments sont à égaledistane de P t. En plus, omme le montre la Figure 2.13, la route la plus prohen'est pas toujours la route réellement suivie par le véhiule. Dans ette �gure, laméthode point à ar hoisit les routes (AB, BC, BE) tandis que le véhiule sedéplae sur (AB, BC, CD, DF ).Une troisième méthode de ette atégorie est la méthode ar à ar, qui est la plusrobuste des méthodes de type géométrique. Elle onsiste à séletionner un ensemblede routes andidates (RCs) en utilisant la méthode point à point. Les distanes entrela trajetoire du véhiule et les RCs sont ensuite alulées. La route ayant la distaneminimale est supposée être elle suivie par le véhiule. Cette méthode est omplexeà implémenter et, omme elle dépend de la distane point à point, elle peut donnerégalement des résultats aberrants en milieu urbain.2.3.2.2 Méthodes topologiquesLa topologie de la arte routière représente les relations entre ses di�érentséléments. Elle dérit la façon dont les routes sont onnetées et la forme de haqueroute (orientation, largeur, et.). Les méthodes topologiques ombinent esinformations ave les informations géométriques des routes a�n d'améliorer lesrésultats des méthodes de MM. Elles onsistent à aluler un poids assoié àhaque route en utilisant les informations topologies de la arte ainsi que lesinformations sur le trajet du véhiule. La route prédite est elle qui a le plus grandpoids. Dans la littérature sur le MM, plusieurs méthodes topologiques sontdérites [40, 56, 63℄. Dans e paragraphe, nous présenterons la méthode proposéedans [40℄, où les auteurs utilisent une méthode de séletion de route, basée sur unalgorithme de ombinaison multi-ritères. Cette méthode est divisée en deuxparties : initialisation et mathing. La position initiale du véhiule est tout d'abordassoiée au n÷ud le plus prohe en utilisant la méthode point à point. Les routesliées à e n÷ud sont séletionnées omme routes andidates (RCs). Ensuite, laroute suivie par le véhiule est reherhée dans l'ensemble des RCs en utilisant un
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Figure 2.14 � Exemple d'une méthode de type topologique. Les P i représentent les positionsdu véhiule aux instants i ∈ {1, 2, 3}.algorithme de reherhe multi-ritères. Cet algorithme est basé sur trois ritères :proximité, orientation et intersetion. A haque route de l'ensemble de RCs estassoié un poids alulé par la formule :
W = WD +WO +WIoù � W est le poids �nal,� WD est le poids assoié au ritère de proximité alulé à partir de la distanede la position du véhiule à la RC,� WO est le poids assoié au ritère d'orientation alulé en se basant sur ladi�érene entre la diretion du véhiule et elle de la RC,� WI est le poids assoié au ritère basé sur l'intersetion entre le trajet duvéhiule et la route.La méthode séletionne �nalement la route ayant le poids le plus grand. La positionprédite du véhiule est la projetion orthogonale de la position GPS sur etteroute. Cette méthode donne des résultats plus �ables que eux obtenus par lesméthodes géométriques mais elle sou�re de plusieurs inonvenients. En e�et, laséletion de la route de poids maximal n'est pas toujours �able omme le montre laFigure 2.14. Dans ette �gure, les P i représentent les positions du véhiule. Lesroutes orretes sont (A1, A2, A3) tandis que la méthode donne omme résultat

(A1, A2, B2). Pour la position P 3 la route (A2, B2) est a�etée du poids le plusgrand grâe au ritère de proximité puisque d(P 3, A2B2) < d(P3, A2A3) et au ritèred'orientation (l'orientation de P 2P 3 est plus prohe de A2B2 que de A2A3).Le problème majeur des méthodes topologiques réside dans le fait qu'ellesretiennent à haque instant une seule RC. Ainsi, si on prend une mauvaise déisionà un instant k, la probabilité que les déisions suivantes soient fausses est grande.D'autre part, la plupart de es méthodes déterminent l'estimation sur la routeatuelle en utilisant une tehnique de projetion orthogonale. Cette tehnique ne
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Figure 2.15 � Comparaison entre la vraie position V du véhiule et la position Mk fourniepar la tehnique de projetion sur une route r1 .prend pas en onsidération l'erreur du système de loalisation ni elle de la arte(voir la Figure 2.15). A�n de pallier et inonvénient, on doit aluler etteestimation en prenant en onsidération :� l'inertitude de la arte ;� l'inertitude de la position du véhiule.Pour remédier à es problèmes on peut utiliser des méthodes avanées de MM tellesque elles présentées dans le paragraphe suivant.2.3.2.3 Méthodes avanées de MMNous désignons par � méthodes avanées � de MM, elles qui utilisent desonepts omplexes tels que le �ltre de Kalman, la théorie de l'évidene, la logique�oue ou les tehniques multi-hypothèses [45, 66, 79, 91, 97℄.La référene [54℄ dérit un système de navigation basé sur l'intégration de donnéesfournies par le GPS et les apteurs d'inertie, et sur l'utilisation d'une méthodeavanée de MM. Dans ette approhe, on utilise une méthode point à ar pouridenti�er la route orrete. Une projetion orthogonale de la position GPS sur laroute hoisie est ensuite alulée, plus un �ltre (tel que le FKE) est utilisé a�nde minimiser l'erreur d'estimation. Cette méthode donne des résultats aeptablesmais elle fontionne mal dans les milieux urbains puisqu'elle est basée sur la méthodepoint à ar. En e�et, si la route hoisie est inorrete, l'entrée du �ltre est fausseet les résultats obtenus sont erronés. Cependant, la méthode peut être améliorée enhoisissant une méthode plus �able de séletion de routes.Dans [104℄ une méthode de MM basée sur la théorie des fontions de royaneest proposée. L'entrée de la méthode est une estimation de la position du véhiuleobtenue par le FKE. Les RCs sont ensuite séletionnées en utilisant la méthode depoint à ar. Puis, une fontion de masse sur l'ensemble des RCs est alulée en sebasant sur le ritère de proximité. En�n, la route orrete est hoisie en utilisantune règle de déision de la théorie de Dempster-Shafer. Cette méthode présente lemême problème que la préédente ar elle est également basée sur le ritère point àar.Dans [66℄, les auteurs présentent une autre méthode de MM basée sur la théoriedes fontions de royane. Dans ette méthode, une région de on�ane variable,onstruite autour de la position estimée, est utilisée a�n de séletionner un ensemblede RCs. Ensuite, un algorithme de séletion multi-ritères est appliqué dans le adrede la théorie des fontions de royane a�n de hoisir la route suivie par le véhiule.Cet algorithme est basé sur les ritères de proximité et d'orientation. Cependant,
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Figure 2.16 � Quelques problèmes des méthodes avanées. (a) Exemple d'une autoroute à
4 voies : la zone de on�ane assoiée à P k ne ontient pas la ligne entrale de la route
(A1, A2) (b) Exemple d'un milieu urbain où la zone de on�ane ontient un grand nombrede RCs.la méthode n'utilise pas la topologie de la arte : elle risque don de donner derésultats impréis dans ertaines situations telles que elles des routes parallèles.D'autre part, la onstrution de la région de on�ane est basée seulement sur leserreurs assoiées à la position du véhiule fournie par le système de navigation, etne onsidère pas la largeur des routes. Ainsi, dans ertaines situations, par exemplesur des routes à quatre voies ou plus, ette méthode paraît inapable de déteter laroute suivie par le véhiule, omme le montre la Figure 2.16-a.La tehnique des hypothèses multiples a été proposée par Reid en 1979 [84℄. Ellea été appliquée dans un premier temps au problème de suivi de ibles. Dans [77℄, uneméthode de MM basée sur ette tehnique a été proposée. Une zone de validation(on�ane) �xe est hoisie a�n de séletionner un ensemble de RCs. Ensuite, ladistane à haque RC est alulée. Cette distane est utilisée ave la topologie de laarte a�n de réer un ensemble d'hypothèses ave des poids assoiés. Les hypothèsesayant des poids plus petits qu'un ertain seuil sont éliminées, tandis que l'hypothèsequi a le plus grand poids est séletionnée et la route assoiée est séletionnée. Un �ltreest �nalement appliqué a�n d'améliorer les résultats de l'estimation de la positiondu véhiule sur la route hoisie. Cette méthode est très sensible au hoix de la zonede on�ane. Comme le montrent les Figures 2.16-a et b, si la zone de on�aneest grande, elle peut ontenir un grand nombre des RCs. Au ontraire, si la zoneest petite, la méthode sera inapable de déteter la vraie route, omme dans le asd'une route à quatre voies, puisqu'elle ne onsidère pas la largeur des routes.Dans le hapitre 5 nous présenterons une méthode qui apporte une solution auxproblèmes évoqués i-dessus en prenant en ompte la largeur de la route et l'erreurassoiée dans l'algorithme de MM.2.4 ConlusionDans e hapitre nous avons dérit le système de loalisation routière utilisédans le adre de ette thèse ainsi que les di�érents apteurs assoiés. Nous avonségalement dérit brièvement la struture des bases de données routières et présentéun aperçu des méthodes existantes de map mathing en mentionnant leurs limites.Nous proposerons dans le hapitre suivant une méthode rédibiliste d'estimation



Chapitre 2. Loalisation routière d'un véhiule 59d'état d'un système dynamique et nous présenterons les résultats obtenus par etteméthode sur le problème de loalisation routière.





Chapitre 3Extension rédibiliste de l'approheà erreurs bornées
3.1 IntrodutionOn ne peut négliger le r�le important joué par les méthodes stohastiques dansla modélisation des inertitudes et dans la résolution des problèmes d'estimationd'état. Cependant, il onvient d'être prudent lors de l'utilisation de telles approhesqui apparaissent parfois restritives. En e�et, une approhe purement probabilistepeut être inadaptée dans ertains as, voire impossible selon le type d'informationsdisponibles. Cei a entraîné la reherhe d'autres voies de résolution des problèmesdont l'une, présentée dans le hapitre 1, onsiste à adopter une stratégie à erreursbornées, dans laquelle les bornes d'erreurs assoiées aux di�érentes variables sontsupposées onnues. Comme ela a été présenté dans le hapitre 1, les observateursd'état développés peuvent fournir en sortie une estimation garantie sous la formed'un ensemble partiulier de R

nx . Le problème majeur de ette approhe est ladétermination des bornes d'erreurs assoiées à haque variable. En e�et, si es bornessont sous-estimées, on risque d'obtenir un ensemble vide pour l'état du système etla méthode s'arrête. Au ontraire, si elles sont surestimées, la méthode perd de sapréision. Il est également à noter que les fontions de royane sont apables dereprésenter plusieurs types de onnaissane et onstituent de e fait un adre riheet �exible pour la représentation des informations inertaines.Dans e hapitre, nous proposons une méthode rédibiliste d'estimation d'étatd'un système dynamique, notée BSE (Belief State Estimation) [70, 72, 74℄. Cetteméthode est une extension de l'AEB basée sur une modélisation rédibiliste desmodèles et des inertitudes. L'utilisation d'une telle modélisation présente l'avantagede résoudre le problème évoqué préédemment onernant la détermination desintervalles sur les inertitudes.Ce hapitre est divisé en deux parties prinipales. Dans la première partie, nousintroduirons les notions et les outils de base de la théorie des fontions de royane(TFC). Dans la deuxième partie, nous dérirons en détail notre méthode et nousprésenterons les résultats obtenus pour le problème de loalisation d'un véhiule.3.2 Rappel sur la TFCLa théorie des fontions de royane (TFC) a été proposée par Shafer [90℄, en1976, sur la base des travaux de Dempster sur les intervalles de probabilité [25℄.61
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PSfrag replaements Niveau rédalPartie statiqueReprésentation des informations Partie dynamiqueCombinaison des informationsNiveau PignistiqueDéisionFigure 3.1 � Struture du Modèle des Croyanes Transférables.Ensuite, Smets a dérit dans [95℄ un adre théorique pour les fontions de royane,indépendant des notions des probabilités. Ce adre est onnu sous le nom de Modèledes Croyanes Transférables (TBM : Transferable Belief Model).Le TBM est un modèle non probabiliste de raisonnement inertain qui di�èredu modèle probabiliste par sa struture de raisonnement. On peut shématiser leméanisme de raisonnement du TBM omme l'indique la Figure 3.1. Le niveaurédal est elui auquel les informations disponibles sont représentées et manipulées.La déision est prise au niveau pignistique.L'utilisation de la TFC a été justi�ée et son e�aité a été démontrée dansplusieurs travaux réents relevant de la lassi�ation, du traitement d'image, de lareprésentation des inertitudes, et. [26,87℄. Dans le adre de e travail, la TFC estutilisée pour résoudre le problème d'estimation d'état d'un système dynamique.Ainsi, on utilise les fontions de royane pour représenter l'inertitude sur lesdonnées fournies par des apteurs (par exemple : réepteur GPS, odomètre, et.)et pour propager ette inertitude dans les équations d'évolution et d'observationqui dérivent le système étudié.On présentera par la suite les di�érentes notions utilisées dans le TBM pourla représentation des informations, étape néessaire pour la mise en oeuvre de laméthode développée.3.2.1 Représentation des informations dans le TBMConsidérons un système quelonque dont on herhe à déterminer l'état, noté ω.Soient {ω0, ω1, · · · , ωn} les di�érentes valeurs possibles de ω. Les {ωi}ni=1 sont desvaleurs disrètes, onnues parfois sous le nom d'hypothèses. L'ensemble de toutes leshypothèses possibles de ω est onnu sous le nom de adre de disernement représentépar Ω = {ω0, ω1, · · · , ωn}. On notera par 2Ω l'ensemble des parties de Ω :

2Ω = {∅, {ω1}, · · · ,Ω}.



Chapitre 3. Extension rédibiliste de l'approhe à erreurs bornées 63La signi�ation de l'ensemble ∅ de 2Ω di�ère selon les hypothèses onernant lesystème à étudier. Si on onsidère le as d'un monde fermé, 'est-à-dire, si on supposeque le adre de disernement ontient toutes les valeurs possibles de ω, Ω désignealors l'événement ertain, ∅ représente l'événement impossible et la royane a�etéeà ∅ doit être nulle. En revanhe, si on onsidère le as d'un monde ouvert, ∅ peut êtreinterprété omme représentant l'ensemble des valeurs possibles de ω non répertoriéesdans Ω.3.2.1.1 Fontion de masseDans la littérature sur la théorie des fontions de royane, plusieurs formulationsdes royanes ont été proposées. La formulation la plus utilisée est elle de la fontionde masse de royane (FM), notée généralement par mΩ
S . Il s'agit d'une fontion :

mΩ
S : 2Ω −→ [0, 1]

B −→ mΩ
S (B), (3.1)véri�ant la ondition : ∑

B⊆Ω

mΩ
S (B) = 1, (3.2)où S désigne la soure d'information dont est issue mΩ

S . La masse mΩ
S (B) représentela part de royane allouée par S à l'hypothèse selon laquelle l'état réel du systèmeest dans B. Par la suite, on utilisera la notation simpli�ée mΩ lorsque la soured'information n'a pas à être préisée.Dé�nition 8. Toute partie B de Ω dont la masse est non nulle (mΩ(B) > 0) estappelé élément foal de mΩ.Une FM mΩ est dite normale si la masse assoiée à l'ensemble vide est nulle :

mΩ(∅) = 0. Dans le as ontraire mΩ est dite sous-normale. On peut passer d'uneFM sous-normale mΩ à une FM normale m∗Ω en appliquant une opération denormalisation dé�nie par :
m∗Ω(B) =

mΩ(B)

1−mΩ(∅) , ∀B ⊆ Ω, B 6= ∅,

m∗Ω(∅) = 0.Dé�nition 9. Une FM est dite atégorique si un et un seul sous-ensemble B ⊆ Ωest un élément foal, 'est-à-dire si mΩ(B) = 1 et mΩ(C) = 0 pour tout C 6= B.Dé�nition 10. Une FM est dite bayésienne si les éléments foaux sont tous dessingletons.Dé�nition 11. Une FM est dite onsonante si les éléments foaux sont emboîtés.Dé�nition 12. Une FM vide est une FM dont l'unique élément foal est le adrede disernement Ω. Cette FM représente l'ignorane totale.



64 Tableau 3.1 � Exemple d'une FM exprimée sur Ω = {ω1, ω2, ω3}
B ⊆ Ω atégorique bayésienne onsonante vide normale(m1) (m2) (m3) (m4) (m5)
∅ 0 0 0 0 0
{ω1} 0 0.2 0.1 0 0.07
{ω2} 0 0.4 0 0 0.33
{ω1, ω2} 1 0 0.6 0 0.2
{ω3} 0 0.4 0 0 0.2
{ω1, ω3} 0 0 0 0 0.1
{ω2, ω3} 0 0 0 0 0.05
{ω1, ω2, ω3} 0 0 0.3 1 0.05Le tableau 3.1, inspiré de [99℄, montre un exemple de inq FMs, atégorique,bayésienne, onsonante, vide et normale, dé�nies sur un adre de disernementontenant trois hypothèses di�érentes Ω = {ω1, ω2, ω3}.Généralement, le adre de disernement Ω est supposé �ni, mais la TFC peut êtreétendue au as in�ni. Si Ω = R, les éléments foaux sont souvent hoisis parmi lesintervalles [76, 103℄. Dans le as multidimensionnel où Ω = Rn, les éléments foauxpeuvent être pris égaux à des pavés de dimension n.3.2.1.2 Autres formulations des royanesÀ partir de la FM, on peut déduire d'autres formulations équivalentes desroyanes. Ce sont toutes des fontions dé�nies de 2Ω à [0, 1] :Dé�nition 13. La fontion de rédibilité (appelée aussi fontion de royane), notée

bel, assoie à toute proposition B ⊆ Ω le degré de royane en B. Elle est dé�niepar :
belΩ(B) =

∑

∅6=C⊆B

mΩ(C). (3.3)Réiproquement, mΩ peut être obtenue à partir de belΩ par la formule suivante :
mΩ(B) =

∑

C⊆B

(−1)|B|−|C|belΩ(C). (3.4)Dé�nition 14. La fontion de plausibilité, notée pl, assoie à toute proposition
B le degré maximal de royane qui pourrait être alloué à B, après intégration denouvelles informations. Elle est alulée par :

plΩ(B) =
∑

C∩B 6=∅

mΩ(C). (3.5)Réiproquement, mΩ peut être retrouvée à partir de plΩ par la formule suivante :
mΩ(B) =

∑

C⊆B

(−1)|B|−|C|+1plΩ(C). (3.6)



Chapitre 3. Extension rédibiliste de l'approhe à erreurs bornées 65Dé�nition 15. L'impliabilité de B ⊆ Ω est la somme des masses assoiées auxsous-ensembles de B. Elle est donnée par :
bΩ(B) =

∑

C⊆B

mΩ(C) = belΩ(B) +mΩ(∅). (3.7)Dé�nition 16. La ommunalité d'un élément B ⊆ Ω est la somme des massesassoiées aux surensembles de B :
qΩ(B) =

∑

C⊇B

mΩ(C). (3.8)Le tableau 3.2 montre les fontions de royane, plausibilité, impliabilité etommunalité assoiées à la FM normale m5 du tableau 3.1.Tableau 3.2 � Résultats de la transformation de la FM m5 du tableau 3.1 en plausibilité,rédibilité, impliabilité et ommunalité.
B ⊆ Ω m pl bel b q

∅ 0 0 0 0 1
{ω1} 0.07 0.42 0.07 0.07 0.42
{ω2} 0.33 0.63 0.33 0.33 0.63
{ω1, ω2} 0.2 0.8 0.6 0.6 0.25
{ω3} 0.2 0.4 0.2 0.2 0.4
{ω1, ω3} 0.1 0.67 0.37 0.37 0.15
{ω2, ω3} 0.05 0.93 0.58 0.58 0.1
{ω1, ω2, ω3} 0.05 1 1 1 0.05

3.2.2 Appliation multivaluéeLes FMs sont généralement utilisées pour modéliser les inertitudes assoiéesaux di�érentes variables dérivant un problème donné. Dans le modèle initialementproposé par Dempster [25℄, nous disposons d'un espae Ψ = {ψ1, . . . , ψp} et d'uneappliation multivaluée dé�nie par :
Γ :

{
Ψ → 2Ω

ψi → Γ(ψi) = Ai ⊆ Ω, pour i = 1, . . . , p,
(3.9)où Ai sont des sous-ensembles de Ω. Pour de raison de simpliité nous supposonsque les Ais sont tous distints.Supposons que la royane sur Ψ est modélisée par une mesure de probabilité P ,dé�nie par P (ψi) = mi. Par exemple P peut représenter un méanisme aléatoire deséletion d'un élément de Ψ. Si ψi est séletionné, on sait que ω appartient à Ai. Laroyane sur Ω peut être alors représentée par une FM m, déduite de P en utilisant

Γ. Elle est donnée par la formule suivante :
m(Γ(ψi)) = P (ψi) = mi pour i ∈ {1, . . . , p}.



66Les fontions de royane et de plausibilité assoiées sont données par :
bel(A) = P ({ψi ∈ Ψ | Γ(ψi) ⊆ A}), (3.10)
pl(A) = P ({ψi ∈ Ψ | Γ(ψi) ∩A 6= ∅}), (3.11)pour tout A ⊆ Ω.Les éléments de Ψ peuvent être vus de plusieurs façons di�érentes a�nd'expliquer ou d'interpréter la royane dont on dispose pour un problème donné.Dans ertains as, ils peuvent orrespondre à des interprétations physiquespréises. Par exemple, supposons que ω modélise l'erreur assoiée à une mesureissue d'un apteur quelonque et que Ω ⊆ R. Le apteur étudié est en bon état(ψ1) ou en panne (ψ2). La onnaissane a priori sur le apteur nous informe quepour le premier état |ω| ≤ b, alors que pour le deuxième ω peut prendre n'importequelle valeur dans Ω. Si la probabilité que le apteur soit en bon état est m1, alorsla royane sur ω peut être représentée par une FM m dé�nie par :

m(A1) = m1,

m(A2) = 1−m1,ave A1 = [−b, b] et A2 = Ω.3.2.2.1 A�aiblissement d'une fontion de masseLorsque la soure d'information dont la fontion de royane est extraite n'estpas totalement �able, il est possible d'introduire un oe�ient d'a�aiblissement 1−
α ∈ [0, 1] représentant un élément de métaonnaissane onernant la �abilité de lasoure dont est issue la FM [95℄. Ce oe�ient permet de transférer une partie dela royane vers l'ensemble Ω. Ainsi une FM a�aiblie mα,Ω peut se déduire de mΩvia la relation :

mα,Ω(A) = (1− α)mΩ(A), ∀A ∈ Ω, A 6= Ω, (3.12)
mα,Ω(Ω) = α + (1− α)mΩ(Ω). (3.13)3.2.3 Le prinipe d'engagement minimalLorsqu'il est néessaire de hoisir un élément parmi un ensemble des FMsompatibles ave ertaines ontraintes, on utilise souvent le prinipe d'engagementminimal (PEM). Celui-i onsiste à séletionner la FM la moins spéi�que, ouautrement dit, la moins informative, dans un ensemble donné. Une approhequantitative onsiste à aluler une mesure d'inertitude pour toutes les FMsdisponibles et à hoisir elle d'inertitude maximale.Plusieurs mesures d'inertitude ont été proposées. La plus utilisée, appelée non-spéi�ité, est basée sur la ardinalité des éléments foaux pondérée par la masse [32℄.Formellement, la non-spéi�ité se dé�nit pour une FM normale par :

N(m) =
∑

A⊆Ω

m(A) · log2(|A|), (3.14)où A est un élément foal de m et |A| le ardinal de A. Le PEM joue le même r�leque le prinipe du maximum d'entropie dans la théorie des probabilités.



Chapitre 3. Extension rédibiliste de l'approhe à erreurs bornées 67Exemple 8. Les non-spéi�ités assoiées aux FMs atégorique, bayésienne etnormale sont respetivement, N(mΩ
1 ) = 1, N(mΩ

2 ) = 0 et N(mΩ
5 ) = 0.42. La FMatégorique est don la moins spéi�que et la FM bayésienne est la plus spéi�que.3.2.4 Règles de ombinaisonDans le adre du TBM, Smets a développé plusieurs opérateurs de ombinaisondes FMs, qui permettent de ombiner les informations issues de di�érentes soureset d'obtenir une information plus �able sur l'état réel du système [93, 95℄.Dans la suite, nous nous intéresserons prinipalement aux opérateurs deombinaison utilisés dans le adre de e travail. Ces opérateurs onsidère que lessoures d'informations utilisées sont toutes distintes.3.2.4.1 Règle de ombinaison onjontiveConsidérons deux FMs issues de deux soures d'informations �ables, distinteset dé�nies sur le même adre de disernement Ω. La règle de ombinaisononjontive (CRC : Conjuntive Rule of Combination), représentée par ∩©, estdonnée par l'équation suivante [95℄,

(m1 ∩©m2)(C) =
∑

{i,j|Ai∩Bj=C}

m1(Ai)m2(Bj), ∀C ⊆ Ω. (3.15)La CRC est ommutative, assoiative mais elle n'est pas idempotente (mΩ
1 ∩©mΩ

1 6=
mΩ

1 ). L'élément neutre est la FM vide et l'élément absorbant véri�e m(∅) = 1. Cetterègle transfère les masses des éléments foaux vers des ensembles de ardinalités pluspetites et à ainsi un e�et de spéialisation.Si les soures d'informations sont on�ituelles, la fontion de masse résultantd'une CRC devient sous-normale. La règle de Demspter, notée ⊕, onsiste àappliquer la CRC suivie d'une étape de normalisation. Elle est dé�nie par laformule suivante :
(mΩ

1 ⊕mΩ
2 )(C) =






(mΩ
1 ∩©mΩ

2 )(C)

1− (mΩ
1 ∩©mΩ

2 )(∅) si C ⊆ Ω, C 6= ∅.

0 si C = ∅.
(3.16)3.2.4.2 ConditionnementConditionner une FM m par un élément A de Ω onsiste à transférer la massea�etée à haque élément foal B ⊆ Ω vers l'ensemble B ∩ A, omme le montre laFigure 3.2. La FM résultante, notée mΩ[A], est appelée fontion de masseonditionnelle. Elle peut être alulée en utilisant la CRC [95℄ :

mΩ[A] = mΩ
∩©mΩ

A, (3.17)où mΩ
A est une FM atégorique dé�nie par mΩ

A(A) = 1. Notons que la FM issue d'unonditionnement peut être sous-normale.
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Figure 3.2 � Prinipe de onditionnement par un sous-ensemble A ⊆ Ω. La masseinitialement allouée à B est transférée à A ∩B.3.2.4.3 Règle de ombinaison disjontiveHabituellement, si on veut ombiner deux FMs issues de deux souresd'informations distintes, dont l'une au moins est �able sans que l'on sahelaquelle, on utilise la règle de ombinaison disjontive (DRC : Disjuntive Rule ofCombination), représentée par ∪© [93℄ :
mΩ

1 ∪©mΩ
2 (D) =

∑

B∪C=D

mΩ
1 (B)mΩ

2 (C). (3.18)Cette règle est assoiative, ommutative mais non idempotente. L'élément neutre estla FM dé�nie parmΩ(∅) = 1, et l'élément absorbant est la FM vide. La FM résultantde la DRC possède en général des éléments foaux de ardinalité plus élevée. On ditalors que la FM résultante est moins spéialisée que les FMs initiales ou enore quela DRC est un opérateur de généralisation [92, 93℄.3.2.4.4 Ra�nement et extension videDeux FMs issues de deux soures d'informations distintes peuvent être dé�niessur deux adres de disernement di�érents. Pour ombiner es deux fontions, ilfaut les redé�nir dans un même adre de disernement. Cei est possible grâe à auxopérations de ra�nement et de grossissement que nous allons maintenant dé�nir.Ra�nement. Considérons deux adres de disernement Ω et Θ. Un ra�nementest une fontion ρ de 2Ω dans 2Θ qui véri�e les propriétés suivantes :� l'ensemble {ρ({ωk}), ωk ∈ Ω} ⊆ 2Θ est une partition de Θ,� ∀B ⊆ Ω, ρ(B) =
⋃

ωk∈B ρ({ωk}).La Figure 3.3 montre un ra�nement ρ entre Ω et Θ. On dit que Θ est un ra�nementde Ω.Extension vide. L'opérateur d'extension vide, dé�ni par Shafer [90, 93℄ permetd'exprimer dans Θ une FM initialement dé�nie sur Ω. L'extension vide est unproessus onservatif de réalloation des masses de royane respetant le PEM.L'opérateur orrespondant noté ↑, onsiste à transférer la masse m(B) à ρ(B), pourtout B ⊆ Ω :
∀A ⊆ Θ, mΩ↑Θ(A) =

{
m(B) siA = ρ(B), B ⊆ Ω,

0 sinon.
(3.19)
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Figure 3.3 � Ra�nement du adre de disernementExemple 9. La masse mΩ({ω1}) de la Figure 3.3 est transférée à {θ1, θ2}, mΩ({ω2})est transférée à {θ3, θ4}, et mΩ({ω3}) est transférée à {θ5}. Après ra�nement, la FM
mΘ est dé�nie par :

mΘ({θ1, θ2}) = mΩ({ω1}),
mΘ({θ3, θ4}) = mΩ({ω2}),

mΘ({θ5}) = mΩ({ω3}),
mΘ({θ1, θ2, θ3, θ4, θ5}) = mΩ({ω1, ω2, ω3})....Pour deux FMs, mΩ

1 et mΘ
2 , dé�nies sur deux adres de disernement nonompatibles, 'est-à-dire dont les éléments ne sont pas liés par une relation,l'extension vide nous permet de ombiner es deux FMs en les étendant sur unespae ommun dé�ni par l'espae produit et en ombinant les FMs résultantes. Laombinaison des mΩ

1 et mΘ
2 sera donnée par :

mΩ×Θ
12 (D) = (mΩ×Θ

1 ∩©mΩ×Θ
2 )(D) (3.20)

=

{
mΩ

1 (B)mΘ
2 (C) si D = B × C,B ⊆ Ω et C ⊆ Θ,

0 sinon. (3.21)3.2.4.5 Grossissement et marginalisationLe grossissement est l'opération duale du ra�nement. Si Θ est un ra�nement de
Ω, on dit que Ω est un grossissement de Θ.La marginalisation est un as partiulier du grossissement. Elle s'applique dansle as où le adre de disernement est dé�ni sous la forme d'un espae produit Ω×Θet le adre résultant du grossissement est un des adres de l'espae produit. Parexemple, la marginalisation sur Ω d'une FM dé�nie sur l'espae produit Ω× Θ estdonnée par :

mΩ×Θ↓Ω(B) =
∑

{C⊆Ω×Θ,P roj(C↓Ω)=B}

mΩ×Θ(C), ∀B ⊆ Ω, (3.22)



70où Proj(C ↓ Ω) est la projetion de C sur Ω. L'opération de marginalisation a�etedon à un élément B de Ω la somme des masses des éléments de Ω × Θ dont laprojetion sur Ω est égale à B.3.2.4.6 DéonditionnementConsidérons une FM onditionnelle mΩ[B], B ⊆ Ω. L'opérateur dedéonditionnement noté ⇑ permet de aluler une FM mΩ sur Ω, à partir de mΩ[B]en respetant le PEM. Cet opérateur est dé�ni par [92℄ :
mΩ[B]⇑Ω(C ∪B) = mΩ[B](C), ∀C ⊆ B, (3.23)où B est le omplémentaire de B dans Ω.3.2.4.7 Règles impliatives dans le TBMConsidérons deux adres de disernement Θ et Ω liés par une règle impliativeR, érite sous la forme suivante :

R : si A alors B ave une royane β ∈ [0, 1],où A et B sont deux hypothèses de Θ et Ω. La règle R peut être exprimée sousforme d'une FM onditionnelle sur Ω [87℄ :
mΩ

R[A](B) = β, (3.24)
mΩ

R[A](Ω) = 1− β. (3.25)Si nous souhaitons ombiner la FM orrespondant à R ave une autre FM, il estplus ommode de l'exprimer sur l'espae produit Ω×Θ. L'expression de mΩ
R[A] dansl'espae produit s'obtient en utilisant l'opération de déonditionnement présentéedans la setion 3.2.4.6. La FM résultante est donnée par :

mΩ×Θ
R (D) =

{
β si D = (B × A) ∪ (Ω× A),

1− β si D = (Ω×Θ).
(3.26)Exemple 10. Considérons le as de deux adres de disernement distints Ω =

{ω1, ω2, ω3, ω4, ω5} et Θ = {θ1, θ2, θ3} qui sont liés par deux règles d'impliation :� Ra : si {θ1} alors {ω2} ave une masse βa = 0.9,� Rb : si {θ2} alors {ω1, ω4, ω5} ave une masse βb = 0.8.Nous disposons aussi de deux FMs mΩ
1 et mΘ

2 fournies par deux souresd'informations �ables et distintes :
mΩ

1 ({ω1}) = 0.7

mΩ
1 ({ω2}) = 0.1

mΩ
1 (Ω) = 0.2

mΘ
2 ({θ1, θ3}) = 0.6

mΘ
2 ({θ2}) = 0.2

mΘ
2 (Θ) = 0.2Nous allons dans la suite ombiner les di�érentes FMs a�n de aluler une FM �nalesur Ω. On peut ommener par réer les FMs assoiées aux deux règles d'impliation

Ra et Rb en utilisant l'équation (3.26) :
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mΩ×Θ

a (C) =

{
0.9 si C = {(ω2, θ1)} ∪ (Ω× {θ1}),
0.1 si C = Ω×Θ.� La FM assoiée à Rb est

mΩ×Θ
b (C) =

{
0.8 si C = ({ω1, ω4, ω5} × {θ2}) ∪ (Ω× {θ2}),
0.2 si C = Ω×Θ.La ombinaison de mΩ×Θ

a et mΩ×Θ
b par la CRC produit une FM à mΩ×Θ

ab , représentéedans le tableau 3.3. Tableau 3.3 � mΩ×Θ
abÉléments foaux masse

Ω×Θ 0.02
{(ω2, θ1)} ∪ (Ω× {θ1}) 0.18

{(ω2, θ1)} ∪ ({ω1, ω4, ω5} × {θ2}) ∪ (Ω× {θ3}) 0.72
({ω1, ω4, ω5} × {θ2}) ∪ (Ω× {θ1, θ3}) 0.08D'autre part, a�n de ombiner mΩ

1 et mΘ
2 on applique d'abord une étaped'extension pour les redé�nir sur un même adre de disernement, puis on appliquela CRC. Le résultat de ette proédure est donnée dans le tableau 3.4.Tableau 3.4 � mΩ×Θ

12Éléments foaux masse
Ω×Θ 0.04
{ω1} ×Θ 0.14
{(ω1, θ2)} 0.14

{(ω1, θ1), (ω1, θ3)} 0.42
{ω2} ×Θ 0.02

{(ω2, θ1), (ω2, θ3)} 0.06
{(ω2, θ2)} 0.02

Ω× {θ1, θ3} 0.12
Ω× {θ2} 0.04La FM �nale sur Ω est obtenue en ombinant onjontivement mΩ×Θ

12 et mΩ×Θ
abet en marginalisant la FM résultante sur Ω :

mΩ = (mΩ×Θ
12 ∩©mΩ×Θ

ab )↓Ω.La FM résultante mΩ est donnée dans le tableau 3.5.



72 Tableau 3.5 � mΩÉléments foaux masse
∅ 0.019
Ω 0.142
{ω1} 0.6748
{ω2} 0.094

{ω1, ω4, ω5} 0.08013.2.5 Théorème de Bayes généraliséSoient Θ et Ω deux adres de disernement. Si on onnaît les FMs sur Ω sahanthaque élément θk ∈ Θ, on peut aluler la FM sur Θ onditionnée à n'importe quelélément ω ∈ Ω en utilisant le théorème de Bayes Généralisé (GBT : GeneralizedBayes Theorem). On peut exprimer e théorème en utilisant les di�érentes formesd'une fontion de royane, telles que la plausibilité, la ommunalité, la FM ouautres [93℄. On montre ii après quelques exemples des di�érentes formes souslesquelles le GBT peut s'exprimer :
plΘ[ω](θ) = 1−

∏

θk∈θ

(1− plΩ[θk]({ω})), (3.27)
qΘ[ω](θ) =

∏

θk∈θ

plΩ[θk]({ω}), (3.28)
mΘ[ω](θ) =

∏

θk∈θ

plΩ[θk]({ω}) ·
∏

θk∈θ

(1− plΩ[θk]({ω})), (3.29)
∀θ ⊆ Θ et ω ∈ Ω. Notons que le GBT peut être retrouvé par les opérations dedéonditionnement, ombinaison et marginalisation. Cei est réalisé en quatre étapes[93℄ :� déonditionner les FMs mΩ[θk] sur Ω×Θ pour obtenir mΩ[θk]

⇑Ω×Θ,� ombiner onjontivement les FMs résultantes pour obtenir ( ∩©km
Ω[θk]

⇑Ω×Θ),� onditionner la FM résultante par rapport à {ω}, pour obtenir mΩ×Θ[ω] =
( ∩©km

Ω[θk]
⇑Ω×Θ)[ω]� marginaliser sur Θ. Alors, la FM �nal est donnée par :

mΘ[ω] = ( ∩©km
Ω[θk]

⇑Ω×Θ)[ω]↓Θ. (3.30)Contrairement au théorème de Bayes en théorie de probabilités, le GBT ne néessiteauune information a priori sur Θ. Cependant, si ette onnaissane existe, alors ellepeut être ombinée onjontivement ave la FM résultante du GBT.3.2.6 Prise de déision dans le TBMDans la théorie des fontions de royane, plusieurs règles de déision sontutilisées, omme le maximum de probabilité pignistique, le maximum de plausibilité,



Chapitre 3. Extension rédibiliste de l'approhe à erreurs bornées 73et. [26℄. Nous dérivons en détail la probabilité pignistique que nous utiliserons dansle adre de e travail.Considérons un adre de disernement Ω et une FM assoiéemΩ. Une distributionde probabilité, appelée probabilité pignistique BetP , peut être alulée à partirde mΩ en utilisant la transformation pignistique introduite par Smets [95℄. Cettetransformation onsiste à répartir uniformément la masse de haque proposition Bentre les hypothèses élémentaires qui le omposent. Formellement,
BetP (ωk) =

∑

B⊆Ω,ωk∈B

mΩ(B)

|B| , (3.31)où |B| est le ardinal de B. Dans l'expression i-dessus, mΩ est supposée normale.La transformation pignistique d'une FM sous-normale néessite une première étapede normalisation.Exemple 11. La transformation pignistique de la FM normale du tableau 3.1 fournitla distribution de probabilité suivante :



BetP (ω1) = 0.07
1

+ 0.2
2

+ 0.1
2

+ 0.05
3

= 0.236

BetP (ω2) = 0.33
1

+ 0.2
2

+ 0.05
2

+ 0.05
3

= 0.471

BetP (ω3) = 0.2
1

+ 0.1
2

+ 0.05
3

= 0.2917.Dans l'équation (3.31), Ω est supposé �ni. Dans le as où Ω = R, et où leséléments foaux sont des intervalles et la probabilité pignistique est aratérisée parla fontion de densité :
Betf(x) =

p∑

i=1

1l[xi](x)
m([xi])

|[xi]|
(3.32)où |[xi]| désigne la largeur de [xi]. On remarque que Betf est un mélange de loiuniforme sur les intervalles [xi], ave les proportions m([xi]).3.2.7 Espéranes d'une fontion de royaneDans ette setion nous supposons que le adre de disernement est l'ensembledes réels Ω = R, et que notre royane sur une variable x est représentée par uneFM m. Nous herhons à aluler l'espérane de la variable x dans le ontexte dela TFC. Cette espérane peut être dé�nie en assoiant à m l'ensemble P(m) demesures de probabilité P ompatibles véri�ant :

bel(A) ≤ P (A) ≤ pl(A),pour tout sous-ensemble mesurable A de R. Une mesure de probabilité véri�antl'équation préédente est dite ompatible ave m. Les bornes inférieure et supérieurede l'espérane de x sont dé�nies par [25℄ :
E∗(m) = inf

P∈P(m)
E(P ),

E
∗(m) = sup

P∈P(m)

E(P ).



74Supposons maintenant que les éléments foaux de m sont p intervalles [xi] = [xi, xi]a�etés de masses mi = m([xi]) et i = 1, · · · , p. On montre que :
E∗(m) =

p∑

i=1

mixi,

E
∗(m) =

p∑

i=1

mixi.En utilisant les notations de l'arithmétique d'intervalles, l'espérane intervalleassoiée à m peut être érite de la façon suivante [25℄ :
[E](m) =

p∑

i=1

mi · [xi]. (3.33)L'espérane pignistique assoiée à m ('est-à-dire l'espérane au sens de laprobabilité pignistique) peut être obtenue en utilisant les entres ci des élémentsfoaux :
E(m) =

p∑

i=1

mici. (3.34)Les équations (3.33) et (3.34) peuvent être failement étendues au as ou Ω = IR
n.L'espérane intervalle de m devient alors un pavé n−dimensionnel, et son espéranepignistique devient un veteur de Rn.3.2.8 Simpli�ation d'une fontion de masseEn pratique, on renontre des situations où l'on dispose d'un grand nombre desoures d'information fournissant des fontions de masse, dé�nies sur des adresde disernement identiques ou di�érents. Cei peut provoquer une augmentationimportante du nombre d'ensembles foaux lors de la ombinaison des di�érentesFMs [27℄. Pour remédier à e problème, on peut utiliser des algorithmes permettantde regrouper ertains ensembles foaux a�n de réduire leur nombre, selon un ritèreprédé�ni dépendant de l'appliation onsidéré.Dans e travail de thèse, nous avons opté pour l'utilisation de la méthode desimpli�ation (summarization) développée dans [60℄, du fait de sa simpliité et deson faible omplexité adaptée aux appliations en temps réel.La méthode de simpli�ation est basée sur l'idée d'éliminer les éléments foauxqui ont de masses faibles. La somme des masses est alors transférée à l'union [60℄.Soit m une FM sur Ω ave p éléments foaux A1, . . . , Ap, p > 1. Supposons quees éléments sont ordonnés de telle sorte que m(A1) ≥ m(A2) ≥ . . . ≥ m(Ap). Soit qun nombre entier véri�ant 1 ≤ q < p. Une FM ms ave q éléments foaux peut êtreonstruite à partir de m de la façon suivante :

ms(Ai) = m(Ai), i = 1, . . . , q − 1,

ms(A0) =

p∑

i=q

m(Ai),
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Figure 3.4 � Organigramme de la méthode BSE.où A0 est dé�ni par A0 =

⋃p
i=q Ai. D'autres méthodes d'approximation plussophistiquées, permettant une meilleure approximation au détriment du tempsd'exéution sont dérites dans [27, 28℄.3.3 Méthode rédibiliste d'estimation d'étatNous présentons dans ette setion une méthode évidentielle pour l'estimationd'état d'un système dynamique se basant onjointement sur la théorie des fontionsde royane et sur ertains outils de la théorie des intervalles [70, 72, 74℄. Nousappelons ette méthode BSE pour � Belief State Estimation � en anglais. Nousadoptons une modélisation rédibiliste des bruits assoiées aux modèles et auxdi�érentes variables du système dynamique. À haque variable réelle, nous assoionsune FM dont les éléments foaux sont des intervalles. Ainsi, les intervalles modélisentl'impréision alors que le poids assoié à un intervalle (ou ensemble foal) représentela royane dans l'hypothèse que la valeur exate de la variable appartient à etintervalle.Plus formellement, le but de la méthode est de déterminer une estimation duveteur d'état du système à haque instant k + 1, sahant qu'on dispose desinformations suivantes :� les modèles d'évolution et d'observation qui dérivent le système dynamiqueonsidéré ;� les FMs assoiées aux modèles, aux entrées et aux mesures observées ;



76 � la FM sur l'état à l'instant k.La Figure 3.4 illustre les di�érentes étapes de ette méthode où mx
k , mu

k , mz
k+1 et

mx
k+1 représentent les FMs assoiées à xk, uk, zk+1 et xk+1 respetivement. On peutvoir que la méthode BSE, à l'image des méthodes d'estimations introduites dansle hapitre 1, omporte une étape de prédition et une étape de orretion de laprédition par la mesure. Dans l'étape de prédition, mx

k et mu
k sont ombinéespour réer une FM prédite sur l'état du système en utilisant le modèle d'évolution.Dans l'étape de orretion, la FM assoiée à la mesure est utilisée a�n de orrigerla royane sur l'état. Le résultat �nal est une FM sur l'état à partir de laquelleon peut aluler une estimation pontuelle. Avant d'introduire ette méthode, nousprésentons une tehnique permettant de aluler des FMs à partir des variablesréelles mesurées ave des bornes d'erreur assoiées.3.3.1 Constrution des fontions de royaneConsidérons une variable aléatoire réelle X aratérisée par une distribution deprobabilité PX d'un support onnu [a, b] et de mode c ∈ (a, b). Soit π la distributionde possibilité triangulaire dé�nie par :

π(x) =






x−a
c−a

si a ≤ x < c,
b−x
b−c

si c ≤ x < b,

0 sinon. (3.35)Comme ela a été démontré dans [10℄, l'inégalité suivante est véri�ée pour haquesous-ensemble A mesurable de R :
Π(A) ≤ PX(A) ≤ 1− Π(A), (3.36)où A est le omplément de A, et Π est la mesure de possibilité assoiée à π :

Π(A) = sup
x∈A

π(x). (3.37)La distribution de possibilité π peut don être onsidérée omme une approximationde l'ensemble des mesures de probabilité ayant omme support [a, b] et omme mode
c. Cette distribution de possibilité ontinue peut elle-même être approximée par uneFM disrète m à p éléments foaux en utilisant des α−oupes de π. Pour α ∈ (0, 1],la oupe de π de niveau α est l'ensemble de valeurs x telles que π(x) ≥ α.Considérons p − 1 valeurs de α : 0 < α0 < α1 < · · · < αp−1 < 1. Les α−oupesdes π orrespondant aux di�érents αi sont données par :

[παi ] = [παi, παi ],où : {
παi = a + αi(c− a)
παi = c+ (1− αi)(b− c).

(3.38)



Chapitre 3. Extension rédibiliste de l'approhe à erreurs bornées 77
PSfrag replaements

α2

α1

1

x
0

π

π′

[π0]

[πα1 ]

[πα2 ]

a bc

m([πα1 ]) = α2 − α1

m([πα2 ]) = 1− α2

m([π0]) = α1

Figure 3.5 � Approximation d'une distribution de possibilité triangulaire par une FMonsonante.Par onvention, posons [π0] = [a, b]. Une FM m onsonante assoiée à π peut êtrealulée en onsidérant les [παi ] omme éléments foaux. La FM m est donnée par :




m([π0]) = α1,

m([πα1 ]) = α2 − α1,...
m([παp−1 ]) = 1− αp−1.

(3.39)Le prinipe de ette transformation est illustré sur la Figure 3.5. Sur ette �gure,deux α−oupes πα1 et πα2 assoiées à α1 et α2 sont représentées. En onsidérantes deux α−oupes, ainsi que [π0] = [a, b], nous pouvons onstruire une FM ave
p = 3 éléments foaux : m([π0]) = α1, m([πα1 ]) = α2 − α1 et m([πα2 ]) = 1 − α2.Comme le montre la Figure 3.5, m orrespond à une distribution de possibilité π′qui approxime π et qui véri�e π′ ≥ π. Par onséquent, si bel et pl représentent,respetivement, les fontions de royane et de plausibilité assoiées à m, l'inégalitésuivante est véri�ée pour toute partie A mesurable :

bel(A) ≤ PX(A) ≤ pl(A), (3.40)et m peut ainsi être onsidérée omme une approximation de l'ensemble desdistributions de probabilités, ayant omme support [a, b] et omme mode c.On peut remarquer que, dans le formalisme introduit, toutes les valeurs quin'appartiennent pas à l'intervalle [a, b] sont onsidérées omme impossibles. Cette



78hypothèse peut s'avérer trop restritive dans ertaines appliations. On utilise pourl'atténuer la notion d'a�aiblissement.Par exemple, soitX une mesure fournie par un apteur. Supposons que les bornes
a et b assoiées à l'erreur sur X soient onnues ; soit m la FM représentant etteerreur et onstruite à partir des bornes a et b. L'utilisation de m est justi�ée dansla plupart de as, sauf dans ertaines situations omme, par exemple, lors de ladéfaillane du apteur. Pour modéliser e as, nous supposons que les valeurs àl'extérieur de [a, b] sont possibles mais ave une faible plausibilité. La FM m estainsi a�aiblie ave un oe�ient ε. L'a�aiblissement de m signi�e qu'une proportion
ε de m(A) est transférée à Ω. La FM résultante est alors donnée ainsi par :

εm(A) =

{
(1− ε)m(A) si A ⊂ Ω,

(1− ε)m(Ω) + ε si A = Ω.
(3.41)Notons que εbel(A) = (1− ε)bel(A) ≤ bel(A) et εpl(A) = (1 − ε)pl(A) + ε ≥ pl(A)pour tout sous-ensemble A stritement inlus dans Ω. Par onséquent,l'a�aiblissement a pour e�et d'élargir l'intervalle [bel(A), pl(A)] et l'équation (3.40)reste véri�ée.Exemple 12. Soit U une variable aléatoire représentant le bruit assoié à uneertaine mesure. Supposons que l'espérane de U est égale à zéro et que son éart-type

σ est onnu. Dans l'EEB, il est lassique de prendre l'intervalle [−3σ,+3σ] ommesupport de U . Si on onsidère que le mode de U est égal à zéro, alors la distributionde probabilité assoiée à U peut être approximée par une distribution de possibilité πontinue, symétrique et triangulaire. Cette distribution de possibilité peut à son tourêtre approximée, par exemple, par une FM disrète possédant p = 3 éléments foauxorrespondant aux α−oupes de π de niveaux : α1 = 2
3
, α2 = 1

3
et α0 = 0 :

m([−3σ, 3σ]) = 1/3,

m([−2σ, 2σ]) = 1/3,

m([−σ, σ]) = 1/3.Bien évidemment, une meilleure approximation de la distribution de possibilité πpeut être obtenue en augmentant le nombre d'éléments foaux p, au prix d'uneaugmentation de la omplexité alulatoire.Supposons maintenant que Ω = R, la FM résultant de l'a�aiblissement de m parun oe�ient ε est donnée par :
εm([−3σ, 3σ]) = (1− ε)/3,
εm([−2σ, 2σ]) = (1− ε)/3,

εm([−σ, σ]) = (1− ε)/3
εm(R) = ε.Notons que les éléments foaux résultants peuvent être manipulés par les outilsde la théorie des intervalles présentés dans le hapitre 1. Dans la setion suivante,nous présentons l'extension de es outils au as de la TFC.



Chapitre 3. Extension rédibiliste de l'approhe à erreurs bornées 793.3.2 Extension du alul d'intervalles à la TFCDans [102℄, Yager a proposé un shéma simple pour étendre des opérationsarithmétiques et d'autre type des opérations dans le adre de la TFC. Cette approheva être introduite brièvement dans ette setion. Notre but est de généraliser lesoutils de l'analyse par intervalles. Ainsi, on va onsidérer que les éléments foauxassoiés aux di�érentes FMs sont de type intervalle.Supposons qu'on dispose de deux variables réelles x et y et que la royane sures variables soit modélisée par deux FMs mx et my. On s'intéresse à la valeur de
z = x⋄y, où ⋄ est un opérateur binaire de R2 dans R. Si mx et my sont des fontionsde masse atégoriques, dé�nies par mx([x]) = 1 et my([y]) = 1, où [x] et [y] sontdes éléments de IR, alors les outils de l'analyse par intervalles présentés dans lehapitre 1 peuvent être appliqués et la royane sur z peut être représentée par uneFM atégorique mz ayant omme élément foal [x] ⋄ [y] dé�ni par :

[x] ⋄ [y] = [{x ⋄ y ∈ R tels que x ∈ [x], y ∈ [y]}]. (3.42)Dans le as général oùmx etmy sont des FMs ave un nombre quelonque d'élémentsfoaux, alors des extensions de l'analyse par intervalle doivent être proposées.Supposons que mx et my soient dé�nies par des appliations multivaluées Γxet Γy assoiés à des espaes Ψx et Ψy, ave [xi] = Γx(ψx
i ) pour i = 1, . . . , px et

[yj] = Γy(ψy
j ) pour j = 1, . . . , py (f. Setion 3.2.2). De plus, supposons que lesroyanes sur Ψx et Ψy soient modélisées par des mesures de probabilité P x et P y,et que la mesure de probabilité jointe P x,y sur Ψx ×Ψy soit égale au produit de P xet P y :

P x,y(ψx
i , ψ

y
j ) = P x(ψx

i )P y(ψy
j ) = mx

im
y
j , (3.43)pour i = 1, . . . , px et j = 1, . . . , py. Si P x et P y orrespondent à des méanismesaléatoires de séletion des éléments de Ψx et Ψy, alors l'équation (3.43) signi�esimplement que es deux méanismes sont indépendants.Si on sait que ψx

i et ψy
j sont séletionnés, alors tout e qu'on onnaît sur x, y et

z est que x ∈ [xi], y ∈ [yj], et z = x ⋄ y ∈ [xi] ⋄ [yj ]. Comme ei est vrai ave uneprobabilité mx
im

y
j , on peut en déduire que la royane sur z peut être représentéepar la fontion de masse mz dé�nie omme suit :

mz([z]) =
∑

{i,j|[xi]⋄[yj ]=[z]}

mx
im

y
j , (3.44)pour tous les [z] ∈ IR, généralisant ainsi (3.42).Cette approhe peut être étendue failement au as d'une fontion de n variables.Soient f une fontion de Rn à R, z = f(x1, . . . , xn) et [f ] la fontion d'inlusionorrespondante. Supposons que la royane sur haque variable xi est représentéepar une FM mxi . Si mxi([xi]) = 1 pour un intervalle [xi], alors la royane sur z peutêtre représentée par :

[z] = [f ]([x1], . . . , [xn]). (3.45)Dans le as général et en utilisant le même raisonnement que préédemment,on peut aluler la FM mz sur z sous l'hypothèse d'indépendane par la relation



80suivante :
mz([z]) =

∑

{i1,...,in|[z]=[f ]([xi1
],...,[xin ])}

mx1
i1
. . .mxn

in
. (3.46)Exemple 13. Supposons que mx et my soient données par :

mx([1, 2]) = 0.7, mx([0, 3]) = 0.3,

my([0, 1]) = 0.6, my([0, 2]) = 0.4.Soit z une variable liée à x et y via l'équation z = x exp(y). En utilisant (3.46), laFM mz sur z est donnée par :
mz([1, 2] · [exp]([0, 1])) = mz([1, 2e]) = 0.7× 0.6 = 0.42

mz([1, 2] · [exp]([0, 2])) = mz([1, 2e2]) = 0.7× 0.4 = 0.28

mz([0, 3] · [exp]([0, 1])) = mz([0, 3e]) = 0.3× 0.6 = 0.18

mz([0, 3] · [exp]([0, 2])) = mz([0, 3e2]) = 0.3× 0.4 = 0.12.3.3.3 Extension de l'AEB par la TFCConsidérons le système dynamique dérit par les équations :
xk+1 = f(xk,uk) (3.47)
zk+1 = g(xk+1). (3.48)À la di�érene de l'analyse par intervalles développée dans la setion 1.3.2 duhapitre 1, nous supposons ii que l'état initial x0, l'entrée uk et la mesure zk àl'instant k sont dérits par des fontions de masse, notées respetivement mx

0 , mu
k et

mz
k. En utilisant les outils de l'analyse par intervalles présentés dans la setion 3.3.2,et la TFC, la méthode EEB dérite dans le hapitre 1 peut être étendue sous leadre de la TFC.On rappelle que l'algorithme de la méthode EEB alule un pavé estimé pourl'état [xk+1] à haque instant k + 1 à partir de l'entrée [uk] et la sortie [zk+1], enutilisant l'équation que nous rappelons ii :

[xk+1] = C (f , g, [xk], [uk], [zk+1]) . (3.49)La théorie présentée dans la setion 3.3.2 va nous permettre d'étendre la fontion Cdu domaine des intervalles vers le domaine des fontions de masse.Soient pxk , pu et pz les nombres d'éléments foaux assoiés aux masses mx
k , mu

k et
mz

k, respetivement. Par soui de simpli�ation, nous supposerons quemu
k etmz

k sontonstruites en utilisant la proédure dérite dans la setion 3.3.1 ave un nombreonstant d'éléments foaux. Le i−ème élément foal de mx
k est noté [xi

k]. La notationest similaire pour les autres FMs. En utilisant l'équation (3.46), l'équation (3.49)peut être généralisée de la manière suivante :
mx

k+1([x]) =
∑

{i,j,ℓ|[x]=C(f ,g,[xi
k
],[uj

k
],[zℓ

k+1])}

mx
k([xi

k]) ·mu
k ([uj

k]) ·mz
k+1([z

ℓ
k+1]). (3.50)



Chapitre 3. Extension rédibiliste de l'approhe à erreurs bornées 81Algorithme 4 Algorithme de la méthode BSE.Entrée : mx
k , mu

k , mz
k+1, pu, pz, qSortie : mx

k+1, [x̂k+1], x̂k+11: Lire les entrées uk et les erreurs assoiées. Déduire mu
k ave pu éléments foaux2: Lire les mesures zk+1 et les erreurs assoiées. Déduire mz

k+1 ave pz élémentsfoaux3: r ← 04: Pour i = 1 à pxk5: Pour j = 1 to pu6: Pour ℓ = 1 to pz7: r ← r + 18: [xr
k+1]← C

(
f , g, [xi

k], [u
j
k], [z

ℓ
k+1]

).9: mx
k+1([x

r
k+1])← mx

k([xi
k]) ·mu

k ([uj
k]) ·mz

k+1([z
ℓ
k+1])10: Fin Pour11: Fin Pour12: Fin Pour13: Normalisation de mx

k+114: Simpli�ation de mx
k+1 a�n de onserver q éléments foaux.15: % Calul de l'espérane pignistique et des espéranes haute et basse %16: [x̂k+1]← [E](mx

k+1)17: x̂k+1 ← E(mx
k+1)L'algorithme 4 présente les di�érentes parties de la méthode. Comme on peut levoir, la méthode BSE dépend de trois paramètres prinipaux qui sont les nombres puet pz d'éléments foaux pour l'entrée et la mesure et q, le nombre maximal d'élémentsfoaux de mx

k+1 utilisé dans la méthode de simpli�ation. Dans les étapes 1 et 2,les FMs sur l'entrée à l'instant k et la mesure à l'instant k + 1 sont onstruites enutilisant la proédure dérite dans la setion 3.3.1. La méthode EEB dérite dansl'Algorithme 3 du hapitre 1 est ensuite appliquée pour haque hoix de [xi
k] de mx

k ,
[uj

k] de mu
k et [zℓ

k+1] de mz
k+1 (lignes 4-12). La masse assoiée à l'élément foal [xr

k+1]de mx
k+1 est le produit des masses assoiées à [xi

k], [uj
k] et [zℓ

k+1] (ligne 9). Une foisla fontion de masse mx
k+1 alulée, on applique l'étape de normalisation (ligne 13)et l'étape de simpli�ation (ligne 14). L'étape de normalisation onsiste à diviser lamasse de royane de haque élément foal non vide par 1 −mx

k+1(∅) et à annulerla masse de royane mx
k+1(∅) de l'ensemble vide. En�n, une estimation pontuelleet un intervalle pignistique sont alulés en utilisant les équations (3.33) et (3.34).Notons que la méthode BSE revient à appliquer la méthode EEB pour haqueombinaison possible des di�érents éléments foaux de l'état, de l'entrée et de lamesure. Le nombre maximal d'exéutions de l'algorithme EEB est don égal à

pupzq. On voit que le hoix de es paramètres est ritique pour le ontr�le dutemps d'exéution de la méthode BSE. Une étude expérimentale de l'in�uene dees paramètres sur les résultats sera présentée dans la setion 3.4.2.1.Comme mentionné dans la setion 3.3.2, l'équation (3.50) résulte de l'hypothèsed'indépendane entre mx
k([xi

k]), mu
k ([uj

k]) et mz
k+1. Cette hypothèse peut être



82rapprohée de l'hypothèse d'indépendane stohastique, généralement retenue dansla oneption des modèles ave perturbations aléatoires.En�n, notons que l'algorithme BSE risque d'éhouer si, à un instant k, l'étape 8de la proédure EEB ne donne que des pavés vides, la normalisation de l'étape 13étant alors indé�nie. Pour éviter une telle situation, on peut a�aiblir mu
k et mx

k+1par un oe�ient ε en utilisant l'équation (3.41).3.3.4 Exemple illustratifConsidérons un système dynamique représentant le déplaement linéaire d'unvéhiule suivant l'axe x. La position du véhiule à haque instant k peut être aluléeen utilisant le système d'équations suivant :
{
xk+1 = xk + uk · T
zk+1 = xk+1,

(3.51)où uk est la vitesse du véhiule mesurée par un apteur odométrique ave uneinertitude de ±3m/s, zk+1 est la position mesurée du véhiule obtenue par unréepteur GPS et T est la période d'éhantillonnage, supposé égale à 1s.À haque instant k, on reçoit les fontions de massesmu
k sur la vitesse du véhiuleet mz

k sur la position observée. L'état initial du véhiule est dérit par une FM notée
mx

0 .Supposons qu'initialement, mx
0 , mu

0 et mz
1 soient données par les expressionssuivantes :

mx
0([−6, 6]) = 1/2, mx

0([−3, 3]) = 1/2

mu
0([17, 23]) = 1,

mz
1([27, 33]) = 1/2, mz

1([24, 39]) = 1/2.Nous allons détailler le alul de mx
1 représentant la position du véhiule àl'instant k = 1. Comme mx

0 et mz
1 ont deux éléments foaux et mu

k en possède unseul, la méthode EEB doit être exéutée quatre fois, orrespondant aux di�érentesfaçons de hoisir les éléments foaux des trois FMs.Choix 1 : [x1
0] = [−6, 6], [z1

1 ] = [27, 33]. L'étape de propagation de la PRP donne :
[x1] ← (−∞,+∞) ∩ ([−6, 6] + [17, 23]) = [11, 29],

[z1] ← [27, 33] ∩ [11, 29] = [27, 29],

[x1
1] ← [27, 29].On peut remarquer que et intervalle ne peut plus être ontraté. La masseorrespondante est :

mx
1([27, 29]) = 1/2× 1/2 = 1/4.



Chapitre 3. Extension rédibiliste de l'approhe à erreurs bornées 83Choix 2 : [x1
0] = [−6, 6], [z2

1 ] = [24, 39]. L'étape de propagation de la PRP donne :
[x1] ← (−∞,+∞) ∩ ([−6, 6] + [17, 23]) = [11, 29],

[z1] ← [24, 39] ∩ [11, 29] = [24, 29],

[x2
1] ← [24, 29].On peut remarquer que et intervalle ne peut plus être ontraté. La masseorrespondante est :

mx
1([24, 29]) = 1/2× 1/2 = 1/4.Choix 3 : [x2

0] = [−3, 3], [z1
1 ] = [27, 33]. L'étape de propagation de la PRP donne :

[x1] ← (−∞,+∞) ∩ ([−3, 3] + [17, 23]) = [11, 29],

[z1] ← [27, 33] ∩ [14, 26] = ∅,
[x3

1] ← ∅.Alors, on a :
[x3

1] = ∅.et
mx

1(∅) = 1/2× 1/2 = 1/4.Choix 4 : [x2
0] = [−3, 3], [z2

1 ] = [24, 39]. L'état prédit est le même qu'auparavant :
[x1] = [14, 26], et l'intersetion ave [z2

1 ] donne :
[z1]← [24, 39] ∩ [14, 26] = [24, 26].On a alors [x4

1] = [24, 26]. De nouveau, et intervalle ne peut plus être ontratépar l'algorithme PRP. La masse orrespondante est :
mx

1([24, 26]) = 1/2× 1/2 = 1/4.Nous obtenons ainsi une FM sur l'état ave quatre éléments foaux, dont l'un estvide. Après une étape de normalisation, nous obtenons :
mx

1([27, 29]) = 1/3, mx
1([24, 29]) = 1/3 et mx

1([24, 26]) = 1/3.L'espérane intervalle assoiée à x1 est
[E](mx

1) = ([27, 29] + [24, 29] + [24, 26])/3 = [25, 28],et l'espérane pignistique est donnée par :
E(mx

1) = (28 + 26.5 + 25)/3 = 26.5.



843.4 Appliation au problème de loalisationroutièreDans ette setion, nous appliquons la méthode BSE introduite préédemment auproblème de loalisation routière exposé dans le hapitre 2. La position du véhiuleest représentée par un veteur d'état xk = (xk, yk, θk)
T . Le modèle d'évolution est lesuivant : 





xk+1 = xk + δS,k cos(θk +
δθ,k

2
)

yk+1 = yk + δS,k sin(θk +
δθ,k

2
)

θk+1 = θk + δθ,k,

(3.52)et le modèle d'observation :
{
xGPS,k+1 = xk+1

yGPS,k+1 = yk+1,
(3.53)où δS,k et δθ,k sont le déplaement et la rotation élémentaires du véhiule. Ils sontfournis ave une grande préision par un gyromètre optique et un apteur ABS.

xGPS,k+1 et yGPS,k+1 sont les oordonnées artésiennes du véhiule fournies par leréepteur GPS après onversion de la longitude et la latitude du point en question.Notons ii que le ap de véhiule θk n'est pas observé. En utilisant les mêmesnotations que dans la setion 3.3.3, nous pouvons érire :
uk = (δS,k, δθ,k)

T ,et
zk = (xGPS,k+1, yGPS,k+1)

T .3.4.1 Cadre expérimentalLes résultats présentés dans ette setion ont été obtenus en utilisant des mesuresréelles olletées à l'aide d'un véhiule expérimental [36℄. Ce véhiule est équipéde deux réepteurs GPS : un Trimble AgGPS 132 utilisé pour estimer la positiondu véhiule en temps réel et un Thales Navigation pour estimer les erreurs dupositionnement. Le réepteur Thales est utilisé en mode post-traitement PPK1 aveune base loale (Trimble 7400) a�n de fournir des positions de référene à unefréquene de 1 Hz. Pour éviter toute onfusion, les positions de référene sont notéesPPK alors que le terme GPS est réservé aux positions fournies par le réepteur GPSTrimble AgGPS 132. La Figure 3.6 montre la trajetoire du véhiule dans un repèreloal, dont le entre est le point de départ de l'aquisition. Cet essai a été e�etuéave le véhiule du laboratoire Heudiasy sur une piste à Versailles ave une vitessemoyenne de 50 km/h. La longueur de la trajetoire est de 4.7 km. Les Figures 3.7et 3.8 montrent les éart-types, σx,k et σy,k, assoiés aux oordonnées xGPS,k et yGPS,kfournies par le réepteur GPS.1Post-Proessed Kinemati.
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Figure 3.6 � Trajetoire du véhiule dans un repère loal.
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Figure 3.7 � Eart-type des mesures GPS suivant x, en fontion de temps.
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Figure 3.8 � Eart-type des mesures GPS suivant y, en fontion de temps.
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Figure 3.9 � Cap du véhiule. Le ap résultant de la méthode BSE est illustré par des lignesontinues alors que la valeur exate du ap est représentée par des lignes en pointillé.3.4.2 RésultatsComme dans [37℄ et [1℄, les bornes d'erreur sur le GPS sont prises égales à plus oumoins trois fois l'éart-type alulé en temps réel par le réepteur. Nous supposonsque le mode de l'erreur sur le GPS est égal à zéro ; les FMs mx
0 et mz

k sont onstruitespour approximer les distributions triangulaires de possibilité omme dérit dans laSetion 3.3.1. Les bornes d'erreur sur le veteur d'entrée uk sont alulées à partirde tests spéi�ques en statique sur les apteurs ABS et gyromètre. Les distributionstriangulaires de possibilité pour e veteur sont ainsi onstruites omme pour leGPS. Les FMs assoiées sont alulées ave pz = 4, pu = 2 et px0 = 6. Notons que,le ap du véhiule n'étant pas observé diretement, le support de θ0 est initialiséà l'intervalle [0, 2π] et le mode est initialisé à π. Pour ette appliation, le nombremaximal d'éléments foaux assoiés à l'état a été �xé à q = 20.La Figure 3.9 illustre le ap de véhiule obtenu par la BSE et sa valeur exate.Comme le montre ette �gure, notre méthode est apable d'estimer la variable θave une bonne préision de l'ordre de 6 degrés.La Figure 3.10 montre les éléments foaux assoiés àmx
k aux deux instants k = 10et k = 100. Seuls les éléments foaux de masse supérieure à 0.05 sont représentés.L'e�et de la méthode de simpli�ation est illustré sur la Figure 3.11, quireprésente les éléments foaux de mx

k avant et après l'appliation de la méthode desimpli�ation.3.4.2.1 Sensibilité de la méthode BSEComme ela a été mentionné préédemment, la méthode BSE dépend de plusieursparamètres qui sont : le nombre pz d'éléments foaux assoiés aux mesures, le nombre
pu d'éléments foaux assoiés à l'entrée et le nombre maximal q d'éléments foauxassoiés à l'état.
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Figure 3.11 � Éléments foaux de xk avant (gauhe) et après (droite) l'appliation de laméthode de simpli�ation.



88 Le hoix de es paramètres dépend en premier lieu des aratérisations del'appliation en ours (temps réels, omplexité des modèles, et.). Dans la suite deette setion, nous étudions l'in�uene de es paramètres sur l'appliation de laloalisation du véhiule. Cette in�uene est étudiée suivant deux ritères : lapréision et le temps d'exéution.Tableau 3.6 � Erreurs quadratiques moyennes sur x et y (en m2), et le temps d'exéutiond'une étape (en ms) pour la BSE.
pz pu q Temps d'éxeution EQM sur x EQM sur y1 1 1 136 0.123 0.249
2 1 10 158 0.121 0.240
3 1 10 198 0.120 0.236
4 1 10 241 0.120 0.229
2 2 10 199 0.121 0.236
2 4 10 236 0.120 0.229
2 6 10 316 0.120 0.221
4 1 15 386 0.120 0.225
4 1 20 409 0.118 0.199
4 1 22 426 0.118 0.197
4 1 25 452 0.116 0.197Le tableau 3.6 montre les temps d'exéution et les erreurs quadratiques moyennessuivant x et y assoiées aux di�érents hoix de pz, pu et q. Les valeurs pz = 1,

pu = 1 et q = 1 orrespondent à la méthode EEB. Ces résultats montrent que leparamètre q a une grande in�uene sur le temps d'exéution de la méthode BSE etsur sa performane. Cependant, l'augmentation de q au-delà de 20 n'améliore passigni�ativement la préision de l'estimation.3.4.2.2 Comparaison ave l'approhe à erreurs bornéesLa Figure 3.12 montre les distanes en mètres entre les valeurs obtenues par leGPS, les méthodes EEB et BSE, et les positions exates du véhile. Comme le montreette �gure, les positions obtenues par la méthode BSE sont les plus préises. Cerésultat est on�rmé par le tableau 3.7, qui donne les erreurs quadratiques moyennessur x et y pour le GPS, la BSE et l'EEB.La Figure 3.13 représente les intervalles d'erreurs des méthodes EEB et BSE.Comme le montre ette �gure, la valeur 0 appartient toujours aux intervallesd'erreurs, e qui on�rme que les deux méthodes onservent la propriété degarantie (la solution appartient toujours aux pavés alulés). Notons que lesintervalles d'erreurs de la méthode rédibiliste sont plus étroits, e qui sembleindiquer que la méthode BSE parvient à estimer plus préisément les positions duvéhiule tout en garantissant la solution, propriété essentielle dans les approhes detypes à erreurs bornées.
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Figure 3.12 � Distanes entre les valeurs estimées et les positions exates du véhiule pourle GPS, l'EEB et la BSE.
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Figure 3.13 � Intervalles d'erreurs sur x et y pour le GPS (ligne en pointillé), la méthodeBSE (ligne en gras) et la méthode EEB (traits pleins).3.4.2.3 Comparaison ave la méthode de �ltrage partiulaire
Tableau 3.7 � Erreurs quadratiques moyennes (EQM) sur x et y, et temps d'exéution pourle GPS, le FP et la BSE GPS PF(3000) PF(2000) PF(1000) EEB BSE (15)EQM sur x (m2) 0.134 0.119 0.121 0.125 0.123 0.120EQM sur y (m2) 0.374 0.215 0.232 0.243 0.249 0.225Temps d'exéution pour une étape (ms) - 639 526 401 136 386

Le tableau 3.7 présente une omparaison entre les erreurs quadratiques moyennessuivant x et y, entre le FP et la méthode BSE. Dans e tableau nous indiquons lesrésultats du FP pour n = 3000, 2000 et 1000 partiules et de la méthode BSE pour
pz = 4, pu = 1, px0 = 6 et q = 15. On peut remarquer que la méthode rédibilisteprésente une préision omparable à elle du FP mais ave un temps d'exéutionplus faible.Dans la Figure 3.14, nous montrons les distanes entre les positions exates duvéhiule et elles obtenues par le GPS, le FP (2000 partiules) et la BSE. Commeon le voit, les résultats sont omparables.
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Figure 3.14 � Distanes en mètres entre les valeurs estimées et la position exate du véhiulepour le GPS, le FP et la BSE.



923.5 ConlusionDans e hapitre, nous avons présenté une nouvelle méthode pour l'estimationd'état d'un système dynamique. Cette méthode est une extension de l'EEB dans leadre de la théorie des fontions de royane. Elle utilise des FMs pour modéliser lesbruits assoiés à di�érentes entrées et mesures. Ces FMs sont onstituées de pavésave des masses assoiées. Cette méthode présente l'avantage d'estimer préisémentle veteur d'état du système dynamique tout en onservant la propriété de garantiede l'EEB. Elle est aussi indépendante de la non linéarité du système, et son tempsd'exéution est adapté aux appliations en temps réel.Dans le hapitre suivant, nous allons aborder le problème d'estimation d'étatd'un système multi-modèles en utilisant la TFC.



Chapitre 4Approhe rédibiliste de l'estimationd'état d'un système multi-modèles
4.1 IntrodutionUn système dynamique multi-modèles est un système dont le omportementpeut évoluer selon di�érents modes. Par exemple, une voiture est un systèmedynamique dont le omportement peut être dérit par plusieurs modèles : en arrêt,en déplaement à vitesse onstante, en aélération, en freinage, et. Ces di�érentsmodèles d'évolution sont souvent liés par une fontion de transition, qui permet dedérire le hangement du omportement du système au ours du temps. Parexemple, elle peut indiquer que la transition entre les modèles � véhiule endéplaement à vitesse onstante � et � véhiule à l'arrêt � est impossible alors quela transition entre les modèles � véhiule en freinage � et � véhiule à l'arrêt � estprobable.L'analyse d'un système multi-modèles a pour objetif de déterminer son modèled'évolution et de aluler son état à haque instant en utilisant la fontion detransition entre deux instants onséutifs, ainsi que les états aux instants préédentset les mesures fournies par des apteurs.L'estimation d'état d'un système multi-modèles est généralement traitée pardes approhes probabilistes onnues sous le nom d'approhes multi-modèles. Cesapprohes utilisent un ensemble de modèles andidats (MCs) et un ban de �ltresélémentaires mis en oeuvre de manière parallèle. Chaque �ltre est supposé êtreadapté à un MC. L'inertitude sur les modèles d'évolution est représentée par unedistribution de probabilité, dérivant les probabilités d'ativation des MCs. Dansles systèmes multi-modèles, la transition entre di�érents modèles est représentéelassiquement par une haîne de Markov. En utilisant les estimations fournies par les�ltres élémentaires, les mesures fournies par les apteurs et la fontion de transitionentre les MCs, une estimation �nale de l'état du système peut être alulée.Les méthodes d'estimation multi-modèles ont réemment fait l'objet d'uneattention partiulière du fait de leur apaité à modéliser et manipuler l'inertitudesur le modèle d'évolution. Ces méthodes sont basées sur la déompositiondes systèmes omplexes en sous-systèmes plus simples, e qui failite lamodélisation [58℄. Elles ont été initiées par Magill dans [61℄, puis améliorées parAkerson dans [2℄ et utilisées dans de nombreux domaines tels que le suivi deibles [9, 16℄, la détetion de défauts, et bien d'autres.93



94 Dans [82, 83℄, les auteurs ont traité le problème d'estimation d'état d'unsystème multi-modèles ave deux modèles andidats en utilisant la TFC. Ils ontdéveloppé une méthode de reonnaissane de séquenes d'états basée sur un �ltretemporel rédibiliste. Ce �ltre utilise les modèles à sauts et exploite le on�it entreles modèles d'évolutions et les données disponibles a�n de gérer la ommutationentre les di�érents modèles possibles.Dans e hapitre, nous proposons une méthode rédibiliste d'estimation d'étatd'un système multi-modèles, notée BIMM (Belief Interating Multiple Model) [71℄.Cette méthode est une alternative aux méthodes existantes, basée sur unemodélisation rédibiliste de la transition entre les MCs. Cei rend possible lamodélisation des données manquantes ainsi que la résolution du problème dumonde ouvert, dans lequel le vrai modèle n'appartient pas néessairement àl'ensemble des MCs.Ce hapitre est divisé en deux parties prinipales. Dans la première partie, nousfaisons un rappel sur les approhes multi-modèles, tout en présentant en détail laméthode Interating Multiple Model qui est l'une des méthodes les plus utilisées.Dans la seonde partie, nous introduisons le prinipe de la méthode rédibilisteproposée et nous présentons les résultats obtenus pour le problème de loalisationroutière.4.2 Rappel sur l'approhe multi-modèles4.2.1 IntrodutionLes premiers travaux sur les approhes multi-modèles, onnus sous le terme deautonomous muliple model (AMM) [58℄, ont traité le as d'un systèmemulti-modèles sans ommutation, 'est-à-dire, le as où le modèle d'évolution estinonnu parmi un ensemble onnu de MCs, mais invariant dans le temps. Dansl'AMM, les �ltres élémentaires des MCs opèrent individuellement sans auuneinteration entre eux. Par onséquent, l'utilisation de es méthodes n'est pasadaptée au as des systèmes à ommutations fréquentes. A�n de prendre enompte les ommutations entre les modèles d'un système, une deuxième générationde méthodes multi-modèles, onnue sous le nom de Cooperative Multiple Models(CMMs), a été développée. Les méthodes Generalized Pseudo-Bayesian (GPB) [58℄et Interating Multiple Model (IMM) s'insrivent dans e adre [16℄. Les CMMsrendent possible la ommutation d'un MC à un autre via un proessus markovien.La struture générale des approhes multi-modèles est illustrée sur la Figure 4.1,inspirée de [58℄. Dans ette �gure, l'ensemble des MCs est supposé ontenir deux�ltres. Comme le montre la �gure, la struture générale des approhes MM estomposée de trois parties. La première partie onsiste dans l'étape de oopération,enore appelée étape d'interation, qui distingue les méthodes multi-modèles desméthodes d'estimation lassiques. Dans ette étape, les �ltres élémentaires doiventoopérer les uns ave les autres. L'entrée de haque �ltre à l'instant k dépend ainsides omportements des autres �ltres à l'instant préédent k − 1 via une phase deréinitialisation. Cette phase sert à réer une interation entre les di�érents MCs.
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Figure 4.1 � Struture générale de l'approhe multi-modèles dans le as de deux MCs.Plusieurs on�gurations de réinitialisation sont possibles ; ertaines sont présentéesdans [7, 8℄. Notons que ette étape n'existe pas dans les estimateurs multi-modèlesde type AMM.La deuxième partie orrespond à l'étape de �ltrage. Dans ette étape, les �ltresélémentaires sont appliqués indépendamment a�n de fournir des estimations de l'étatdu système. En�n, la troisième partie onerne l'estimation �nale, dans laquelle onfusionne les états estimés issus des �ltres élémentaires assoiés aux MCs.Notons que la performane des méthodes multi-modèles dépend de l'ensemble desMCs utilisés ainsi que du hoix des �ltres élémentaires. Ceux-i sont généralementbasés sur l'observation du omportement physique du système. S'ils sont mal hoisis,on risque d'obtenir une estimation aberrante et la méthode risque de diverger [7,58℄. Dans les méthodes d'estimation multi-modèles, les ontraintes sur le hoixdes �ltres élémentaires sont similaires à elles évoquées dans le hapitre 1. Onpeut les résumer en remarquant que le hoix d'un �ltre dépend de la nature del'information disponible et des objetifs de l'appliation. Dans e hapitre, nousnous intéressons aux systèmes à ommutations fréquentes. Ces ommutations sontsouvent imprévisibles. Le omportement d'un tel système peut être modélisé par unehaîne de Markov sur l'ensemble des modèles possibles représentant le omportementdu système. Dans la setion suivante, nous hoisissons de dérire l'une des méthodesles plus onnues parmi les approhes multi-modèles : la méthode Interating MultipleModel (IMM).
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Figure 4.2 � Système à ommutation markovienne ave trois MCs.4.2.2 Interating multiple modelL'IMM est un estimateur de type multi-modèles proposée par Blom en 1986 [15℄.Cette méthode onsidère le as d'un système multi-modèles dont les ommutationsentres modèles sont régies par un proessus markovien.L'IMM onsiste à séletionner un ensemble de modèles andidats (MCs) et àutiliser un ban de �ltres élémentaires dont haque �ltre est adapté à un modèlepartiulier. L'évaluation des résidus des �ltres permet de déteter le modèle atif etde aluler une estimation de l'état du système. La méthode IMM est basée sur lesdeux hypothèses suivantes :1. On travaille toujours dans un monde fermé ave un nombre �ni de MCs ;2. Les probabilités de ommutations entre les di�érents MCs sont onnues,onstantes et représentées par une haîne de Markov.Une haîne de Markov est un proessus stohastique dans lequel la prédition d'unévénement futur à partir de l'événement présent ne néessite pas la onnaissane dupassé. Une haîne de Markov à espae d'états disret est une séquene x1,x2, · · · devariables aléatoires pouvant prendre un nombre �ni d'états S = {A1, A2, . . . , An}. Ladistribution de probabilité de xk+1 onditionnellement aux états passés est donnéepar P (xk+1 = A/x1, · · · ,xk) = P (xk+1 = A/xk) pour tout A ∈ S. Dans une haînede Markov le passage d'un état Ai à l'instant k à un état Aj à l'instant k+1 se réaliseave une probabilité πij ∈ [0, 1] onnue. Les di�érentes πij véri�ent ∑
j πij = 1 etforme une matrie appelée matrie de transition de terme général

πij = P (xk+1 = Aj/xk = Ai).La Figure 4.2, inspirée de [42℄, présente un exemple de système à ommutationmarkovienne ave trois modèles possibles (M1,M2,M3). Dans ette �gure, laommutation entre les modèles est régie par des probabilités {πij}3i,j=1.Considérons un système multi-modèles à ommutation markovienne dont leomportement physique peut être dérit par r MCs di�érents. L'ensemble de esmodèles est noté par S = {M1,M2, · · · ,M r}. Les probabilités de ommutationentre les MCs M i et M j sont : πij = p(Mk = M j/Mk−1 = M i), où Mk est le vrai



Chapitre 4. Approhe rédibiliste de l'estimation d'état d'un système multi-modèles 97modèle durant l'intervalle de temps (k − 1, k]. Les di�érentes probabilités πijpeuvent être représentées par une matrie de transition Π donnée par :
Π =




π11 π12 · · · π1r...
πi1 πi2 · · · πir...
πr1 πr2 · · · πrr


La ommutation entre les MCs peut se faire à n'importe quel instant dans (k−1, k].Dans la modélisation de l'IMM, ette ommutation se fait juste après la dernièremise à jour d'une mesure, 'est-à-dire à l'instant noté (k− 1)+ [7℄. L'inertitude surles modèles d'évolution est dérite par les probabilités d'ativation des MCs notées

µk−1 = (µ1
k−1, · · · , µr

k−1)
T . Le système dynamique, pour un MC M j , est représentéentre (k − 1, k] par les équations suivantes :

xk = f j(xk−1,u
j
k−1,v

j
k−1) (4.1)

zk = gj(xk,w
j
k), (4.2)où :� xk et zk représentent l'état et la mesure à l'instant k ;� f j et gj sont les modèles d'évolution et d'observation assoiés à M j ;� u

j
k est le veteur d'entrée assoié à M j ;� v
j
k−1 et w

j
k sont les bruits de modèle et de mesure assoiés à M j , supposésgaussiens, mutuellement indépendants, de moyenne nulle et de matries deovariane respetives Qj

k−1 et Rj
k.La struture générale de l'IMM est illustrée sur la Figure 4.3. Les états estimés etles matries de ovariane assoiés aux di�érents MCs à l'instant k − 1 sontreprésentés par {x̂i

k−1/k−1, P̂
i
k−1/k−1}ri=1. Dans la phase de oopération, lesdi�érents MCs ommuniquent a�n de aluler les nouvelles entrées des �ltresélémentaires {xi

k−1/k−1, P
i

k−1/k−1}ri=1, sur la base des probabilités d'ativation µk−1et de la matrie de transition Π. Les di�érents �ltres sont ensuite appliqués enutilisant la mesure zk, a�n de aluler les états et les matries de ovariane
{x̂i

k/k, P̂
i
k/k}ri=1 orrespondant aux MCs. Les probabilités µk−1 d'ativation des MCssont mises à jour à partir de Π et des vraisemblanes des MCs {Λi

k}ri=1, pourformer de nouvelles probabilités d'ativation à l'instant k, notées µk. En utilisant
µk et {x̂i

k/k, P̂
i
k/k}ri=1, des estimations �nales de l'état du système x̂k/k et de lamatrie de ovariane assoiée P̂k/k peuvent être alulées. Dans la suite, nousprésentons plus en détail les di�érentes étapes de l'IMM.4.2.2.1 InitialisationÀ l'instant k = 0, l'état assoié à haque MC M j est supposé gaussien, demoyenne x

j
0 et de ovariane P j

0 . Ces valeurs a priori, ainsi que les probabilitésd'ativation {µj
0}rj=1, sont supposées onnues. Les probabilités de ommutations sontdé�nies par la matrie de transition Π, supposée invariante dans le temps.
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Chapitre 4. Approhe rédibiliste de l'estimation d'état d'un système multi-modèles 994.2.2.2 Phase de oopérationOn herhe dans ette phase à aluler les moments du premier et du seondeordre de la densité de probabilité de xk onditionnellement aux di�érents MCs etaux veteurs des mesures umulées Zk = {z1, · · · , zk}. Pour le modèle M j , ettedensité de probabilité est donnée par :
P (xk/Mk = M j , zk, Zk−1) =

p(zk/Mk = M j ,xk)

p(zk/Mk = M j , Zk−1)
P (xk/Mk = M j , Zk−1),oùMk est le vrai modèle du système à l'instant k. Le dernier terme de ette équationreprésente ette même densité à l'instant k − 1. En le développant, on obtient :

P (xk/Mk = M j , Zk−1) =
r∑

i=1

P (xk/Mk = M j ,Mk−1 = M i, Zk−1)

P (Mk−1 = M i/Mk = M j , Zk−1). (4.3)Ce développement permet d'introduire la notion d'historique en prenant enonsidération le modèle atif à l'instant k − 1. En e�etuant l'approximationonsistant à supposer que les informations disponibles à l'instant k − 1 peuventêtre résumées par l'état estimé x̂i
k−1/k−1 et la matrie de ovariane assoiée

P̂ i
k−1/k−1, on obtient :

P (xk/Mk = M j , Zk−1) ≈
r∑

i=1

P (xk/Mk = M j , x̂i
k−1/k−1, P̂

i
k−1/k−1)µ

i/j
k−1,où µi/j

k−1 est la probabilité que le modèleM i était ativé à l'instant k−1 sahant quele modèle M j est ativé à l'instant k, onnaissant Zk−1. La densité de probabilité
P (xk/Mk = M j , Zk−1) peut être représentée par un mélange de gaussiennes :
P (xk/Mk = M j , Zk−1) =

r∑

i=1

N [xk;E[xk/Mk = M j , x̂i
k−1/k−1], P̂

i
k−1/k−1]µ

i/j
k−1

≈ N [xk;
r∑

i=1

E[xk/Mk = M j , x̂i
k−1/k−1]µ

i/j
k−1, P

i

k−1/k−1]

= N [xk;E[xk/Mk = M j ,

r∑

i=1

x̂i
k−1/k−1]µ

i/j
k−1, P

i

k−1/k−1],et les nouvelles entrées du �ltres élémentaires assoiées à M j sont données par :
x

j
k−1/k−1 =

r∑

i=1

µ
i/j
k−1x̂

i
k−1/k−1, (4.4)

P
j

k−1/k−1 =

r∑

i=1

µ
i/j
k−1[P̂

i
k−1/k−1 +(x̂i

k−1/k−1−x
j
k−1/k−1)(x̂

i
k−1/k−1−x

j
k−1/k−1)

T ], (4.5)ave :
µ

i/j
k−1 = Pr{Mk−1 = M i/Mk = M j , Zk−1} =

πij · µi
k−1

cj
, (4.6)où cj =

∑r
i=1 πijµ

i
k−1. Les {µi/j

k−1}ri,j=1 sont appelées probabilités de mélange.



1004.2.2.3 FiltrageDans ette étape, on utilise le veteur de mesure zk ainsi qu'un algorithme de�ltrage approprié pour aluler plusieurs estimations de l'état assoiées aux di�érentsMCs. Aussi, pour haque MC M j , on alule la vraisemblane assoiée :
Λj

k = P (zk/Mk = M j , Zk−1)

=
1√

2πdet(Ij
k)

exp{−1

2
[νj

k]
T [Ij

k ]
−1[νj

k]} (4.7)où νj
k est l'innovation du �ltre M j à l'instant k et Ij

k la matrie de ovarianeassoiée. Ces vraisemblanes sont utilisées dans la partie suivante pour la mise àjour des probabilités d'ativation des MCs.4.2.2.4 Estimation �naleL'estimateur IMM fournit à haque instant k une estimation � �nale � dusystème x̂k/k en utilisant les estimations issues des �ltres élémentaires assoiés auxMCs. On alule à haque instant k les moments du premier et du deuxième ordresassoiés à la densité de probabilité P (xk/Zk).En appliquant le théorème des probabilités totales, ette densité peut être éritesous la forme :
P (xk/Zk) =

r∑

j=1

P (xk/Mk = M j , Zk)P (Mk = M j/Zk)

=
r∑

j=1

P (xk/Mk = M j , Zk)µ
j
k.On en déduit :

x̂k/k =
r∑

j=1

x̂
j
k/kµ

j
k, (4.8)et

P̂k/k =

r∑

j=1

µj
k{P̂ j

k/k + [x̂j
k/k − x̂k/k][x̂

j
k/k − x̂k/k]

T}, (4.9)où µj
k est la probabilité d'ativation du M j à l'instant k, donnée par :
µj

k = P (Mk = M j/Zk)

=
1

c
P (zk/Mk = M j , Zk−1)P (Mk = M j/Zk−1)

=
1

c
Λj

k

r∑

i=1

P (Mk = M j/Mk−1 = M i, Zk−1)P (Mk−1 = M i/Zk−1)

=
1

c
Λj

k

r∑

i=1

πijµ
i
k−1,
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c =

r∑

j=1

Λj
k

r∑

i=1

πijµ
i
k−1.L'estimation �nale donnée par les équations (4.8) et (4.9) est la sortie de l'IMM.Cette sortie ne sert qu'à dérire l'état du système à un instant k et ne sera pasréutilisée pendant le yle suivant.4.3 Approhe rédibiliste pour le �ltrage d'unsystème multi-modèles4.3.1 IntrodutionLa méthode présentée dans ette setion s'insrit dans le adre de la générationCMM des méthodes multi-modèles. Elle résout le problème de l'estimation d'étatd'un système multi-modèles en utilisant un ensemble Sk de MCs et un ban de�ltres élémentaires dont haun est adapté à un MC. Elle a beauoup deressemblane au niveau struturel ave l'IMM et elle est basée sur les mêmeshypothèses (monde fermé, ommutations Markovienne, et.). La di�éreneprinipale réside dans l'utilisation de la TFC pour la modélisation desommutations entre les di�érents MCs et pour la ombinaison des di�érentesestimations. D'autre part, ette méthode n'est pas liée à l'utilisation de �ltresélémentaires de type Bayésien pour le alul de x̂k/k et P̂k/k. Cette méthode estfailement utilisable ave une méthode d'estimation à erreurs bornées, danslaquelle la vraisemblane devient géométrique [38, 47, 59℄.Considérons de nouveau le système dérit par les équations (4.1) et (4.2), supposérégi par r modèles d'évolution di�érents parmi l'ensemble Sk = {M1

k ,M
2
k , · · · ,M r

k},où M i
k est le modèle i à l'instant k. Comme dans la setion préédente, on désignepar Mk le vrai modèle du système à l'instant k (modèle atif durant la période

(k− 1, k]). La royane sur Sk est représentée par une fontion de masse notée mSk .Cette méthode suppose la onnaissane :� de la royane sur le modèle du système à l'instant k − 1 ;� des FMs représentant les ommutations des MCs entre k − 1 et k ;� des estimations de l'état du système assoiées aux di�érents MCs à l'instant
k − 1 ;� des veteurs d'entrée et de mesure aux instants k − 1 et k.Dans la adre de la TFC, les ommutations entre les MCs peuvent être représentéespar des règles d'impliation de la forme :

Ri : Si Mk−1 = M i
k−1 alors Mk = M i

k ave un oe�ient de royane βi ∈ [0, 1],où Ri est la règle d'impliation assoiée à M i
k−1. Cette règle peut être traduite parune FM onditionnelle onformément aux équations (1.24) et (1.25) du hapitre 3 :

{
mSk [{M i

k−1}]({M i
k}) = βi,

mSk [{M i
k−1}](Sk) = 1− βi,
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k , sahant que Mk = M i

k.La Figure 4.4 illustre la struture générale de la méthode BIMM(Belief Interating Multiple Model). Les états estimés et les matries deovariane assoiées aux di�érents MCs sont représentés, à l'instant k − 1, par
{x̂i

k−1/k−1, P̂
i
k−1/k−1}ri=1. Dans la phase de oopération, les di�érents MCsommuniquent a�n de aluler les nouvelles entrées des �ltres élémentaires

{xi
k−1/k−1, P

i

k−1/k−1}ri=1 sur la base des FMs onditionnelles {mSk [M i
k−1]}ri=1. CesFMs onditionnelles sont utilisées ave la FM a priori mSk−1 pour aluler une FMprédite sur Sk, notée mSk

1 . Les di�érents �ltres sont ensuite appliqués, en se servantde la mesure zk, a�n de aluler les états et les matries de ovarianes
{x̂i

k/k, P̂
i
k/k}ri=1 orrespondants aux MCs. En utilisant les vraisemblanes fourniespar les �ltres élémentaires, une FM sur Sk, notée mSk

2 , peut être alulée. La FM�nale mSk sur Sk est obtenue en ombinant onjontivement mSk

1 et mSk

2 . En�n,l'utilisation de mSk et {x̂i
k/k, P̂

i
k/k}ri=1 permet le alul des estimations �nales
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(x̂k/k, P̂k/k) de l'état du système et de la matrie de ovariane. Dans la suite deette setion, nous dérivons la onstrution de la fontion de masse mSk ,néessaire à la présentation des di�érentes étapes de la BIMM.4.3.2 Constrution des fontions de masse4.3.2.1 Prédition de royaneLa ommutation entre les MCs de Sk−1 vers Sk peut être vue omme un réseauévidentiel élémentaire, illustré sur la Figure 4.5. Les relations entre les di�érentséléments de e réseau sont les FMs onditionnelles représentant les ommutationsentre les MCs. En utilisant es FMs ainsi que mSk−1 , mSk

1 peut être alulée de lasuivante :
mSk

1 =

r∑

i=1

mSk [M i
k−1]m

Sk−1({M i
k−1}), (4.10)oùmSk

1 (A) représente la part de onnaissane allouée à l'hypothèse que le vrai modèledu système appartient à A. Cette relation peut être érite sous la forme suivante [94℄ :
mSk

1 = Mt ·mSk−1 , (4.11)où Mt est une matrie de transition alulée à partir des FMs onditionnelles
{mSk [M i

k−1]}ri=1. Nous présentons i-après un exemple de alul d'une telle fontionde masse.Exemple 14. Considérons un système dynamique ave deux MCs appartenant à
Sk−1 = {M1

k−1,M
2
k−1}. Soit mSk−1 la FM représentant la royane a priori sur lemodèle d'évolution du système à l'instant k − 1.






mSk−1(∅) = 0,

mSk−1({M1
k−1}) = 0.45,

mSk−1({M2
k−1}) = 0.2,

mSk−1({M1
k−1,M

2
k−1}) = 0.35.Supposons que notre royane sur les ommutations entre les MCs puisse être déritepar les deux règles d'impliation suivantes :� R1 : Si Mk−1 = M1

k−1 alors Mk = M1
k ave β1 = 0.9,� R2 : Si Mk−1 = M2

k−1 alors Mk = M2
k ave β2 = 0.89.Les FMs onditionnelles assoiées sont :� mSk [M1

k−1]({M1
k}) = 0.9 et mSk [M1

k−1](Sk) = 0.1,



104� mSk [M2
k−1]({M2

k}) = 0.89 et mSk [M2
k−1](Sk) = 0.11.La matrie de transition orrespondant à es FMs onditionnelles est :

Mt =




1 0 0 0
0 0.9 0 0.1
0 0 0.89 0.11
0 0 0 1


En utilisant mSk−1 et la matrie Mt, mSk

1 peut être alulée par l'équation (4.11).On obtient la FM mSk suivante :




mSk(∅) = 0,

mSk({M1
k}) = 0.44,

mSk({M2
k}) = 0.21,

mSk({M1
k ,M

2
k}) = 0.35.4.3.2.2 Mise à jour des royaneDans ette setion, les vraisemblanes assoiées aux di�érents MCs sont utiliséespour réer une FM mSk

2 sur Sk.Soit Λi
k la vraisemblane du MC M i

k. En utilisant Λi
k, nous pouvons réer uneFM mi

l sur Sk dé�nie par [3℄ :




mi
l({M i

k}) = 0

mi
l({M i

k}) = αi(1−RΛi
k)

mi
l(Sk) = 1− αi(1− RΛi

k),

(4.12)où {M i
k} est le omplémentaire de {M i

k} dans Sk, αi est un oe�ientd'a�aiblissement assoié à M i
k et R est un oe�ient de normalisation. Enombinant les di�érentes FMs {mi

l}ri=1 par la règle de ombinaison onjontive, onobtient :
mSk

2 = ∩©im
i
l. (4.13)En ombinant mSk

1 et mSk

2 , mSk peut être �nalement alulée via la relation :
mSk = mSk

1 ∩©mSk

2 . (4.14)4.3.3 Prinipales étapes de la méthode BIMM4.3.3.1 InitialisationÀ l'instant k = 0, les états assoiés aux di�érents MCs de S0 sont supposésgaussiens, de moyennes {x0}ri=1 et de ovarianes {P0}ri=1. Ces valeurs a priori sontsupposées onnues. En l'absene d'information a priori sur le modèle d'évolution dusystème, l'inertitude sur e modèle est représentée par une FM vide sur S0 dé�niepar mS0(S0) = 1. Les ommutations entre MCs sont supposées réalisées selon rrègles d'impliation, représentées dans la adre de la TFC par r FMs onditionnelles
{mSk [M i

k−1]}ri=1 et modélisées par une matrie de transition notée Mt. Ces FMsonditionnelles sont supposées onnues et invariantes dans le temps.
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k−1/k−1}ri=1 et les matries de ovarianes assoiées

{P̂i
k−1/k−1}ri=1 orrespondant aux di�érents MCs doivent être ombinés ave les FMsonditionnelles {mSk [{M i

k−1}]}ri=1 représentant les ommutations entre les MCs,pour aluler les nouvelles entrées des �ltres élémentaires. Cei est réalisé ommesuit.Supposons que l'on désire aluler la nouvelle entrée du modèle M i
k en utilisantles états assoiés aux MCs à l'instant k − 1. La FM onditionnelle mSk−1 [{M i

k}] sur
Sk−1 peut être alulée en utilisant le GBT et {mSk [{M i

k−1}]}ri=1 via la relation :
mSk−1 [{M i

k}] = ( ∩©mSk [A]⇑Sk×Sk−1)[{M i
k}]↓Sk−1 , (4.15)où A est un élément foal de Sk−1. En utilisant la probabilité pignistique Betpiassoiée à mSk−1 [{M i

k}], les nouvelles entrées du �ltre élémentaire assoié à M i
kseront données par :

xi
k−1/k−1 =

r∑

j

Betpi({M j
k−1}) · x̂j

k−1/k−1, (4.16)
P

i

k−1/k−1 =

r∑

j

Betpi({M j
k−1}) · (P̂j

k−1/k−1 + C), (4.17)ave C = [x̂j
k−1/k−1 − xi

k−1/k−1][x̂
j
k−1/k−1 − xi

k−1/k−1]
T .Dans ette phase de oopération, la FM prédite mSk

1 est alulée en utilisantMtet mSk−1 via l'équation (4.11).4.3.3.3 PropagationDans ette étape on utilise le veteur de mesure zk ainsi que les �ltresélémentaires pour aluler les états estimés et les matries de ovarianes assoiésaux di�érents MCs. Une vraisemblane doit également être alulée pour mettre àjour la fontion de masse. Ainsi, pour haque modèle M j , la vraisemblane peutêtre alulée omme dans le as de l'IMM de la manière suivante :
Λi

k =
1√

2πdet(I i
k)

exp{−1

2
[νi

k]
T [I i

k]
−1[νi

k]} (4.18)où νi
k = zk− gi(x̂i

k/k,w
i
k) est l'innovation et I i

k est la matrie de ovariane assoiée.Ces valeurs de vraisemblane vont permettre le alul de la FMmSk

2 par les équations(4.12) et (4.13).En ombinant onjontivement mSk

1 et mSk

2 , une FM �nale sur Sk est obtenuepar l'équation (4.14).



1064.3.3.4 Estimation �naleUne estimation �nale de l'état du système à l'instant k peut �nalement êtrealulée en se basant sur mSk et sur les sorties des �ltres élémentaires assoiés auxMCs. Cette estimation est obtenue en alulant l'espérane de l'état et la matriede ovariane assoiée selon la probabilité pignistique Betp assoiée à mSk :
x̂k/k =

r∑

j

Betp({M j
k}) · x̂j

k/k, (4.19)
P̂k/k =

r∑

j

Betp({M j
k}) · (P̂j

k/k + C′), (4.20)où C′ = [x̂j
k/k−x̂k/k][x̂

j
k/k−x̂k/k]

T . L'estimation �nale donnée par les équations (4.19)et (4.20) est la sortie de la méthode BIMM, résumée dans l'Algorithme 5.Algorithme 5 Algorithme de la méthode BIMM.1: % Initialisation %2: k ← 03: Séletionner l'ensemble Sk ← {M1
k , · · · ,M r

k}, formé de r MCs4: mSk ← FM vide5: Construire {mSk+1[{M i
k}]}ri=1, représentant l'information a priori sur laommutation entre MCs6: Pour k = 0 à ndata7: % Étape de oopération %8: m

Sk+1

1 ←Mt ·mSk9: mSk [{M i
k+1}]← ( ∩©mSk+1[wi

k]
⇑Sk×Sk+1)[{M i

k+1}]↓Sk10: Mise à jour de l'état et de la matrie de ovariane assoiée en utilisant leséquations (4.16) et (4.17)11: % Étape de propagation %12: Caluler les états {x̂i
k+1/k+1}ri=1 et les matries de ovariane assoiées

{P̂i
k+1/k+1}ri=1 en utilisant le veteur de mesure et les modèles d'évolutionsdes di�érents MCs13: Λi

k+1 ← 1√
2πIi

k+1

exp{−1
2
[νi

k+1]
T [I i

k+1]
−1[νi

k+1]}14: Caluler mSk+1

2 à partir des vraisemblanes en utilisant les équations (4.12) et(4.13)15: mSk+1 ← m
Sk+1

1 ∩©mSk+1

216: % Estimation �nale %17: Caluler l'état �nal et la matrie de ovariane assoiée en utilisant leséquations (4.19) and (4.20)18: k = k + 119: Fin Pour



Chapitre 4. Approhe rédibiliste de l'estimation d'état d'un système multi-modèles 1074.4 Appliation4.4.1 Desription du problèmeDans ette setion, nous présentons les résultats obtenus par la méthode BIMMsur le problème de loalisation routière qui est le �l onduteur de ette thèse.Rappelons que le omportement du véhiule est modélisé par le veteur d'état
(xk, yk, θk)

T , où (xk, yk) représentent les oordonnées artésiennes du véhiule et
θk est le ap du véhiule (f. hapitre 2). Dans ette appliation nous supposons quele véhiule peut se déplaer suivant deux modèles di�érents :� M1 : modèle linéaire aratérisé par le modèle d'évolution suivant :





xk+1 = xk + δS,k cos(θk)
yk+1 = yk + δS,k sin(θk)
θk+1 = θk,

(4.21)� M2 : modèle tournant aratérisé par le modèle d'évolution suivant :




xk+1 = xk + δS,k cos(θk +
δθ,k

2
)

yk+1 = yk + δS,k sin(θk +
δθ,k

2
)

θk+1 = θk + δθ,k,

(4.22)Le modèle d'observation du système est donné par :
{
xGPS,k+1 = xk+1,
yGPS,k+1 = yk+1,

(4.23)où δS,k et δθ,k sont le déplaement et la rotation élémentaires du véhiule, fourniesave une grande préision par un gyromètre optique et un apteur ABS, et (xGPS,k+1,
yGPS,k+1) représentent les oordonées artésiennes assoiées à la position observéedu véhiule.Les résultats présentés dans ette setion ont été obtenus par simulationréalisée sous Matlab (Simulink toolbox) ave une période d'éhantillonnage de
T = 1 seonde. Dans ette simulation, nous supposons que les bruits assoiés auxmesures GPS et aux entrées odométrique et gyrométrique sont aratérisés par deséart-types σx = 7 m, σy = 9 m, σs = 1/4 m et σθ = 0.002 degré. La trajetoire duvéhiule est illustrée sur la Figure 4.6. Elle a une durée de 1100 se. Commemontre ette �gure, durant e trajet, le véhiule hange plusieurs fois de mode dedéplaement, selon la séquene suivante :� modèle M1 pendant les intervalles de temps [0, 150], [251, 350], [451, 650],

[721, 850] et [876, 1100] ;� modèle M2 pendant [151, 250], [351, 450], [651, 720] et [851, 900].Les ommutations entre MCs sont représentées par les règles d'impliation suivantes :� R1 : Si M1 alors M1 ave β1 = 0.99,� R2 : Si M2 alors M2 ave β2 = 0.98.Dans ette appliation, les valeurs de β1 et β2 ont été déterminées à partir de lapériode d'éhantillonnage et le temps de séjour moyenne du véhiule dans haquemodèle, en utilisant la formule suivante [14℄ :
βi = 1− T/τi,
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Figure 4.6 � Trajetoire du véhiule. Le temps de départ est t0 = 0.où τi est le temps de séjour moyen assoié au modèle M i.Nous supposons également qu'on n'a initialement auune information a priori surle véhiule : la royane sur le omportement du système à l'instant k = 0 est donreprésentée par une FM vide sur Sk donnée par mS0(S0) = 1. Notons que la méthodede FKE est utilisée omme �ltre élémentaire tout le long de ette simulation.4.4.2 RésultatsLa Figure (4.7) présente l'évolution de la FM mSk sur Sk = {M1,M2} pendanttout le trajet. Cette �gure montre que la méthode BIMM détete bien laommutation entre les MCs du système, onformément aux di�érents modèlesd'évolutions dérits dans la setion 4.4.1.Sur la Figure 4.8, les positions du véhiule estimées par la méthode BIMM sontreprésentées. On peut remarquer que la méthode BIMM suit le �ltre élémentaireassoié à M1 jusqu'à l'instant k = 350 environ. Autour de l'instant k = 350 laméthode BIMM suit les positions données par le �ltre assoié àM2. Cei est en e�etonforme aux hangements de modèle, omme indiqué sur la Figure 4.6.Supposons maintenant que l'ensemble des MCs disponibles ne soit pas exhaustifet ne ontienne que deux modèles M1 et M3. M1 est tel que dé�ni préédemment,tandis que M3 représente le omportement immobile du véhiule, aratérisé par leséquations suivantes : 



xk+1 = xk,
yk+1 = yk,
θk+1 = θk.

(4.24)
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112La Figure 4.9 représente la FM sur Sk = {M1,M3}. Comme on peut le voir,durant les périodes [151, 250], [351, 450], [651, 720] et [851, 900], la masse la plusimportante est a�etée à l'ensemble vide, ette masse étant prohe de 1. Cei peuts'expliquer par le fait que le véhiule se déplae suivant le modèle tournant M2qui n'appartient pas à Sk. Ainsi, nous pouvons onlure que la méthode BIMMparvient à déteter le fait que le système évolue suivant un modèle qui n'appartientpas à l'ensemble des MCs. Cei n'est pas le as dans les approhes probabilistes etonstitue un avantage de la méthode proposée.Nous avons e�etué une omparaison entre les résultats de la méthode BIMMave eux de la méthode FKE, appliquée aux deux MCs M1 et M2. La Figure 4.10représente les distanes entre les valeurs estimées et exates pour la méthode BIMMet les méthodes FKE ave les modèles M1 et M2, pour les huit intervalles detemps aratérisant les ommutations. Comme le montre ette �gure, la distaneobtenue par la méthode BIMM est toujours plus prohe de elle orrespondant à laméthode FKE assoiée au modèle du déplaement du véhiule. Ainsi, la méthodeBIMM fournit une estimation plus �able de la position du véhiule, en ombinantles estimations assoiées aux �ltres élémentaires de deux modèles.De même, les résultats de la méthode BIMM ont été omparés à eux de laméthode IMM. Cette dernière méthode est ii appliquée aux mêmes MCs assoiésaux mêmes �ltres élémentaires que la méthode BIMM. La ommutation entre MCsest aratérisée par la matrie de transition suivante :
Π =

(
π11 π12

π21 π22

)
=

(
0.99 0.01
0.1 0.9

)
,invariante au ours du temps. À l'instant k = 0, l'inertitude sur le modèled'évolution du véhiule est modélisée dans l'IMM par une distribution deprobabilité uniforme sur l'ensemble des MCs : µ0 = (µ1

0, µ
2
0)

T = (0.5, 0.5)T , où µi
kest le probabilité que M i soit le vrai modèle à l'instant k.La Figure 4.11 représente les probabilités {µi

k}2i=1 alulées par la méthode IMM.Comme le montre ette �gure, la méthode IMM, omme la méthode BIMM, estapable de déteter le vrai modèle de déplaement du véhiule.Cependant, la Figure 4.12 représente les distanes entre les positions exates etalulées par les méthodes BIMM et IMM. Comme on le voit, la distaneorrespondant à la méthodes de la BIMM est plus petite. La performane de laBIMM est supérieur à elle de l'IMM.Tableau 4.1 � Moyennes quadratiques (MQ) pour le GPS, la méthode FKE ave les modèles
M1 et M2, la méthode IMM et la méthode BIMM.GPS EKF M1 EKF M2 IMM BIMM

MQ suivant x(m) 0.1136 0.0686 0.0560 0.0525 0.0461
MQ suivant y(m) 0.1096 0.1096 0.0818 0.0801 0.0712Ces résultats sont on�rmés par le tableau 4.1 qui résume les moyennesquadratiques pour les méthodes BIMM, FKE ave les modèles M1 et M2, et IMM.Ce tableau on�rme les bonnes performanes de l'approhe rédibiliste proposée.
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Figure 4.11 � Veteur de probabilités π = (π1, π2)T estimés par la méthode IMM.4.5 ConlusionDans e hapitre, une nouvelle méthode pour l'estimation d'état d'un systèmedynamique multi-modèles à ommutations fréquentes a été présentée. Cette méthodeutilise la TFC et des méthodes existantes d'estimation d'état pour représenterl'inertitude sur les modèles et aluler une estimation préise de l'état du système.Cei est réalisé en hoisissant un ensemble de modèles andidats (MCs) et en utilisantun ban de �ltres élémentaires, haque �ltre étant adapté à un MC. Comme le modèled'évolution du système peut hanger, une étape de oopération entre les MCs este�etuée dans le adre de la TFC. En�n, les probabilités pignistiques des MCs sontutilisées pour aluler une estimation de l'état �nal du système. La méthode proposéepeut déteter le fait que le vrai modèle n'est pas inlus dans l'ensemble de MCs. Deplus, l'implémentation de ette méthode est très simple et �exible, dans le sens où ilest possible d'ajouter failement une autre soure d'information sur la ommutationentre les MCs ou sur l'ensemble de MCs.Dans le hapitre suivant, nous aborderons le problème de la loalisation routièreouplée à la artographie. Nous présenterons une nouvelle méthode de map mathingbasée sur une représentation garantie des routes et sur un algorithme multiritèrede séletion de routes basé sur la TFC.
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Chapitre 5Algorithmes de Map Mathing pourla loalisation
5.1 IntrodutionEn supplément des mesures GPS et des mesures issues des apteursproprioeptifs, nous onsidérons dans e hapitre une base de donnéesartographique similaire à elle introduite dans la setion 2.3.1 du hapitre 2.Cette base de données fournit des informations sur l'environnement du véhiule etpermet de déterminer sur la arte la route sur laquelle le véhiule se déplae enutilisant une méthode de map mathing (MM) [19, 35, 45, 91, 97℄. Naturellement,ette nouvelle information doit permettre d'améliorer la préision de l'estimation.La méthode de MM proposée dans e hapitre prend en ompte les erreurs dela arte routière utilisée ainsi que les largeurs des routes d'une façon garantie. Ellepermet ainsi de remédier à ertaines di�ultés renontrées lors de la mise en ÷uvredes algorithmes de map mathing, omme ela a été mentionné dans le hapitre 2.Formellement, la méthode ombine la sortie de la méthode d'estimation d'état EEB,présentée dans le hapitre 1, ave une représentation retangulaire des routes et traiteles as multi-hypothèses en utilisant la théorie des fontions de royane [68, 73℄.La représentation retangulaire des routes est onstruite sur la base des erreursgéométriques assoiées, et des informations a priori sur leurs largeurs. Elle permetde ombiner d'une façon pratique les informations artographiques disponibles aveles pavés résultants de l'AEB. Par ailleurs, l'utilisation de la TFC dans la méthodeproposée permet de traiter failement les as multi-hypothèses se manifestant dansdes situations telles que des intersetions et des routes parallèles. La TFC permetaussi de déteter l'absene de données artographiques, qui onstitue un problèmeonnu lors de l'utilisation des artes numériques. En e�et, la notion du monde ouvertutilisée dans le adre de la TFC permet de prendre en ompte la non-exhaustivitédu référentiel lors de la dé�nition d'une soure d'information [92℄. Dans le as d'unproblème de MM, la notion du monde ouvert peut ainsi modéliser des situationsdans lesquelles le véhiule est en arrêt sur un parking ou se déplae sur une routenon répertoriée dans la base de données routières [68, 73℄.Ce hapitre est divisé en deux parties prinipales. Dans la première partie nousexposons le prinipe et la démarhe de la méthode de MM basée sur l'AEB quenous proposons et nous présentons des résultats obtenus par ette méthode [68,73℄.Dans la seonde partie nous proposons une amélioration de la méthode préédenteen utilisant l'algorithme BSE du hapitre 3 à la plae de l'algorithme EEB [69℄.115
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Figure 5.1 � Struture de la méthode rédibiliste de MM.5.2 Approhe rédibiliste pour le MMDans ette partie, nous allons développer une méthode de MM en prenant enompte les éléments suivants :� la nature de l'estimation d'état disponible et la on�ane assoiée à partir dusystème de navigation ;� la similarité entre la position du véhiule et les routes ;� les informations historiques relatives au véhiule (route à l'instant préédent,position, ap et vitesse ou déplaement élémentaire du véhiule, et.) ;� la topologie de la arte et les largeurs des routes, ainsi que les erreurs assoiées.Les méthodes développées dans les hapitres préédents fournissent uneestimation de type ensembliste. La méthode de MM que nous allons présenter dansette partie est partiulièrement adaptée à e type d'estimation.La Figure 5.1 présente les di�érentes étapes de la méthode, appelée BMM pour� Belief Map Mathing � en anglais. Comme le montre ette �gure, les donnéesGPS et elles de apteurs proprioeptifs sont d'abord intégrées en utilisant uneméthode de fusion de données à erreurs bornées. Le résultat est ensuite ombinéave la représentation retangulaire des routes a�n de séletionner un ensemble deroutes andidates (RCs). Les RCs sont utilisées ultérieurement omme de nouvellesobservations a�n d'a�ner les résultats de la phase initiale d'estimation à erreursbornées, et de aluler une estimation de la position du véhiule sur haque RC.La route suivie par le véhiule est hoisie en utilisant un algorithme de séletion
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Figure 5.2 � Constrution de la route retangulaire assoiée à une route linéaire (A1, A2).multi-ritères basé sur la TFC. L'estimation �nale de la position du véhiule estdéterminée en fontion de la route séletionnée.Notons que la méthode BMM gère des hypothèses multiples, bien qu'une RCsoit hoisie à haque instant. Les autres routes sont en e�et onservées pour êtreutilisées ultérieurement si néessaire. Dans la setion suivante, nous introduisons lareprésentation retangulaire des routes, néessaire au développement de la méthodeBMM.5.2.1 Constrution retangulaire des routesComme ela a été rappelé dans le hapitre 2, les artes routières numériquessont lassiquement basées sur une représentation linéaire des routes onsistant enun ensemble de segments linéaires. Cette représentation ne prend don pas enompte les largeurs des routes ni les erreurs de la arte. A�n de disposer d'unereprésentation plus pertinente, une on�guration retangulaire des routes s'avèrepar onséquent néessaire. Dans ette représentation, les retangles sont onstruitsautour des segments représentant les lignes entrales des routes en tenant omptedes erreurs géométriques de la arte ainsi que des largeurs des routes.Les erreurs géométriques onsidérées dans le adre de e travail de thèse sontelles de position et de forme utilisées dans [80℄ pour aratériser l'intégrité del'estimation. L'erreur de position représente l'éart entre un n÷ud de la arte et lepoint réel assoié (le point sur le terrain), alors que l'erreur de forme désigne l'éartentre l'orientation des segments représentant la route et leur véritable orientation [75,80℄.Le shéma orrespondant est illustré sur la Figure 5.2 représentant une route r =
(A1, A2). En onsidérant l'erreur de position, les n÷uds A1 et A2 de r sont onsidérésomme appartenant à des erles de rayon l déterminé à partir de l'éhelle de laarte [80℄. En utilisant es erles, on peut onstruire un retangle R représentantl'impréision sur r induite par l'erreur de position. Ce retangle prend également enompte l'impréision apportée par l'erreur de forme omme le montre la Figure 5.2.En e�et, la valeur de l'erreur de forme ∆β ne peut exéder la valeur engendrée parl'erreur de position de A1 et A2. Finalement, la représentation retangulaire [r] de r



118
PSfrag replaements

A1

A2
A3

r1

N÷udN÷ud Point de forme
Figure 5.3 � Représentation retangulaire assoiée à une route r1 = (A1, A2, A3).peut être obtenue en onsidérant la largeur ω de r. La Figure 5.3 montre un exemplede représentation retangulaire pour une route r1 formée de deux n÷uds A1 et A3,et d'un point de forme A2.5.2.2 Modèle d'état du véhiuleNous utilisons le modèle dynamique introduit dans le hapitre 2, donné par :






xk+1 = xk + δS,k cos(θk +
δθ,k

2
)

yk+1 = yk + δS,k sin(θk +
δθ,k

2
)

θk+1 = θk + δθ,k.

(5.1)Rappelons que le veteur d'état est : xk = (xk, yk, θk)
T , où (xk, yk) sont lesoordonnées artésiennes du véhiule et θk est le ap du véhiule. δS,k et δθ,k sont ledéplaement et la rotation élémentaires du véhiule à l'instant k. Le modèled'observation est donné par :

{
xGPS,k+1 = xk+1

yGPS,k+1 = yk+1,
(5.2)où zk = (xk,GPS, yk,GPS) est la position fournie par le réepteur GPS à l'instant k,après onversion de la longitude et la latitude dans le repère artésien. Les éart-types assoiés aux mesures GPS sont obtenus grâe à la trame GST NMEA1.Les pavés sont onstruits autour de δS,k et δθ,k en utilisant les éart-types σs et

σθ assoiés à l'odomètre et au gyromètre, obtenus dans les appliations réelles grâeà des tests statiques spéi�ques :
[δS,k] = [δS,k − κ · σs, δS,k + κ · σs], (5.3)
[δθ,k] = [δθ,k − κ · σθ, δθ,k + κ · σθ]. (5.4)1Cette trame a été dé�nie par la NMEA (National Marine Eletronis Assoiation). Elle étaitonçue initialement pour dé�nir l'interfae entre di�érents pièes d'équipements életroniquesmarins. La plupart des programmes informatiques qui alulent une position en temps réel utilisee format.
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[xk]

[ri]

[rj]

[xj
k]

[xi
k]GPS positionFigure 5.4 � Mise à jour de l'état [xk] en utilisant les routes retangulaires [ri] et [rj].L'état [xk] est remplaé par les pavés [xi

k] et [xj
k] sur les routes ri et rj.Des pavés sont aussi onstruits autour des mesures GPS :

[zk] = ([xk,GPS], [yk,GPS])T ,où :
[xk,GPS] = [xk,GPS − κ · σx, xk,GPS + κ · σx], (5.5)
[yk,GPS] = [yk,GPS − κ · σy, yk,GPS + κ · σy]. (5.6)5.2.3 Constrution des fontions des massesSoit [xk] un pavé représentant l'état à l'instant k. À partir de [xk] et de lareprésentation retangulaire des routes, un ensemble Rk de RCs peut être dé�ni :

Rk = {ri/[xk] ∩ [ri] 6= ∅}. (5.7)Sahant que le véhiule se déplae en prinipe toujours sur une route, le pavé [xk] estremplaé par {[xi
k]}

nRk

i=1 , où nRk
est le ardinal de Rk et [xi

k] = [[xk]∩ [ri]] est le pavéminimal englobant l'intersetion de [xk] ave [ri], omme illustré sur la Figure 5.4.La FM mRk assoiée à Rk est alulée en utilisant des ritères topologique etgéométrique qui vont maintenant être présentés.5.2.3.1 Critère topologiqueLa topologie d'une arte routière représente les relations entre ses di�érentséléments. Elle dérit la façon dont les routes sont onnetées et la forme de haqueroute. Nous allons utiliser es informations onjointement ave les informationshistoriques du véhiule a�n de réer une FM mRk

1 sur Rk.Soit Rk−1 = {r1, · · · , ri, · · · , rn} l'ensemble des RCs onsidérées à l'instant k−1,et soit mRk−1 la FM orrespondante. Supposons qu'à l'instant k − 1 le véhiuleétait sur la route ri. Supposons d'autre part que les informations disponibles sur sa



120position et sur son déplaement élémentaire indiquent qu'il peut quitter ri à l'instant
k. Pour ela, on doit onstruire l'ensemble Si des routes diretement onnetées à
ri, y ompris ri, et qui ont une intersetion ave le pavé prédit [xk] :

Si = {rj/rj est liée à ri et [rj] ∩ [xk] 6= ∅} ∪ {ri si [ri] ∩ [xk] 6= ∅}. (5.8)On peut ainsi dé�nir une appliation ρ de Rk−1 dans 2Rk telle que :
ρ({ri}) = Si. (5.9)Cette relation peut être étendue à 2Rk−1 via la relation :

ρ(A) =

{⋃
ri∈A ρ({ri}) si A ⊆ Rk−1, A 6= ∅,
∅ si A = ∅.

(5.10)En se basant sur ette extension, la transformation entre mRk

1 et mRk−1 peut êtredérite par le système suivant :
{

2Rk−1 → 2Rk ,

mRk−1(A) → mRk

1 (ρ(A)),
(5.11)et la FM sur Rk est donnée par :

mRk

1 (B) =
∑

A⊆Rk−1

Mρ(B,A) ·mRk−1(A), (5.12)où Mρ est la matrie de transition donnée par :
Mρ(B,A) =

{
1 si B = ρ(A)

0 sinon. (5.13)Un exemple mettant en ÷uvre la démarhe préédente est présenté i-après.Exemple 15. Considérons le as illustré sur la Figure 5.5, où [xk−1] et [xk]représentent les pavés relatifs aux positions du véhiule aux instants k − 1 et k.Dans ette �gure, la route r1 est parallèle aux routes r2 et r3, et la route r2 est liéeà r3 et r4. À l'instant k − 1 le véhiule se déplaçait sur r1 ou r2 e qui orrespondà un ensemble Rk−1 = {r1, r2}. Supposons que la royane alulée sur Rk−1 soitreprésentée par une FM mRk−1, ayant omme éléments foaux ∅, {r1}, {r2} et
{r1, r2}.À partir de la représentation de l'état à l'instant k − 1, on peut onstater quel'ensemble de RCs à l'instant k est Rk = {r1, r2, r3, r4}. En utilisant la topologie dela arte, la relation multi-valuée ρ entre 2Rk−1 et 2Rk peut être dérite par :

ρ({r1}) = {r1},
ρ({r2}) = {r2, r3, r4}.
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Figure 5.5 � Exemple d'une situation d'intersetion et des routes parallèles.En utilisant l'équation (5.12), la FM mRk

1 est alulée :
mRk

1 = M.mRk−1 ,où M est la matrie de transition suivante :
M =




1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


Cette équation signi�e que :



122� mRk−1(∅) est transférée à mRk

1 (∅) ;� mRk−1({r1}) est transférée à mRk

1 ({r1}) ;� mRk−1({r2}) est transférée à mRk

1 ({r2, r3, r4}), r2 étant liée à r3 et r4 ;� mRk−1({r1, r2}) est transférée à mRk

1 ({r1, r2, r3, r4}).5.2.3.2 Critère géométriqueCe ritère utilise les vraisemblanes géométriques des RCs, onnaissant le pavé
[xk], pour réer une FM mRk

2 sur Rk. Ces vraisemblanes sont aratérisées parles surfaes d'intersetion entre [xk] et les routes retangulaires. Nous alulons lavraisemblane assoiée à une RC ri en utilisant la formule suivante :
Li =

|[xi
k]|

|[xk]|
, (5.14)où [xi

k] = [[xk] ∩ [ri]] est le pavé minimal englobant [xk] ∩ [ri].En utilisant Li, une fontion de masse mRk

i peut être alulée via la relationsuivante [3℄ : 



mRk

i ({ri}) = 0,

mRk

i ({ri}) = αi(1− a · Li),

mRk

i (Rk) = 1− αi(1− a · Li),

(5.15)où {ri} est le omplément de {ri} dans Rk, αi est un ÷�ient d'a�aiblissementassoié à la route ri et a est un ÷�ient de normalisation. mRk

2 est obtenu enombinant onjontivement les mRk

i :
mRk

2 = ∩©im
Rk

i . (5.16)5.2.3.3 Fontion de masse �nale sur RkLa FM �nale sur Rk est est dé�nie omme la somme onjontive de mRk

1 et mRk

2 :
mRk = mRk

1 ∩©mRk

2 . (5.17)Rappelons que mRk(A) représente la royane allouée à l'hypothèse que le véhiulese déplae sur la route ri ∈ A, et mRk(∅) représente la royane en l'hypothèse quele véhiule se déplae sur une route non répertoriée dans la base de données routièreutilisée. Dans la setion suivante nous présentons les di�érentes étapes de la méthodeBMM.5.2.4 Étapes prinipales de la méthode BMM5.2.4.1 InitialisationÀ l'instant k = 0, le pavé de l'état [x0] = ([x0], [y0], [θ0])
T est initialisé en utilisantla mesure GPS ainsi que la on�ane en ette mesure :





[x0] = [x0,GPS − 3.σx, x0,GPS + 3.σx],

[y0] = [y0,GPS − 3.σy, y0,GPS + 3.σy],

[θ0] = [0, 2π].

(5.18)



Chapitre 5. Algorithmes de Map Mathing pour la loalisation 123Rappelons que le ap du véhiule est non observé ; il est don initialisé à : [θ0] =
[0, 2π].À partir de [x0] et de la représentation retangulaire des routes, un ensemble
R0 de RCs est séletionné en utilisant l'équation (5.7). On note par la suite nRkle ardinal de Rk à l'instant k. La FM assoiée au ritère topologique de la arteest initialisée par une fontion de masse vide mR0

1 (R0) = 1, puisque nous n'avonsauune information a priori sur la trajetoire du véhiule à l'instant k = 0. La FM
mR0

2 assoiée au ritère géométrique est alulée en utilisant les équations (5.15)et (5.16). La FM �nale mR0 sur R0 est ainsi obtenue via l'équation (5.17).Notons qu'à ette étape, le pavé [x0] est remplaé par plusieurs pavés représentantles intersetions ave les RCs {[xi
0]}

nR0
i=1 , omme illustré sur la Figure 5.4.5.2.4.2 PréditionLes pavés {[xi

k−1]}
nRk−1

i=1 assoiés à toutes les RCs sont propagés à l'instant k ense servant du modèle d'évolution du véhiule ainsi que de [δS,k] et [δθ,k] pour formerdes pavés prédits {[xi
k]}

nRk−1

i=1 sur l'état.5.2.4.3 Corretion par la mesure GPSDans ette étape, le pavé assoié à la mesure GPS [zk] est utilisé pour ontraterles {[xi
k]}

nRk−1

i=1 en utilisant l'algorithme de Waltz (f. Setion 1.3.1.6 du hapitre 1)et les ontraintes du système (5.1) [36�38℄. Notons que les RCs assoiées aux pavésprédits qui n'ont pas d'intersetion ave [zk] sont éliminés de Rk−1.5.2.4.4 Corretion par les données de la arteDans ette partie la représentation retangulaire des RCs est utilisée pourontrater de nouveau les {[xi
k]}

nRk−1

i=1 . L'ensemble Rk des RCs à l'instant k doitêtre déterminé.Pour ela, on initialise Rk à Rk−1. En se basant sur le déplaement élémentaireou la vitesse du véhiule et en utilisant la topologie de la arte, deux as peuventêtre envisagés pour haque route ri ∈ Rk−1 :� si la distane entre la position du véhiule à l'instant k−1 et la �n de la route rest plus grande que le déplaement élémentaire du véhiule, alors on en déduitque le véhiule n'a pas quitté la route ri et l'ensemble Rk reste inhangé. Ceas est illustré sur la Figure 5.6 où le pavé [x1
k−1] qui représente la position duvéhiule sur la route r1 à l'instant k− 1 reste sur la même route à l'instant k ;� dans le as ontraire, le véhiule peut quitter ri et Rk sera ainsi mise à jouren utilisant la relation :

Rk = Rk ∪ Si, (5.19)où Si est donné par (5.8). La FM mRk

1 assoiée à la topologie de la arte seraainsi alulée en utilisant la matrie de transition et l'équation (5.12). Ce asest représenté sur la Figure 5.6 par le pavé [x2
k−1] de la route r2. Comme lemontre ette �gure, le véhiule peut quitter r2 à l'instant k pour se déplaersur r2, r3 ou r4.



124
PSfrag replaements

[x1
k−1]

[x2
k−1]

[xk]

[x1
k]

[x2
k] [x3

k]

[x4
k]

[r1]

[r1]

[r2]

[r2] [r3]

[r3]

[r4]

[r4]

k − 1

k

Figure 5.6 � Exemple de déplaement au voisinage d'une intersetion.Le pavé [xi
k] assoié à haque RC ri est ensuite remplaé par le pavé minimalenglobant l'intersetion [ri] ∩ [xi

k].La FM mRk

2 assoiée au ritère géométrique est déterminée en utilisant lesrelations (5.15) et (5.16). La FM globale mRk sur Rk est �nalement déduite enutilisant (5.17).Notons que, s'il n'y a pas d'intersetions entre {[xi
k]}

nRk−1

i=1 et les RCs de Rk, alorsnous supposons que le véhiule se déplae sur une route non répertoriée dans la basede données artographiques. Les pavés {[xi
k]}

nRk−1

i=1 sont sauvegardés et Rk est miseà jour en utilisant :
Rk = Rk ∪ T, (5.20)où T est l'ensemble des routes liées à toutes les ri ∈ Rk. Si ette solution n'est passu�sante, une étape de ré-initialisation de la méthode BMM est néessaire.5.2.4.5 Estimation �nalePour hoisir la route suivie par le véhiule, nous devrons aluler la distributionde probabilité pignistique Betp assoiée à mRk . La route suivie par le véhiule esthoisie omme étant elle de plus grande probabilité pignistique. La position duvéhiule sur la route séletionnée est estimée par le entre du pavé assoié à etteroute. La on�ane assoiée à ette estimation est donnée par la taille du pavé. Siplusieurs pavés sont assoiés à la route séletionnée, alors le pavé représentant l'état



Chapitre 5. Algorithmes de Map Mathing pour la loalisation 125peut être hoisi omme étant le pavé minimal englobant tous es pavés.5.2.5 Intégrité de la méthode BMML'intégrité est une aratéristique fondamentale d'un système de loalisationroutière. Dans ertaines appliations, l'intégrité est plus importante que la préision.Dans la adre du MM, la notion d'intégrité renvoie à la on�ane en l'exatitudede la position fournie par le système de loalisation. Elle peut être dé�nie ommela apaité à identi�er orretement la route suivie par le véhiule et à déterminerpréisément l'emplaement du véhiule sur ette route.Une étude sur l'intégrité des méthodes de MM est menée dans [80℄. Cette étudedé�nit plusieurs ritères d'intégrité :� Eart à la position GPS : e ritère est basé sur la proximité entre la positiondu véhiule P fournie par le réepteur GPS et la position M fournie par laméthode de MM sur le segment de la route. Soit D(P,M) la distane entre
P et M , et R une onstante alulée en se basant sur les erreurs du systèmede navigation et la largeur de la route. L'intégrité de la méthode de MM estgrande si D(P,M) ≤ R.� Erreur d'orientation : e ritère est basé sur la proximité entre le ap duvéhiule et l'orientation de la route. Soit θ le ap du véhiule, β l'orientationde la route et HE une onstante alulée en se basant sur les erreurs de laarte et du système de navigation. L'intégrité de la méthode MM utilisée estgrande si |θ − β| ≤ HE.� Erreur de position : e ritère est basé sur la proximité entre la position
M fournie par la méthode de MM et la vraie position V du véhiule. Soit
D(M,V ) la distane entre M et V . Suivant [80℄, la on�ane surM est grandesi D(M,V ) ≤ rf où rf est une onstante alulée à partir des erreurs assoiéesà la arte et au système de navigation, ainsi que des largeurs des routes.La méthode BMM introduite dans e hapitre possède l'avantage d'intégrerimpliitement les trois ritères présentés i-dessus. En e�et, la position fournie parla méthode BMM est inluse dans l'intersetion de l'estimation bornée de l'étatreprésentée par un pavé, ainsi que dans la représentation retangulaire des routes.Etant donné que les erreurs de la arte et la largeur des routes sont onsidérées dansla onstrution de ette représentation retangulaire, et que les erreurs du systèmede navigation sont intégrées dans le pavé représentant l'état, on peut déduire que

D(P,M) − R et |θ − β| − HE sont souvent négatifs ou prohes de zéro. De plus,la vraie position du véhiule est toujours inluse dans le pavé de l'état (propriétéd'estimation garantie de l'AEB). D(V,M) est ainsi inférieure ou égale à w
2

+ l, où west la largeur de la route et l est l'erreur géométrique de la arte.La méthode BMM est résumée par l'Algorithme 6.5.2.6 Appliation de la méthode BMM5.2.6.1 Résultats sur des données simuléesNous allons présenter les résultats obtenus par la méthode BMM sur desdonnées simulées générées sous Matlab (Simulink toolbox) ave un pas de temps



126Algorithme 6 L'algorithme de la méthode BMM.1: % Initialisation %2: k ← 0 et onstruire le pavé de l'état [x0] en se basant sur la mesure GPS3: Construire la représentation retangulaire des routes4: Rk = {ri/[ri] ∩ [x0] 6= ∅}, nRk
est le ardinal de Rk5: mRk

1 ← FM vide sur Rk6: Caluler mRk

2 en utilisant (5.15) et (5.16)7: mRk+1 ← m
Rk+1

1 ∩©mRk+1

28: Mise à jour de l'état : [xi
k] = [[xk] ∩ [ri]], i = 1, · · · , nRk

.9: Rk+1 = Rk et mRk+1

1 = mRk10: Pour i = 1 à nRk11: % Predition %12: Pavés orrespondant aux entrées : [δS,k] = [δS,k − 3 · σs, δS,k − 3 · σs] et [δθ,k] =
[δθ,k − 3 · σθ, δθ,k − 3 · σθ]13: Caluler [xi

k+1] en utilisant [δS,k], [δθ,k] et (5.1)14: % Corretion GPS%15: Pavé du GPS : [zk+1] = ([xk+1,GPS], [yk+1,GPS])′, où [xk+1,GPS] = [xk+1,GPS −
3 · σx, xk+1,GPS + 3 · σx] et [yk+1,GPS] = [yk+1,GPS − 3 · σy, yk+1,GPS + 3 · σy]16: Innovation : [I i] = [xi

k+1] ∩ [zk+1]17: Si [I i] n'est pas vide Alors,18: [xi
k+1]←Waltz([xi

k], [x
i
k+1], [δs,k], [δθ,k], (5.1))19: Sinon20: ri est éliminée de Rk21: Fin Si22: % Corretion GIS%23: Si la distane entre le entre de [xi

k] et un n÷ud de ri est inférieure ou égaleà δS,k Alors,24: Rk+1 ← Rk+1 ∪ Si où Si est donnée par (5.8)25: Caluler mRk+1

1 en utilisant (5.12)26: Sinon27: Rk+1 et mRk+1

1 sont inhangés28: Fin Si29: Mise à jour de l'état : [xi
k+1] = [[xi

k+1] ∩ [ri]], i = 1, · · ·nRk+1
.30: Si {[xi

k+1] ∩ [ri]}nRk+1

i=1 = ∅ Alors,31: {[xi
k+1]}

nRk

i=1 sont sauvegardés32: Rk+1 = Rk ∪ T , T = {rj diretement liée à ri/ri ∈ Rk}33: Si ette solution n'est pas adéquate alors, aller en 434: Fin Si35: Fin Pour36: Caluler mRk+1

2 en utilisant (5.15) and (5.16)37: mRk+1 ← m
Rk+1

1 ∩©mRk+1

238: Betp← distribution de probabilité pignistique assoiée à mRk+139: Choisir la route r de plus grande probabilité pignistique40: Le pavé de l'état est le pavé englobant tous les pavés assoiés à r ; l'état estiméest le entre de e pavé41: k ← k + 1 ; aller en 9 jusqu'à e que k = kend
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PSfrag replaementsFigure 5.7 � La trajetoire du véhiule sur les routes est représentée en gras.d'éhantillonnage égal à 1 se. Nous supposons que les bruits assoiés aux mesuresGPS et aux entrées odométriques et gyrométriques sont aratérisés par σx = 7 m,
σy = 9 m, σs = 1/4 m et σθ = 0.002 degré. La Figure 5.7 présente les routesgénérées sur lesquelles le véhiule se déplae ainsi que l'itinéraire du véhiule. Leserreurs géométriques de la arte sont dé�nies par l = 1m, tandis que la largeur desroutes est égale à w = 6m.Comme dans d'autre travaux appliquant l'AEB au problème de loalisation devéhiule, nous avons �xé le paramètre aratérisant la on�ane dans les mesureset les entrées à κ = 3 [1, 37℄. Dans le as gaussien, e hoix garantit un intervalleontenant la vraie valeur de l'état ave une probabilité égale à 99.87%.La Figure 5.8 présente les positions fournies par le réepteur GPS et la méthodeBMM. Notons que, bien que la méthode BMM fournisse une position sur haqueRC, seules les positions �nales sont représentées sur la �gure.La Figure 5.9 illustre la proédure utilisée par la méthode BMM pour gérerles hypothèses multiples engendrées par une intersetion. Comme nous pouvonsl'aperevoir sur la Figure 5.9-a, à l'instant k = 63, Rk = {r1, r2, r3, r4} et laméthode BMM renontre une intersetion. Aux instants k = 64 et k = 65, il n'y apas d'intersetion entre les pavés et les routes retangulaires de r1 et r2 omme lemontrent les Figures 5.9-b et  et ainsi Rk = {r3, r4}. À l'instant k = 66, la routenon pertinente est éliminée par les ritères de la méthode BMM et nous obtenonsune seule RC omme illustré sur la Figure 5.9-d.Tableau 5.1 � Erreurs quadratiques moyennes sur x et y pour le GPS, la méthode BMMet la méthode développée par Quddus et al. dans [81℄.GPS BMM QuddusEQM sur x(m2) 0.2207 0.104 0.121EQM sur y(m2) 0.2817 0.176 0.179
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Figure 5.8 � Appliation de la méthode BMM : trajetoire du véhiule (−−), positionsGPS (∗) et positions estimées par la méthode BMM (o).Nous omparons dans la suite de ette setion la méthode BMM ave laméthode développée par Quddus et al. dans [81℄, et qui sera désignée dans la suitede e hapitre omme la méthode de référene. Cette méthode utilise un �ltre deKalman étendu pour intégrer les données GPS ave les mesures fournies par lesapteurs proprioeptifs. En utilisant la position résultante, le n÷ud le plus proheest séletionné en utilisant un ritère de proximité (distane). Les routesonnetées à e n÷ud sont hoisies omme RCs et la route suivie par le véhiuleest séletionnée en utilisant :� la proximité entre la position résultante du �ltre et les RCs ;� la similarité angulaire entre le trajet du véhiule et l'orientation de RCs.L'estimation de la position du véhiule sur la route séletionnée est obtenue enutilisant les erreurs assoiées au di�érents apteurs et en adoptant une tehniquede projetion perpendiulaire. Notons que ette méthode n'utilise pas la topologiede la arte, et qu'elle néessite par onséquene une ré-initialisation après haqueroisement des routes.Le tableau 5.1 présente l'erreurs quadratiques moyennes (EQM) sur x et y pourle GPS, la méthode BMM et la méthode de référene. Ce tableau montre que laméthode BMM et la méthode de référene ont des performanes omparables aveune légère supériorité pour la méthode BMM.La Figure 5.10 présente les résultats de la méthode BMM et de la méthodede référene au voisinage d'une intersetion. Comme on le voit, à ause d'unemesure GPS fortement erronée, la méthode de référene éhoue dans l'identi�ationde la route à l'instant qui suit l'intersetion (k = 63). Cei peut engendrer unhangement de trajet dans les systèmes de loalisation. La méthode de référeneapplique toujours une phase d'initialisation autour d'une intersetion a�n d'éviterla divergene, ontrairement à la méthode BMM qui gère e problème par l'approhe
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(d)Figure 5.9 � Résultats de la méthode BMM au voisinage d'une intersetion. Les �gures
(a), (b), (c) et (d) orrespondent aux instants k = 63, k = 64, k = 65 et k = 66. Les routesretangulaires, le pavé de l'état et le pavé du GPS sont représentés par des retangles entraits pleins, en gras et en pointillés. Les positions fournies par le GPS et la méthode BMMsont représentées par des points (∗) et (o). Les positions assoiées aux di�érentes RCs sontreprésentées par des (∇).
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Figure 5.10 � Résultats de la méthode BMM et de la méthode de référene au voisinaged'une intersetion. La vraie trajetoire du véhiule est illustrée par des lignes en pointillé.Les positions fournies par le GPS, la méthode BMM et la méthode de référene sontreprésentées par des (∗), (o) et (♦).multi-hypothèses.5.2.6.2 Résultats ave des données manquantesDans ette setion nous étudions le omportement de la méthode BMM fae à desdonnées artographiques manquantes, omme par exemple dans le as où le véhiulese déplae sur une route non répertoriée dans la base de données. La Figure 5.11illustre un exemple d'une telle situation où le véhiule quitte la route r4 à l'instant
k = 66 pour se déplaer sur une route non répertoriée dans la base de données. Àl'instant k = 88, le véhiule se déplae de nouveau sur la route r5 reonnue par laarte.La Figure 5.12-a présente les résultats obtenus par la méthode BMM entre lesinstants k = 65 et k = 97. La Figure 5.12-b montre les résultats à l'instant k = 66où il y a une seule RC : Rk = {r4} et mRk({r4}) = 1. À l'instant k = 67, il n'y a pasd'intersetion entre le pavé de l'état et les RCs (Figure 5.12-). L'ensemble de RCsest ainsi mise à jour par Rk = {r4, r5, r6}, omme expliqué dans la setion 5.2.4.4.La FM devient alors mRk(∅) = 1, e qui indique que le véhiule se déplae sur uneroute qui n'appartient pas à la base de données artographiques. À l'instant k = 88,on obtient une intersetion entre la route retangulaire assoiée à r5 et le pavé del'état. Par onséquene, la route r5 est hoisie omme RC par la méthode BMM et
mRk({r5}) = 1 (Figure 5.12-e).La Figure 5.13 illustre les résultats obtenus par la méthode BMM et la méthodede référene sur le trajet de la Figure 5.11. Comme nous pouvons le remarquer, laméthode de référene est inapable de déteter le fait que le véhiule se déplae surune route non répertoriée dans la base de données routière, et e�etue des projetionssur la route la plus prohe de l'estimation.
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Figure 5.11 � Exemple d'une donnée artographique manquante. Dans la partie gauhe,la trajetoire du véhiule est représentée par des lignes en gras. Dans la partie droite, latrajetoire du véhiule est illustrée par des lignes en pointillé. On peut remarquer que levéhiule durant la période [66, 88] se déplae sur une route non répertoriée dans la base dedonnées.5.2.6.3 Résultats sur des données réellesDans ette setion, nous montrons les résultats obtenus par la méthode BMMsur des données réelles. l'expériene a été menée à Compiègne ave le véhiule dulaboratoire Heudiasy. Les mesures de position (xGPS, yGPS) sont obtenues par unréepteur GPS. Les rotations et les déplaements élémentaires sont mesurés par unapteur gyromètre optique et un apteur ABS. La arte utilisée présente un biaisstatique que nous orrigeons avant son utilisation. Les erreurs géométriques de laarte autour de la trajetoire sont aratérisées par l = 1m et les largeurs desroutes sont égales à w = 6m. La arte utilisée ainsi que la trajetoire de test sontreprésentées sur la Figure 5.14.La Figure 5.15-a montre les résultats obtenus par la méthode BMM au voisinaged'une intersetion (à l'instant k1). Les Figures 5.15-b et  montrent en détail lespositions assoiées aux di�érentes RCs aux instants k1 et k1 + 1. Comme nouspouvons le remarquer, à l'instant k1, trois RCs sont séletionnées et la méthodeBMM fournit une position sur haune de es routes. À l'instant k1 +1 les RCs sontréduites à deux, la troisième étant éliminée par les ritères de la méthode BMM (f.la Figure 5.15-).Le tableau 5.2 indique, pour la méthode BMM et la méthode de référene, laproportion de pas de temps (sur 1500 éhantillons) durant lesquels la route suiviepar le véhiule est orretement identi�ée. Comme on le voit, la méthode BMM ade meilleures performanes que la méthode de référene, e qui peut être attribuéau fait qu'elle utilise des informations supplémentaires pour le MM telles que lavitesse, les erreurs de la arte et les largeurs des routes. De plus, elle se base sur une
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Rk = {r5} et mRk ({r5}) = 1Figure 5.12 � Cas d'une route non répertoriée sur la arte. Les routes retangulaires sontreprésentés en traits pleins et les pavés de l'état sont représentés en gras. Les positionsobtenues par le GPS et la méthode BMM sont représentées par des points (∗) et (o).
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Figure 5.14 � Sous-arte routière. La trajetoire du véhiule obtenue par le réepteur GPSest représentée en gras.Tableau 5.2 � Pourentage d'identi�ation de la route par la méthode BMM et la méthodede référene BMM QuddusIdenti�ation de la route (%) 99.2 89.6
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Figure 5.15 � Résultats expérimentaux au voisinage d'une intersetion. Les retangles entraits pleins représentent les routes retangulaires, alors que les pavés de l'état assoiés àhaque RC sont illustrés par des retangles en pointillé. Les retangles en gras désignentles pavés assoiés aux routes suivies par le véhiule. Les positions fournies par le GPS etla méthode BMM sont représentées par des points (∗), (o). Les positions assoiées auxdi�érentes RCs sont illustrées par des (∇).
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Figure 5.16 � Struture de la méthode BSMM.approhe multi-hypothèses et sur la théorie des fontions de royane.5.3 Extension de la méthode BMMPour lore e hapitre, nous proposons �nalement dans ette setion uneextension de la méthode BMM, appelée BSMM pour Belief State Map Mathingen anglais [69℄. La méthode BSMM est basée sur l'utilisation de la méthode BSEintroduite dans le hapitre 3 [70, 74℄ pour l'intégration des données fournies par leréepteur GPS et les apteurs proprioeptifs. Nous adoptons don unemodélisation rédibiliste des bruits assoiés aux modèles et aux di�érentesvariables du système dynamique. À haque variable réelle est assoiée une FM aveplusieurs intervalles foaux, à la di�érene de l'AEB qui n'utilise qu'un seulélément foal de masse égale à 1. Cei doit permettre de fournir des estimationsplus �ables que elles obtenus par la méthode BMM [69℄.La struture de la méthode BSMM est illustrée sur la Figure 5.16. Les donnéesfournies par le réepteur GPS et les apteurs proprioeptifs sont ombinées enutilisant la méthode BSE pour donner une fontion de masse représentant l'état.En se basant sur la FM résultante et sur la représentation retangulaire des routes,un ensemble de RCs est séletionné et une FM assoiée est alulée en utilisant desritères topologique et géométrique. La route suivie par le véhiule est �nalementhoisie et une estimation pontuelle de sa position sur ette route est alulée enutilisant la règle de maximum de probabilité pignistique.



136

xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx

xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxx

xxxxxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxxxxxx

xxxx
xxxx
xxxx
xxxx
xxxx
xxxx
xxxx
xxxx
xxxx
xxxx
xxxx
xxxx
xxxx
xxxx
xxxx
xxxx
xxxx
xxxx
xxxx

xxxxxxxx
xxxxxxxx
xxxxxxxx
xxxxxxxx
xxxxxxxx
xxxxxxxx
xxxxxxxx
xxxxxxxx
xxxxxxxx
xxxxxxxx

PSfrag replaements
r1

r2

r3

[x1
k−1]

[x2
k−1]

[x1
k]

[x2
k]

[x2,1
k ]

[x3,1
k ]

[x2,2
k ]Figure 5.17 � Exemple d'une situation d'intersetion. La route r1 est liée à r2 et r3.À l'image de la méthode BMM, la méthode BSMM gère des hypothèsesmultiples. À haque instant k, une seule RC est hoisie, même si les autres RCssont sauvegardées jusqu'à e qu'elles soient éliminées par les ritères topologique etgéométrique de la méthode BSMM.La méthode BSMM suit la même démarhe générale que la méthode BMM, à ladi�érene que, du fait qu'il peut y avoir plusieurs éléments foaux sur l'état, la miseà jour des fontions de masse sur les RCs est un peu plus omplexe que dans le asde la méthode BMM. Ce alul est détaillé dans la partie suivante.5.3.1 Séletion de RCs et mise à jour de l'étatSoit mxk la FM représentant l'état à l'instant k. L'ensemble Rk des RCs àl'instant k peut être séletionné en utilisant la formule suivante :

Rk = {r/∃i, [xi
k] ∩ [r] 6= ∅}, (5.21)où [xi

k] est un élément foal de mxk . Soit nRk
le ardinal de Rk à l'instant k.Soit ρi une fontion de IR

2 sur IR
2, dé�nie par :

ρi([xj
k]) = [xi,j

k ] = [[xj
k] ∩ [ri]], (5.22)où [xj

k] est un élément foal de mxk . En utilisant ρi et mxk , une FM mxk

i représentantl'état assoié à ri peut être déduite en transférant la masse mxk([xj
k]) à ρi([xj

k]) :
mxk([xj

k])→ mxk

i (ρi([xj
k])). (5.23)On obtient ainsi la FM mxk

i dé�nie par :
mxk

i ([xi,j
k ]) = mxk([xj

k]),
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k ] est le jème élément foal de mxk

i . Cette mise à jour des masses est illustréepar l'exemple suivant.Exemple 16. Considérons le as représenté sur la Figure 5.17 où la FM mxk−1assoiée à l'état à l'instant k−1 a deux éléments foaux : [x1
k−1] et [x2

k−1] se déplaçantsur r1. La FM mxk assoiée à l'état à l'instant k a deux éléments foaux : [x1
k] et [x2

k]engendrés par les deux éléments foaux de mxk−1. L'ensemble des RCs à l'instant kest ainsi Rk = {r2, r3}.En utilisant mxk et les relations (5.22) et (5.23), les deux FMs assoiées à r2 et
r3 sont :

mxk

2 ([x2,1
k ]) = mxk([x1

k]),

mxk

2 ([x2,2
k ] = mxk([x2

k]),et
mxk

3 ([x3,1
k ]) = 1.5.3.2 Constrution des fontions de masseEn plus des fontions de masse alulées à partir de la topologie et de la géométriede la arte omme dans la méthode BMM, la méthode BSMM prend en ompte laFM mxk sur l'état pour aluler une FM �nale sur les RCs. Nous détaillons i-aprèsles di�érentes parties du alul de ette FM.5.3.2.1 Critère topologiqueEn utilisant la topologie de la arte, une FM mRk

1 sur Rk peut être alulée.Soient ri une RC de Rk−1 et Si l'ensemble des routes diretement liées à ri et quiont une intersetion non nulle ave au moins un élément foal de mxk . Soit ρ lafontion de Rk−1 dans 2Rk dé�nie par l'équation (5.9). En utilisant ρ, mRk

1 peut êtreobtenue via l'équation (5.12).Exemple 17. Considérons à nouveau le as illustré sur la Figure 5.17. À l'instant
k− 1, la FM mxk−1 assoiée à l'état est aratérisée par deux éléments foaux [x1

k−1]et [x2
k−1]. Soient mxk la FM de l'état à l'instant k et [x1

k] et [x2
k] les éléments foauxassoiés. À partir de es éléments foaux, deux RCs peuvent être séletionnées et

Rk = {r2, r3}. Du fait que r1 est diretement liée à r2 et r3, la FM mRk

1 peut êtredéduite de mRk−1 en utilisant la fontion ρ, dé�nie de Rk−1 dans 2Rk par :
ρ({r1}) = {r2, r3}.Ainsi, mRk

1 est donnée par :
mRk

1 ({r2, r3}) = mRk−1({r1}) = 1.



1385.3.2.2 Critère géométriqueEn utilisant l'intersetion entre la représentation retangulaire de RCs et leséléments foaux de mxk , une FM mxk

2 sur Rk peut être alulée. La vraisemblanegéométrique Li de ri sahant mxk est ii dé�nie par :
Li = max

j

|[xi,j
k ]|
|[xj

k]|
, (5.24)où [xj

k] est le jème élément foal de mxk et [xi,j
k ] le pavé minimal englobant [xj

k]∩[ri].En utilisant Li et le système (5.15), une FM mi sur Rk est alulée. La FM mRk

2 estobtenue en ombinant les di�érentes fontions de masse mi via l'équation (5.16).5.3.2.3 Utilisation de l'étatNous allons maintenant utiliser les FMs {mxk

i }
nRk

i=1 sur l'état assoiées aux RCsa�n de réer une FM sur Rk notée mRk
s . Cette FM quanti�e la part de royane sur

Rk donnée par l'état, indépendamment de la topologie et la géométrie de la arteroutière utilisée. Soit ρs la fontion dé�nie de IR
2 dans 2Rk par :

ρs([x
i,j
k ]) = {rl/rl ∈ Rk and [rl] ∩ [xi,j

k ] 6= ∅}, (5.25)où [xi,j
k ] est un élément foal de mxk

i . En utilisant ρs, la relation entre {mxk

i }
nRk

i=1 et
mRk

s peut dérite par :
mxk

i ([xi,j
k ])→ mRk

s (ρs([x
i,j
k ])). (5.26)Notons que la FMmRk

s néessite une étape de normalisation puisqu'elle résulte d'uneétape de transfert de masse à partir de plusieurs FMs {mxk

i }
nRk

i=1 .Exemple 18. Considérons à nouveau le as de la Figure 5.17 où la position duvéhiule à l'instant k est donnée par une FM mxk ave deux éléments foaux [x1
k] et

[x2
k]. Comme le montre la �gure, la fontion ρs est dé�nie par :

{
ρs([x

1
k]) = {r2, r3},

ρs([x
2
k]) = {r2}.En utilisant (5.26), mRk+1

s est donnée par :
mRk

s ({r2}) = mxk([x2
k]),

mRk
s ({r2, r3}) = mxk([x1

k])En ombinant mRk

1 , mRk

2 et mRk
s , la FM �nale mRk sur Rk peut être obtenue :

mRk = mRk

1 ∩©mRk

2 ∩©mRk
s . (5.27)Dans la setion suivante nous présentons l'algorithme omplet de la méthodeBSMM.



Chapitre 5. Algorithmes de Map Mathing pour la loalisation 1395.3.3 Algorithme de la méthode BSMM5.3.3.1 InitialisationA l'instant k = 0, une FM mx0 sur l'état est onstruite ave p éléments foaux.On peut utiliser la proédure dérite dans la Setion 3.3.1, qui permet de onstruireune distribution de possibilité autour de la mesure GPS sur la base des éart-types
σx et σy. À partir de p α-oupes de ette distribution, une FM mx0 ayant p élémentsfoaux peut être déduite. En utilisant mx0 et la représentation retangulaire desroutes, un ensemble R0 des RCs est séletionné. Soit nR0 le ardinal de R0.Comme on n'a pas d'information a priori sur la position antérieure du véhiuleà l'instant k = 0, mR0

1 est initialisée par la FM vide sur R0. La FM mR0
2 estalulée via les équations (5.24), (5.15) et (5.16). La FM mR0

s est donnée par larelation (5.26). Finalement, la FM �nale mR0 est déduite en ombinantonjontivement es di�érentes FMs en utilisant (5.27).Pour haque RC ri ∈ R0, une FM représentant l'état mx0
i est alulée via leséquations (5.22) et (5.23).5.3.3.2 Étape BSELes FMs mS

k−1, mΘ
k−1 et mz

k, assoiées aux δs,k−1, δθ,k−1 et zk, sont onstruitesen se basant sur les mesures obtenues par l'ABS, le gyromètre et le réepteur GPSen utilisant à nouveau la proédure dérite dans la Setion 3.3.1. Ces FMs sontombinées ave elle de l'état a�n de donner la FM sur l'état à l'instant k en utilisantl'algorithme 4 de la méthode BSE du hapitre 3 (page 83). Soit {mxk

i }
nRk−1

i=1 la FMassoiée aux RCs et alulée à partir de l'état à l'instant k.5.3.3.3 Corretion par les données de la arteLa représentation retangulaire des RCs est utilisée dans ette étape a�n deorriger la royane sur la position du véhiule. L'ensemble des RCs à l'instant kdoit ainsi être séletionné.L'ensemble Rk est initialisé à Rk−1. Soit ri une RC de Rk et soit [xi,j
k ] un élémentfoal de mxk

i . En notant di la distane entre le entre de [xi,j
k ] et un n÷ud de ri,plusieurs as peuvent se présenter :� Si di est inférieure ou égale à δS,k−1, alors le véhiule peut quitter la route ri ; onpose alors Rk = Rk ∪ Si où Si = {r/r est diretement liée à ri et [r]∩ [xi,j

k ] 6=
∅}.� Si di est plus grande que δS,k−1, Rk ne hange pas.Les FMs mRk

1 , mRk

2 , mRk
s assoiées à Rk sont ainsi alulées en suivant laproédure dérite dans la Setion 5.3.2 pour former la FM �nale mRk sur les RCs.Pour haque RC ri ∈ Rk, la FM de l'état mxk

i est alulée omme expliqué dans laSetion 5.3.1.5.3.3.4 Estimation �naleLa distribution de probabilité pignistique Betp assoiée à mRk est alulée àette étape, et on hoisit la route de plus grande probabilité pignistique. La position
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Figure 5.18 � Carte routière simulée. La trajetoire du véhiule est représentée en gras.du véhiule est ensuite alulée en utilisant la FM sur l'état assoiée à la routeséletionnée. Soit ri la route suivie par le véhiule et mxk

i la FM sur l'état assoiée.L'estimation pontuelle de la position du véhiule sur ri est donnée par :
x̂k =

∑

j

mxk

i ([xi,j
k ]) · cj, (5.28)où [xi,j

k ] est un élément foal de mxk

i et cj est le entre du pavé [xi,j
k ]. Une région deon�ane assoiée peut être alulée via les relations :

x̂k =
∑

j

mxk

i ([xi,j
k ]) · xi,j

k , (5.29)
x̂k =

∑

j

mxk

i ([xi,j
k ]) · xi,j

k , (5.30)où x
i,j
k et x

i,j
k sont les bornes inférieure et supérieure de [xi,j

k ].Le résumé de la méthode BSMM est donné dans l'Algorithme 7.5.3.4 AppliationNous présentons dans ette setion les résultats obtenus par la méthode BSMMsur des données simulées générées par le toolbox Simulink du Matlab, et nous lesomparons ave eux de la méthode BMM. Nous utilisons dans ette appliation lesmêmes valeurs des paramètres que eux utilisés dans la Setion 5.2.6.1. Les nombresd'éléments foaux assoiés aux FMs mxk , mSk , mΘk et mzk sont �xés à p = 3.La Figure 5.18 montre la arte simulée ainsi que la trajetoire suivie par levéhiule.
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Algorithme 7 Algorithme de la méthode BSMM.1: % Initialisation %2: k ← 03: Construire la FM mx0 sur l'état ave p éléments foaux. Soit [xi

k] un élémentfoal de mxk4: Construire la représentation retangulaire des routes5: Séletionner Rk = {ri/[ri] ∩ [xj
k] 6= ∅} pour j = 1 · · ·p6: mRk

1 ← FM vide sur Rk7: Caluler mRk

2 en utilisant (5.24), (5.15) et (5.16)8: Caluler mRk+1
s en utilisant (5.26)9: mRk+1 ← m
Rk+1

1 ∩©mRk+1

2 ∩©mRk+1
s10: Caluler {mxk

i }
nRk

i=1 en utilisant (5.22) et (5.23)11: Boule12: Construire mS
k , mΘ

k et mzk+1 ave p éléments foaux sur la base de mesuresdes apteurs13: Pour i = 1 à nRk14: Pour j = 1 à p15: % Predition %16: Caluler [xi,j
k+1/k] en utilisant [δj

S,k], [δj
θ,k] et (5.1)17: % Corretion GPS%18: [xi,j

k+1]← [xi,j
k+1/k] ∩ [zj

k+1]19: [xi,j
k+1]←Waltz([xi,j

k ], [xi,j
k+1], [δ

j
s,k], [δ

j
θ,k], (5.1))20: m

xk+1

i ([xi,j
k+1])← mxk

i ([xi,j
k ]) ·mS

k ([δs,k
j]) ·mΘ

k ([δθ,k
j ]) ·mz

k+1([z
j
k+1]).21: % Corretion GIS%22: Si la distane entre le entre de [xi,j

k ] et un n÷ud de ri est inférieure ouégale à δS,k Alors,23: Rk+1 ← Rk+1 ∪ {rl/(rl liée à ri, [rl] ∩ [xi,j
k+1] 6= ∅)}24: Caluler mRk+1

1 en utilisant (5.9) et (5.12)25: Fin Si26: Fin Pour27: Caluler mRk+1
s en utilisant (5.26)28: Caluler mxk+1

i en utilisant (5.22) et (5.23)29: Fin Pour30: Caluler mRk+1

2 en utilisant (5.24), (5.15) et (5.16)31: mRk+1 ← m
Rk+1

1 ∩©mRk+1

2 ∩©mRk+1
s32: % Estimation �nale %33: Betp← distribution de probabilité pignistique de mRk+134: Séletionner la route de plus grande probabilité pignistique.35: Caluler la position du véhiule sur la route hoisie par (5.28), (5.29) et (5.30)36: k ← k + 137: Fin Boule
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Figure 5.19 � Résultats de la méthode BSMM au voisinage d'une intersetion. La vraietrajetoire du véhiule est présentée par des lignes en pointillé. Les positions fournies parle GPS et la méthode BSMM sont respetivement illustrées par des (+) et (∇).La Figure 5.19 représente les résultats obtenus par la méthode BSMM auvoisinage d'une intersetion ; seul apparaît le résultat �nal de l'estimation. LaFigure 5.20 montre la façon dont la méthode BSMM gère les hypothèses multiplesausées par l'intersetion de routes. Comme on peut le remarquer, à l'instant
k = 80, le véhiule se déplae sur la route r1 ave Rk = {r1}. Aux instants k = 81et k = 82, le véhiule est au roisement de trois routes ave Rk = {r1, r2, r3} : ilfaut onserver toutes les solutions possibles pour les instants suivants. À l'instant
k = 83, on a une seule RC et Rk = {r2} ; les deux autres routes sont éliminées parles ritères de la méthode BSMM. A la di�érene de la méthode BMM, nousremarquons que la méthode BSMM fournit une FM représentant l'état sur haqueRC.Tableau 5.3 � Erreurs quadratiques moyennes pour le GPS, les méthodes BMM, BSE,BSMM, et la méthode de référene.GPS BSE BMM BSMM QuddusEQM sur x (m2) 0.174 0.130 0.125 0.090 0.127EQM sur y (m2) 0.227 0.161 0.164 0.140 0.163Dans le tableau 5.3 nous donnons les erreurs quadratiques moyennes assoiées autrajet illustré sur la Figure 5.18, pour le GPS, les méthodes BMM, BSE, BSMM, etla méthode de référene. Comme on le voit, la méthode BSMM donne les meilleursrésultats sur et exemple. Nous attribuons es bons résultats au fait que la méthodeBSMM est une ombinaison des méthodes BSE et BMM : omme la méthode BSE,elle a la propriété d'avoir plusieurs éléments foaux sur l'état, et elle hérite de la
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[r3]Figure 5.20 � Résultats de la méthode BSMM au voisinage d'une intersetion. Lesretangles en traits pleins représentent les routes retangulaires tandis que les élémentsfoaux assoiés à la FM du GPS sont représentés par des retangles en traits en pointillés.Les retangles en gras représentent les éléments foaux des FMs assoiées aux RCs. Lespositions estimées assoiées aux RCs et la position �nale du véhiule sont représentées pardes (+) et des (o).



144méthode BMM l'utilisation de la arte ainsi que les informations assoiées.5.4 ConlusionDans e hapitre nous avons présenté une nouvelle méthode de map mathing,appelée BMM. Cette méthode est basée sur la TFC et sur une représentationretangulaire des routes, onstruite en utilisant les erreurs géométriques de la arteainsi que les largeurs des routes. Le point de départ de ette méthode est le pavéobtenu par une méthode d'estimation d'état basée sur une approhe à erreursbornées. Cei est en e�et en adéquation ave la représentation retangulaire desroutes adoptée par la méthode.Nous avons également proposé une extension de ette méthode, notée BSMM,qui onsiste à utiliser la méthode BSE, présentée dans le hapitre 3, à la plae del'AEB qui n'utilise qu'un seul pavé pour représenter l'état, dans le but d'intégrerplus préisément les données fournies par les di�érents apteurs.Les deux méthodes présentées ont l'avantage de veri�er les onditions d'intégritéétudiées par Quddus et al. dans [80℄. Elles gèrent aussi les hypothèses multiplesdans les situations où ela est néessaire, omme dans les as de routes parallèles oud'intersetions. Par ailleurs, elles onsidèrent le as d'un monde ouvert et sont ainsiapables de déteter le fait que le véhiule se déplae sur une route non répertoriéedans la base de données artographiques. En�n, elles sont �exibles dans le sens oùl'on peut ajouter failement un ritère supplémentaire dans la phase de séletion desroutes.



Conlusion générale et perspetives
Nous nous sommes intéressés dans e travail au problème de l'estimation d'étatd'un système dynamique, en nous foalisant sur la loalisation routière d'un véhiule.L'un des �ls onduteurs de ette thèse est l'utilisation de la théorie de Dempster-Shafer, ou théorie des fontions de royane.Après avoir rappelé le problème de l'estimation d'état, nous avons présentéune méthode rédibiliste dans laquelle les inertitudes sont représentées par desfontions de masse ayant omme éléments foaux des pavés de Rn. Cette méthodeonserve les propriétés de garantie des approhes à erreurs bornées tout permettantune estimation plus préise de l'état, omparable à elle obtenue par les méthodesbayésiennes.Nous avons ensuite abordé l'estimation d'état dans le as d'un système multi-modèles. Nous avons onsidéré le as d'un système dynamique dont le modèled'évolution, inonnu, est supposé appartenir à un ensemble de modèles andidats,variant au ours temps. La méthode que nous avons développée repose sur unemodélisation rédibiliste de l'inertitude sur le modèle et sur la ommutation entreles di�érents modèles possibles. La méthode est à la fois simple et �exible, dans lesens où il est possible d'ajouter failement une autre soure d'information dans laphase de ommutation. Les résultats obtenus en appliquant la méthode au problèmede loalisation routière montrent que l'approhe proposée parvient à bien déteter laommutation entre les modèles andidats et qu'elle est même apable de déteter lessituations dans lesquelles le vrai modèle du système n'appartient pas à l'ensemble demodèles andidats. Une omparaison ave la méthode Interative Multiple Modelsnous a permis de montrer l'e�aité et la pertinene de l'approhe proposée.Nous avons �nalement abordé le problème de loalisation routière ouplée à laartographie en développant une nouvelle approhe de map mathing basée sur unereprésentation retangulaire des routes et sur l'utilisation de la théorie des fontionsde royane. La méthode proposée ombine le pavé alulé par une approhe à erreursbornées ave la représentation retangulaire des routes. La théorie des fontions deroyane est utilisée dans le but de fusionner plusieurs ritères a�n de aratériser demanière robuste la royane aordée à haque route séletionnée. Deux ritères ontété pris en ompte : la similarité et la topologie de la arte. Ii enore, l'utilisationdu formalisme des fontions de royane permet de déteter naturellement le as desdonnées artographiques manquantes, qui est un problème ouramment renontré enmap mathing. La méthode proposée présente l'avantage de véri�er naturellementles onditions d'intégrité étudiées par Quddus et al. dans [80℄. Elle est égalementapable de gérer des hypothèses multiples dans ertaines situations telles que desroutes parallèles ou des intersetions. 145



146La méthode multi-modèles développée dans le adre de ette thèse n'a ététestée qu'en simulation sur un système simple ave trois modèles possibles. Il seradon néessaire d'évaluer sa performane sur des problèmes plus omplexes (telsque le suivi de ibles) et des systèmes réels. Nous envisageons également, ommeprolongement de es travaux, de généraliser notre approhe en l'adaptant à lamodélisation de systèmes multi-modèles aratérisés par un grand nombre demodèles andidats. Dans e as, il peut être intéressant de séletionner à haqueinstant, omme ensemble de modèles andidats, une partie de l'ensemble desmodèles possibles. La méthode multi-modèles proposée pourrait ensuite êtreappliquée au sous-ensemble séletionné, e qui aurait pour avantage de réduire laomplexité de la méthode. Le hoix du sous-ensemble néessitant la onnaissanede toutes les séquenes de ommutation entre les modèles andidats, il onviendraitde développer une proédure de hoix systématique qui respete le omportementdu système ainsi que la ommutation possible entre les di�érents modèles.Conernant le problème du map mathing, la méthode proposée dans ettethèse a été testée en simulation et sur des situations réelles simples. Il serait donintéressant d'évaluer sa pertinene dans des situations réelles plus omplexes omme,par exemple, en milieu urbain dense. Comme autre perspetive de e travail, il seraégalement utile d'étudier l'in�uene de l'introdution d'autres ritères, tels que lesens de diretion des routes, le ap du véhiule ou la similarité entre le trajet estimédu véhiule et les routes, sur la préision et la performane de la méthode. En�n, ilest possible d'envisager des développement similaires dans les appliations de typeSLAM [33,55℄.
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Résumé :
Cette thèse porte sur le problème d’estimation d’état des systèmes dynamiques
appliqué à la localisation routière d’un véhicule. Nous présentons d’abord une
méthode crédibiliste dans laquelle les incertitudes sont représentées par des
fonctions de masse ayant comme éléments focaux des pavés de Rn. Nous
abordons ensuite l’estimation d’état dans le cas d’un système multi-modèles en
adoptant une modélisation crédibiliste de l’incertitude sur le modèle ainsi que
sur la commutation entre les différents modèles. Finalement, nous présentons,
toujours dans le cadre de la théorie des fonctions de croyance, une méthode
de map matching utilisant mes méthodes d’estimations précédentes ainsi qu’une
base de données routière. Les méthodes proposées sont testées sur le problème
de localisation avec des données réelles et simulées.

Mots-clés :
Fusion de données, estimation d’état, estimation multi-modèles, théorie des fonc-
tions de croyance, théorie de Dempster-Shafer, approche à erreurs bornées,
analyse par intervalles, localisation, map matching, technique multi-hypothèses.

Abstract:
This thesis focuses on state estimation with application to dynamic vehicle lo-
calization. We first present an evidential approach in which uncertainties are
represented by Dempster-Shafer mass functions with interval focal elements. We
then handle the case of multiple-model systems using belief functions for mod-
eling the transitions between models. Finally, a map matching method based on
belief functions and a guaranteed representation of roads is developed, in order
to compute a more accurate estimation of the vehicle position. Experimental re-
sults on the vehicle localization problem demonstrate the effectiveness and good
performances of the methods presented in this thesis.

Keyword :
Data fusion, state estimation, multiple-model estimation, belief function theory,
Dempster-Shafer theory, bounded error approach, interval analysis, localization,
map matching, multiple hypothesis technique.
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